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Vorwort

Das hier dargestellte Material entstammt der Vorlesung ., Festkorpertheorie®,
die Herr Prof. Dr. Uwe Brandt im Sommersemester 1986 an der Universitat
Dortmund hielt. Dieses Skriptum deckt nicht den Themenkreis der Thermo-
dynamischen Storungstheorie ab, obwohl dieser sehr wohl in der Vorlesung be-
handelt wurde. Es erschien mir angesichts der Fille des Materials angebracht,
diesem Themenkomplex ein eigenes Skript zu widmen, in welches ich zugleich
die Vorlesung von Herrn Prof. Dr. Gerd Czycholl uber ., Vielteilchentheorie® mit
einfliefen lassen will, welche thematisch eng damit verbunden war. Ebenfalls
in diesem zweiten Skript wird auch das ,,Dichtefunktional® behandelt werden,
welches Herr Prof. Brandt ganz zum Abschlufl der Vorlesung ansprach.

Dortmund, den 21. April 1992 Stefan Groote

Achtung!

Dieses Skript ist nicht von
Herrn Prof. Brandt autorisiert.

(© Eine Produktion des christlichen Buchverlages Groote & Reif3



Festkorpertheorie ........ ... .. Seite 5

1. Einleitung und Motivation

1.1 Literaturhinweise

Philip L. Taylor: A Quantum Approach to Solid State
Charles Kittel: Quantum Theory of Solids
Asheroft & Mermin: Solid State Physics

Weiteres zu Quantentheorie und Quantenfeldtheorie des Festkorpers

1.2 Quasiteilchen

Die Festkérpertheorie behandelt, grob gesagt, Anregungen aus einem (durchaus
nicht bekannten) Grundzustand, und zwar vornehmlich “kleine” Anderungen
dieses Grundzustandes,

i) = 3 o exp(—i 22!

) Iv). (L1)

Ist a, nur fiir Werte E, in einem schmalen Bereich grof}, so beschreibt [¢(¢))
einen Zustand mit langer Lebensdauer.

Weiterhin sollen solche Zustande relativ leicht zu interpretieren sein. Als
die beiden Randpunkte der Interpretationsmoglichkeiten fithren wir hier die
Konzepte “Teilchen” und “Schwingung” an.

1.2.1 Die elementare Anregung: “Teilchen”

Wir betrachten den Grundzustand fir wechselwirkungsfreie Fermionen, den
sogenannten Fermi-See. FEine elementare Anregung ist beispielsweise die Er-
zeugung eines zusatzlichen Elektrons mit einer Energie ¢, die grofler als die
Fermienergie Er ist, das Entfernen eines Elektrons aus einem Energieniveau
¢, das unter dem Ferminiveau liegt, oder die Kombination aus beiden Anre-
gungen. Es gilt:

E=Ey+¢ oder E=Ey—¢ oder E=FEj+ec—¢. (1.2)

1.2.2 Die kollektive Anregung: “Schwingung”

Wir betrachten “Plasma-Schwingungen”. Dazu stellen wir uns die Elektronen
als Gas uber einem lonenuntergrund vor. Dann gilt die Kontinuitatsgleichung

p=—divj. (1.3)
Die Gesamtladungsdichte p setzt sich zusammen aus einem Elektronen- und

einem lonenanteil, p = pe + pion. Im nichtangeregten Zustand haben wir
elektrische Neutralitat vorliegen. Die Ionen sitzen aufgrund der hoheren Masse
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fest, die Elektronen bewegen sich. Die Anderung der Gesamtladungsdichte
kann daher nur von dieser Bewegung der Elektronen herrithren. Es ist:

P =po + dpel + pPion = pel mit /5,0e1d3:1: =0, (1.4)
7 =pel - Tel. (1.5)

Die Geschwindigkeitsanderung der Elektronen wird wiederum durch das ent-
stehende elektrische Feld E bestimmt:

ep e

miy =eE = diviy = CGivE = dpel (1.6)
m

Eom Eom

Um eine Differentialgleichung fiir dp; aufstellen zu konnen, berechnen wir die
zweite Ableitung:

. . 0 . = 9 . -
5pel =p= —adlv.] = —adlv(/)el : Uel) (17)

Uel ist nach Gleichung (1.6) bereits klein, daher kann pe in nullter Ordnung
eingesetzt werden, pe ~ pg = eng, wobel ng die Teilchendichte der Elektronen

1st: o5 )
. . OUel € 1o
dpel = —pod = ———0pel. 1.8
pet = —podiv—, ppnl (1.8)
Fur Metalle ergibt sich
2
wp 1= 010z,
o

2. Behandlung von Vielteilchensystemen

2.1 Vertauschbarkeit und Pauli-Prinzip

Wir betrachten zunachst ein einzelnes Teilchen mit Spin und die zugehorige
Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators:

2

Hipy(z) = (p— 4 V(:z;)) di(z) = ey (). (2.1)

2m

Dabei soll « = (r,0) die Orte und Spins der Teilchen angeben. Gehen wir iiber
zu zwel Teilchen, die nicht miteinander wechselwirken, so ergibt sich entspre-

chend die Gleichung

2

(i + P2 + V1(51?1) + Vz(l‘z)) @/)(51?1751?2) = 5@/)(51?1751?2)- (2-2)

2m1 2m2
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Nehmen wir ferner an, dafl die Massen der Teilchen und die Potentiale, in denen
sie sich befinden, gleich sind, so 1483t sich dieses Zweiteilchenproblem mit dem
Ansatz

77/)(1’1,1'2) = ¢1 (1’1)77[)2(1'2) mit &= &1 + €2 (23)

l6sen. Entsprechendes gilt fiir mehr als zwei Teilchen. Das Pauli- Prinzip besagt
nun fir dieses Problem, dafl die Vertauschung zweier identischer Teilchen in der
Vielteilchenwellenfunktion keine Auswirkungen auf die Physik des Gesamtsy-
stems haben kann:

V(x1, .. 2n) = Y(Tpy, -5 Tp(n)) (P ist eine Permutationsabbildung)
(2.4)
Allerdings ist ein raumlich konstanter Phasenfaktor vor der Wellenfunktion
nicht observabel, d.h. beeinflult die Physik des Vielteilchensystems nicht. Wir
konnen also einen Phasenfaktor anfiigen, der ein Funktional der Permutation
1st:

77/)(1’1,...,1'”) = ei@[p]qvb(xp(l)v---vxp(n)) (25)

Betrachten wir z.B. die Transposition der Teilchen 1 und 2:

W(xy,2e,... ) = P2h(xg, 1,... ). (2.6)

Der zugehorige Transpositionsoperator T, ist eine lineare Abbildung und be-
sitzt den Eigenwert e™¥12:

T1277Z)($1,$2,. .. ) = @Z)(l’z,l’l,. .. ) == €_i@1277/)($1,$2,. .. ) (27)

Die Transposition zweimal ausgefithrt mufite nach elementarem Verstandnis
wieder auf die Ausgangswellenfunktion zurtckfithren:

!

(Ti2)* (w1, 22, ... ) = e 2920z, 20, ... ) = (21, 22, ... ), (2.8)

folglich e=2%12 = 1 oder e~"#12 = £1. Dies gilt fiir jede Transposition. Durch
eine Dreiecksvertauschung konnen wir zudem zeigen, dafl alle Phasenfaktoren
gleich sein mtussen:

T =TT Ty = e "= (e_w21> e P12 = T ¥12, (2.9)

Hat dieser Faktor den Wert —1, so sprechen wir von Fermionen, andernfalls
von Bosonen. Der Phasenfaktor einer beliebigen Permutation berechnet sich
durch Zusammenfiigen der Phasenfaktoren geeigneter Transpositionen.
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2.2 Fermionensysteme

2.2.1 Die Slater-Determinante

Wir haben in Kapitel (2.1) gesehen, wie sich die Wellenfunktion eines Zwei-
Teilchen-Systems aus der Wellenfunktion des Ein-Teilchen-Systems bilden 1af}t,
wenn die Teilchen nicht wechselwirken. Nun ist ¢ (1) (22) weder symme-
trisch noch antimetrisch. Fir Fermionen konnen wir aber eine antimetrische
Wellenfunktion bilden, die Eigenfunktion zum Eigenwert ¢; + 2 des Zwei-
Teilchen-Hamiltonoperators ist:

1
ﬁ(%(l‘l)%(ﬂcz) — o (1)t (22)). (2.10)

Der Faktor 1/v/2 ist ein Normierungsfaktor. Entsprechend gilt fiir n Teilchen:

@/)12(:1?1751?2) =

V120 (T1, T2, ..o, T0) \/—Z ¢p(1) 11 ¢p(2)($2) ¢p(n)(xn) =

1
=== det(¥(@)). (2.11)

Dieser Ausdruck wird als Slater-Determinante bezeichnet. Sie verschwindet,
wenn die Funktionen #; linear abhangig sind. Insbesondere verschwindet sie
dann nicht, wenn die ¥; dem Orthogonalsystem des Ein-Teilchen-Problems
entnommen wurden. Und sind sie orthonormal zueinander, d.h. gilt

[ vitarsade =4, (2.19)
so 1st die Slaterdeterminante auf 1 normiert:
/ Z ¢P (1) 1}1) 77Z)p’(n)($n) :

‘Ze ¢p(1)(x1)¢p(n)(xn)d$1 d{En =
p
1 e
:m Z € elp ]6 @[P]ép(1)7p/(1) c. 5p(n),p’(n) =

1 1
P

Die Wellenfunktion ist vollstandig bestimmt durch die Angabe, welche der Ein-
Teilchen-Wellenfunktionen in der Slater-Determinante auftreten und welche
nicht. Dies beschreibt die Besetzungszahl:

n; = {O, falls ; nicht auftritt, (2.14)

1, falls ¢; auftritt.

Y
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Eine n-Teilchen-Wellenfunktion lafit sich also ausdriicken als
1
V!
Um das Vorzeichen der Slaterdeterminante festzulegen, treffen wir die Konven-

tron, dafl die Spalten mit der Wellenfunktion ¢'; mit dem kleinsten Wert fir j
ganz links stehen sollen. So ist beispielsweise

|0 0.1.0.1.1.0.0 >3 i?)gxl; Zi52$1; iGEwlg (2 16)
T B ) dales) velas) | |

Jede antimetrische n-Teilchen-Wellenfunktion kann nach Slaterdeterminanten

|n1,n2,... >£

det(¢(z)) mit Zn:n (2.15)

entwickelt werden. Sie bilden den Hilbertraum H,,.

wird Fock-Raum genannt und faflt Systeme mit unterschiedlicher Teilchenzahl
Zusaminen.

2.2.2 Erzeuger und Vernichter

Wir betrachten die Abbildungen c}L M, -H,4q und ¢, : H,, = H,_;, die eine
Ein-Teilchen-Wellenfunktion ¢ “links” in die Slaterdeterminante einfigt bzw.
sie dort entfernt. Wir erhalten:

CT|TL1,.--,n17--->: (—1)2j<lnj |n17,,.71,...> f{irnl:0, (218)
l 0 furn; =1
=4,

0 fur n; = 0,

mn. )= . ) 2.19
¢t I " ) {(—1)21@ “|n1,...,0,...) firn;=1. ( )

c}L heiflt Erzeugungsoperator, ¢, Vernichtungsoperator. Die Vorfaktoren stam-
men aus der Zeilenvertauschung in der Slaterdeterminante. Es ist

<n17 7n;7 |C;L|n17 -5 N, >:
:(_1)Zj<l ! <n/17 y 1y |n17 ;ni+ 1, > =
()2 G B (2.20)

(1ot g Iy ) = (=12 ™ 6 S e (2:21)

Wir erkennen beim Vergleich dieser beiden Gleichungen und unter Beachtung
von Ejdn"j = Zj<lnj:

(n'| el In) = (n]e, [n')*, dh. ¢ = (e

(2.22)
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Weiter gilt:

c;cl |ny,...,0,...) =0,
(

c;cl Ny, ..., 1,...) =

2™ g0, ) =
2
((—1)Ek<l"k> .1, ),

clc“nl,...,(),... ) :(—1)Ek<lnkcl lng,...,1,...) =

(2.23)

(2.24)

= <(—1)Zk<l ""“)2 n1,...,0,...) und (2.25)

clc“nl,...,l,...}:O,

(2.26)

Wir kénnen die Gleichungen (2.23-2.26) in geschlossener Form schreiben:

Wir erkennen, daf jeder Zustand |n) = |nq,...

cley In) =niln),  epef [n) = (1= n)|n),
und damit
(C}Lcl + clc;) |n) =1|n) oder

[c;,cl]_i_ = c;cl + clc; =1

(2.27)

,ni, ... ) Eigenzustand zum

Operator c;cl ist, den wir Besetzungszahloperator nennen. Die letzte Bezie-

hung, daff namlich c;cl + clc; gleich dem Einheitsoperator ist, wollen wir im
nachsten Kapitel noch etwas erweitern.

2.2.3 Die Fermi-Vertauschungsrelationen

Wir wollen sehen, wie das Produkt zweier Erzeuger oder Vernichter zu unter-
schiedlichen Werten 7 und j auf einen Zustand wirken. Dazu konnen wir ohne
Einschrankung annehmen, daff ¢ < j gilt. Wir berechnen also:

cjc“nl, n;=0,...,n;=1,...)=
(1) s " ) ™ 10
cjc“nl, n;=0,...,n;=0,...)=
(1) ™ (1) 2 ™ g LT, ),
c;cj ni,...,n; =0,...,n; =0,...) =

(2.28)

), (2.29)

(2.30)
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L) (231
c;c.lni,..oomi=1,...n;=1,... )=

(1) ™ (1) 2 ™ [y 0,0, ) (2.32)
c;i¢;iIntyomy =100 m;=1,...) =

(1) Qs M)k ™ g, 0,0, ), (2.33)

Alle anderen Beitrage verschwinden. Zusammenfassend erhalten wir die Ferma-
Vertauschungsrelationen:

[cjvcj]_i_ = 51]7 [cjvc;]_i_ = [civch_ = 0.

(2.34)

2.2.4 Die zweite Quantisierung des Fermionensystems

Es gelingt uns, aus den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren mit den in
den letzten Kapiteln vorgestellten Eigenschaften eine neue Operatoralgebra
zu bilden, welche als zweite Quantisierung des Vielteilchensystems bezeichnet
wird. Wir wollen versuchen, die Umwandlung der bisherigen Operatoren in
diese neue Algebra schrittweise zu vollziehen. Dazu gehen wir aus von der
Hamilton-Gleichung

H|n)=FE|n) mit n= an und F = Z&m (2.35)
Wenn wir uns an die Eigenschaften der Besetzungszahloperatoren cj
zum Eigenvektor |n) den Eigenwert n; zu liefern, kommen wir darauf, diese

Operatoren durch die Energieeigenwerte ¢; linear zu kombinieren, um einen
“universellen” Hamalton-Operator zu erhalten:

¢, erinnern,

13

(2.36)

Entsprechend konnen wir auch einen Teilchenzahl-Operator konstruieren:

N = CTC<.

(e
?

(2.37)

Es ist ferner

H—uN = Z(el - /,L)cjci. (p ist das chemische Potential) (2.38)
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Nun sei [¢) ein Eigenvektor oder Eigenzustand zu H mit dem Eigenwert Ey.

Was ist dann cl |v0) und ¢; [¢)? Wir wollen es berechnen, indem wir H darauf
wirken lassen und die Fermi-Vertauschungsrelationen (2.34) benutzen:

H i) =Ey |¢)  liefert (2.39)
Hel ) = Zeiczfcic} ) =

—5101 25 Cl c; [¥) =
:5101 |2) ‘|‘Z5‘Clc‘c‘ W) =
_glcl |77Z) —|—C Zgz €& =

—5101 ) + ¢ 'H ) = 5101 ) + Ed,c; ) =
=(Ey +¢ )C;L |vb), entsprechend (2.40)
Hey [v) =(BEy —e;)e; [¥). (2.41)

c}L |1} ist also, sofern es nicht selbst verschwindet, ein Eigenzustand zu H mit
Eigenwert Ey, + ¢, ¢; [1) ein Eigenzustand zu H mit Eigenwert Ey — e Wir
konnen erkennen, dafl dies auch unabhangig von den speziellen Eigenzustanden
|t} funktioniert, da nur die Operatoreigenschaften benutzt wurden. Die Glei-
chungen (2.40) und (2.41) lassen sich so in einer etwas abgewandelten Form
schreiben:

[ﬁ,c”_ = 510;, [ﬁ,cl]_ = —¢,¢,.
(2.42)
Ahnliches erhalten wir auch fiir den Teilchenzahloperator N:
Nc; = cT c}L = Z( T(Sil — cjc;ci) =
= Z T(Sll + cl ! l) = c}L + c;]/\\f (2.43)
und entsprechend
Ncl =—gq —I—Clﬁ, (2.44)
zusammengefaflt
[ch”_ = c;Lv [chl]_ =4
(2.45)
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Wir konnen daher aus dem Vakuumszustand mit £ = 0 und n; = 0 fur alle
[ jeden beliebigen Eigenzustand aufbauen, indem wir ein entsprechendes Pro-
dukt von Erzeugungsoperatoren darauf wirken lassen. Dieses Produkt wahlen
wir in aufsteigender Reihenfolge, um einen Wechsel des Vorzeichens der Slater-
determinante zu verhindern:

1, na, ) = ()™ (e])™ . 10,0, ) = [](eD™

?

Vakuum). (2.46)

2.2.5 Feldoperatoren
Fur ein System wechselwirkungsfreier Fermionen definieren wir Feldoperatoren

O(r) =Y evi(z) und Pi(e) =Y el (a). (2.47)

2 2

Dabei ist {¢;(x)} ein vollstandiges Orthonormalsystem von Einteilchen-Eigen-
funktionen am Ort z. ¢; und cj lassen sich wieder herausprojizieren:

[wuiade = [ Y epnion =3y = (249

J
die Fermi-Vertauschungsrelationen tibertragen sich entsprechend:

() 01 (@) =3 evhile), - chf(a)] =

= i)l (@) = o(x — '), (2.49)

~

(1), 8 ()], =), Ha)], = 0. (2.50)

Der Feldoperator 77//)\1-(1’) hat die Aufgabe, die Wellenfunktion eines Teilchens an
der Stelle z zu erzeugen. Er ist zudem unabhéngig von der Basis {¢;} dieser
Wellenfunktionen, die veranderten Erzeuger und Vernichter erhalten wir durch
Projektion analog zu der in Gleichung (2.48).

2.3 Bosonensysteme

Fur Bosonen fithren wir nun auch eine zweite Quantisierung durch, beachten
dabei aber, daf§ die Wellenfunktionen symmetrisch sein sollen. Hier fihrt der
symmetrisierte Produktansatz

G(ar, . wn) = > Upmy (1) Uy (an) (2.51)
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zum Ziel. Wieder reicht es, wenn wir angeben, wie oft die Funktionen ;

vorkommen. Der Satz {ny,...,n,} dieser Zahlen ist diesmal nicht auf 0 und 1
beschrankt, sondern darf auch dartiber hinauswachsen.
|n1,...,n,) mit an =n (2.52)

soll das symmetrisierte Produkt sein. Bei den Fermionen konnten wir die Nor-
mierung der Slaterdeterminante angeben, hier ist eine solche Normierung nicht
moglich. Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sind wie folgt definiert:

a“nl,...,nl...>:\/nl—|—1|n1,...,nl—|—1,... R (2.53)
a; |ni,...,ng..0 )y =ynilng, .o —1,000), (2.54)

wobei letzteres den Fall n; = 0 einschlief$t, in dem die rechte Seite verschwindet.
Der Besetzungszahloperator ist a;al:

a;al |n1y ey, ) :a;\/nl|n1,...,nl—1,... ) =
=yniy/n|ny, ... ng,.. ) =
=ng|n1,. ., ng, .. ). (2.55)

auflerdem ist

ala“nl,...,nl,...>:al\/nl—l—1|n1,...,nl—|—1,...>:
=V + 1V +1|ny, ..., ng... ) =

=(n;i+ 1) |n1,...,n0,...), (2.56)
Es ist also
(ala;+a;al)|n1,...,nl,... )=1-|n1,...,ny... ) oder

ag,af] =1 (2.57)

Weiterhin ist
aja; = a;ai fir ¢ # 7, 5 58
Fr ot _ (2.58)

aja; =aa;, a;a;=a;a,

Zusammenfassend erhalten wir die Bose-Vertauschungsrelationen

[aiva;]_ = 5ij7 [ajva;]_ = [aivaj]_ =0

(2.59)

Entsprechend wie bei den Fermionensystemen konnen wir Feldoperatoren kon-
struleren:

o)=Y alvite) mit of = [ 200

7

() ::Zai;/)i(x) mit  a, :/;Z(:z;);/);‘(x)dx. (2.61)

7
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Es gelten die Vertauschungsrelationen
[h(x), 0" (2)] =8(x — "), (2.62)
[91(), 0¥ (2] =[(w), ()] = 0. (2.63)

2.4 Erwartungswerte

2.4.1 Die Dichtematrix

o~

Aus Eigenzustdnden [¢(t)) des Hamiltonoperators H,

i) = B ), (2.64)
konstruieren wir zu jedem Zeitpunkt ¢ die Dichtematriz
=D W)W ltu(t)]. (2.65)

W, ist die Wahrscheinlichkeit, das System im Zustand [¢,(#)) vorzufinden.
Diese Wahrscheinlichkeit ist zeitunabhangig. Die Bewegungsgleichung der
Dichtematrix ergibt sich aus Gleichung (2.64):

) =in Y- (G [eat) Wttt + W)W (1) ) =

=2 <ﬁ|¢n(t)>Wn<¢n(t)| - |¢n(t)>Wn<¢n(t)|ﬁ>,

(2.66)

Diese Gleichung ist die von Neumann-Gleichung. Der Erwartungswert eines
Operators A lalt sich nun als gewichtete Summe der Erwartungswerte in den
einzelnen Eigenzusténden |thn (1)) beschreiben:

ZW (U (2)| A | (2)) =

= Spur (p(t)A). (2.67)

Damit gentigt <121\> einer Heisenbergschen Bewegungsgleichung:
in 0 &) =Spur (ih 2 5) ) =
=Spur ([, p(1)] 4) = Spur (Hp(1)A — p(t)HA) =
r(p(t)AH — p(t)HA) = Spur (5(¢)[A, H] ) =
= —([H,A4] ). (2.68)
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Als Dichtematrix konnen wir eine der kanonischen Verteilungen verwenden,
die alle die von-Neumann-Gleichung erfullen. Wir entscheiden uns hier fir die
grofskanonische Verteilung

p= %exp(—ﬁ(ﬁ — /,LN)) mit Z := Spur (exp(—ﬁ(ﬁ — /,LN))) (2.69)

Z heilt grofikanonische Zustandssumme, wir wahlten aulerdem die gebrauch-
liche Schreibweise 3 = (Temperatur)~!.

2.4.2 Fermi- und Bose-Funktionen

Wir wollen uns tiberlegen, was der Erwartungswert des Besetzungszahlopera-
tors cjci bzw. ajai liefert, d.h. ob Aussagen tiber die Besetzung bestimm-
ter Energiebereiche mit Fermionen- bzw. Bosonenzustanden gemacht werden
konnen. Dazu gehen wir, zunachst fur Fermionen, von einem noch allgemeine-
ren Erwartungswert aus:

1 ~ ~
<cjcj> = zSpur(e_ﬁ(H_“N)cjcj). (2.70)

Nach den Aussagen in den Gleichungen (2.42) und (2.45) kénnen wir folgern:

o~

(H — uN)"ef =(H = pN)" "' el((H = pN) + (¢, =) = -
c=cl((H = pN) + (5, = )", (2.71)

und damit PR ~ o~

e—ﬁ(H—uN)cj — e—ﬁ(éi—u)cje—ﬁ(H—uN)' (2.72)
Dies benutzen wir, um die Operatoren in der Spur paarweise zu vertauschen
wobel wir die zyklische Vertauschbarkeit unter der Spur und die Fermi-Vertau-

schungsrelationen benutzen:

1 ~ ~
<cjcj ) —eAlei—n) Z Spur (cje_ﬁ(H_“N)cj) =

7t
1 o~ —~
:e_ﬁ(gi_”)((si]‘ _ z Spur(e_ﬁ(H_uN)cjcj)) (273)
oder 5
(eley) = s =0 (3, = ) (2.74)

Diese Funktion f, die fur verschwindende Temperatur zu einer Funktion wird,
die zunachst den Wert 1 annimmt, um dann beim Energiewert ¢; = p spontan
abzubrechen, nennen wir Fermi-Funktion. Fur Bosonen gilt ganz analog:

[H — uN,al] = (c; — pa] (2.75)

[
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folglich
(ala;) :—Spur( BH-uR) gl ) =
B (g 4 %spur( =8H=18) 41 ) (2.76)
oder 5
(aba,) = — s 5430, ) (2.7

b ist die Bose-Funktion.
2.4.3 Wicksches Theorem

Weil wir es im weiteren Verlauf noch haufiger brauchen werden, wollen wir an
dieser Stelle den Erwartungswert des Produktes vierer Feldoperatoren berech-
nen, ein Spezialfall des Wickschen Theorems. Und wir wollen dies zunéchst
auch nur fur Fermionen tun:

(0T @n)d (@a)b (e ) (wa) ) = D _{elejepe Yoy (21)9 (wa)bules)in(ea)
ikl
(2.78)
Wir konnen <cTcTckcl ) in zwei Féllen in den Erwartungswert zweier Teilchen-
zahloperatoren uberfuhren: Firi=1l#j=Fkundfir: =k # j =1[. Im ersten
Fall ist
Tt _ Tt ISR S |

(cicjeje; ) = —(cjcje;e;) = (cle;cic;), (2.79)

im zwelten
<cjcjclc] ) = <cjclcjc] ). (2.80)
Nur diese beiden Terme tragen nachher zur Summe bei, alle anderen fallen
heraus, da sie die Teilchenzahl verandern. Die Einschrankung ¢ # j allerdings
werden wir nachher fallen lassen konnen. Durch Ableiten des Logarithmus der

grofkanonischen Zustandssumme erhalten wir formal
8ilz_i<i82>_laaz 1 02 02

il nZ = i R A - Qi
Oz, Oe; Oe, Z&sj Z Oe, e 22 e, e

:iiiz — <i1n2> <i1n2>. (2.81)
Z D¢, e Oe, Oe .

J
Nun ist

1
<cjcic;cj ) =Z Spur (cjcic;cj exp(—/f Z(sn —p)ehe ) =

1 9 9
T Z e, 0,

1 0 8
52285 85

_Liimg+ L(ilng> <i1n3>7 (2.82)

Spur(exp(—5 3 (c0 — nleken)) =

32 Oe, 85 B2\ de. Oe .

? J
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und mit 5 .
—InZ=-0 cjci =—f— 2.83
= (eley) = =P (2.89)
erhalten wir:
<cjcic;cj ) = <cjci><c;cj ). (2.84)

Dies setzen wir nun wieder in die Ausgangsformel (2.78) ein, um den Erwar-
tungswert des Produktes der vier Feldoperatoren zu erhalten. Es ergibt sich
also fur Fermionen:

o~ o~

<¢T($1)¢T($2)$($3)$($4)> =

o~ o~ o~ o~

= (M (@) (2a) WO (22)0(23) ) — (DT (21)db(ws) W DT (22)db(4) ),

(2.85)

entsprechend fir Bosonen:

. .

<¢T($1)¢T($2)$($3)$($4)> =
= (T (@) (2a) YT (@2)8 (23) ) + (DT (21)db(ws) W DT (22)d(24) ).

(2.86)
2.5 Storungsentwicklung

2.5.1 Die lineare Antwort

Unser Ziel soll es sein, die von-Neumann-Gleichung naherungsweise zu losen
und damit eine Naherung der Zeitentwicklung von Erwartungswerten zu erhal-
ten. Die erste Ordnung dieser N&herung heiflt lineare Antwort (engl.: linear
response). Wir setzen dazu an, daf sich der Hamiltonoperator schreiben 148t als
ein Grundterm ﬁo und ein Zusatzterm ﬁl, der explizit von der Zeit abhangen
soll:

H=Hy+H(t) mit Hi(t)—0 fir t— —oo. (2.87)

Damit gilt auch

1 ~ -~
p(t) — po = Z—e_ﬁ(HO_“N) fir ¢t — —o0. (2.88)
0

Die von-Neumann-Gleichung 1a8t sich vereinfachen, wenn wir die Dichtematrix
p(t) durch eine transformierte Grofle p(t) ersetzen:

plt) = exp(—%ﬁot)p(t)exp(%ﬁot). (2.89)
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Auch hier gilt weiterhin p(¢) — po fiir t = —oo. Damit ist

o~

[H,p(t)] = [Ho,p(t)] +[Hi(t),5(t)] (2.90)

und

L0 ~ o~ ., 0 N ~
ifh 5, 7(t) =Hop(t) + exp(— 1 Hot) (ih o, (t)) exp( 5 Hot) = 5(t) o

~[Ho. 1))+ exp(— Hot)(ih 2 plt) esp(Hot).  (2.91)

folglich

ih%p(t) ZGXP(%ﬁOt)[ﬁl(t)vﬁ(t)]_ eXP(_%ﬁot) =

= exp( Hot)(HL (07(1) — U1V (1) exp(—1-Hot) =
~(exp(+-Hot) B (1) exp( - Hot)o(1) +
— plt) exp(3 Hot) B 1) expl— 1 Hot)) =
=B (1)olt) — pl1)Ha (1)) = [H (1), (1) (292
mit P ;.
Hi(t) i= exp(3 Hot) B (#) exp(— 1 Hot) (2.93)

Diese Gleichung integrieren wir:

) =po— [ ()0l (2.94)

—oo -

In nullter Ndherung ist p(t) = po, in erster Ndherung erhalten wir die sogenann-
te lineare Antwort

plt) =po— 5 [ (). p0] (2.95)

2.5.2 Die Antwortfunktion

Physikalisch meffbar ist nun der Erwartungswert eines Operators A in seiner
Zeitentwicklung. Der Operator selber soll dabei nicht explizit von der Zeit
abhangen. In erster Ordnung ist

(A)(1) =Spur (p(1)4) =
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o~

= Spur (exp(—%ﬁot)po eXp(%Hot);l\) +
. t . .
i TP ~
— £/ Spur (exp(—£H0t)[H1 (t'),po]_ exp(—Hot)A)dt' =
= Spur (po GXP(%ﬁot)geXP(—%ﬁot)) +

—i/ Spur ([H1(#'), po]_exp(7Hot) A exp(— Hot))dt' =

h —00
= Spur (poA(t)) — % /_ Spur ([Hi(t'), po] A(t))dt' =
:<A>0 — %/_ Spur (po[A(t), H1 (t’)]_)dt’ =
=(4), - %/_ ([AQt), Hy(#)] ) dt'. (2.96)

Wir wéhlten hier (- >0 = Spur (po -) und

A(t) = exp(%ﬁot)ﬁexp(—%ﬁot). (2.97)

Auch bei hoheren Ordnungen ist es moglich, die Erwartungswerte aus Erwar-
tungswerten des ungestorten Problems zu berechnen.

Wir zerlegen nun H, (t) in einen zeitunabhéngigen Operator und eine ex-
plizit zeitabhéngige Funktion, Hy(t) = B - f(t). Dann ist, wiederum mit

B(t) = exp(%ﬁot)éexp(—%ﬁot), (2.98)

das folgende, in f lineare Funktional gegeben:

i

(A =7 [ (4. B0 s =
= [ (2.90)

Der Integralkern,

_i@(t — ) ([A(t),B(t")] )

(A
X(t7t)_ h L /g

(2.100)

wird Antwortfunktion genannt und ist eine Funktion von (¢ —t'):

([At), B ), =

— 0

= i Spur(e_ﬁ(ﬁo_“ﬁ) [A(t),exp(iﬁot’)ﬁ exp(—iﬁot')] )=
Zo h h -
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o~

= L pur (e BT N e (— LBt A(t) exp( L Hot), B] ) =

ZO h h L
1 S P ~ A~ ~

= — Spur (e P Hom N [exp (= Hy(t — ') Aexp(—=Ho(t — '), B] ) =
Zo h h L

= Z_o Spur(e_ﬁ(ﬁo_”ﬁ) [A(t — t’),B(O)] )=

— ([A(t =), BO)] ). (2.101)

Das Integral in Gleichung (2.98) ist also ein Faltungsintegral, es liegt darum

nahe, in den Fourierraum zu transformieren. Mit (¢ — t') := x(¢,t') erhalten
wir

HA)w) =w)flw) mit v(w) = [t (2:102)

5<2>(w):/oo S(AYH)e™dt und  f(w / F(t)e™tdt.

Wir kénnen y(w) auch auf die komplexe Ebene ausdehnen. Statt w verwenden
wir dort z als Variable. Aus der Kausalitatsforderung (y(t) = 0 fiir ¢t < 0) folgt,
dal y(z) in der oberen komplexen Halbebene analytisch ist und dort fiir grofie
Werte von z abfallt. Wir wollen im Detail ein solches x(z) berechnen, indem

wir in Eigenfunktionen |n) von Hoy — /,LN mit Eigenwerten E,, entwickeln und
zwischenzeitig einen Identititsoperator 1= ) = |m)(m| einfiigen:

Spur (¢ #Ho=sM) 4(1)B(0)) =
= Spur(e_ﬁ(ﬁo_“ﬁ) exp(%ﬁot)gexp(—%ﬁot)ﬁ) =

= Z exp E,t)(n| gexp(—%ﬁot)ﬁ In) =

= Z nexp( E nt) exp(— hEmt)<n| A|m){(m|Bn) (2.103)
und

Spur (e Ho=1N) B(0) A(1)) =

= Spur(e_ﬁ(ﬁo_“ﬁ)ﬁ exp(%ﬁot)zzl\exp(—%ﬁot)) =

= Z m|Bexp(hﬁ0t);l\|m> exp(—%Emt) =

= Z " exp( E nt) exp(— hEmt)<m| B n){(n| A|m), (2.104)
also

)=~ S o,

: exp(%(En — Ep)t){n] A|m)(m| B |n). (2.105)
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Dies kann recht einfach transformiert werden und liefert

WG = [ et =

1 5 (e=Fn — e=PPm)(n| A |m)(m| B |n)
_ZO hz+ E, — E,,.

(2.106)

mn

Ist z = w reell und gleich einer Energiedifferenz, so sind wir auf eine Resonanz
gestofen. Um die Energiedifferenzen zu berechnen, konnen wir experimentell
solche Resonanzstellen suchen und ihre Lage feststellen.

Betrachten wir ein statisches Problem (z = 0) mit diagonaler Antwort
(d.h. A = B), so laBt sich feststellen, dafl y(z) negativ ist.

2.5.3 Beispiel: Dichte-Dichte-Antwort

In unserem Beispiel sei A die Teilchendichte am Orte T, B die potentielle Ener-
gie, die sich aus einem Potential () berechnet, das wiederum von der Teil-
chendichte der Umgebung dieses Ortes abhangt. Daher sprechen wir hier von
einer Dichte-Dichte-Antwort:

o~

A(F) =a(F) = > $3([)do(7) und

ﬁ@:%ﬁﬁf@rﬁ (2.107)
E:/mmwmfw

Es ist dann nach Gleichung (2.99):

M n(™))H(t) =— £/_ ([n(r,t =1"),B] >Of(t’) mit (2.108)

[n(r,t), B]. :/[n(F,t),n(F’,O)] o(F)dr'. (2.109)

Wir entwickeln die Feldoperatoren ;ZU(F) in Eigenzustande des Anteils ﬁo des
Hamiltonoperators, die zugleich Eigenzustéande des Teilchenzahloperators N
sind, also in ebene Wellen:

—~ 1 o
bo(F) =) e [0r(P)) = —== Y ¢ et (2.110)
zk: k k mzk: k

Wir benutzen nun die Gleichungen (2.42), um weiterzurechnen:

- A I =
n(r,t) ::exp(£H0t)n(r) exp(—£H0t) =
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L L P

_ i dEEar

=0 2o P Hot)el, oy, exp(—oHot)e (77 =
i

1 L5 L5 —i(ky—ko)7
:ﬁ Z cchla'exp(hgklt)exp(_ﬂot)C]Qa_eXp(—£H0t)€ (k1—k2) =

h
k‘lk‘go’
1 i T T\
o T —i(k1—ko)T
_ﬁkzk: cklac,QU(e}(p(%(ask1 — e t)e (k1 —k2)7" (2.111)
1R20

Nebenbei bemerkt, konnte man diese einfache Zeitabhangigkeit auch als eine

solche von ¢, (bzw. c,Tm) interpretieren:

e (t) = ckaexp(—%ekt). (2.112)

So vorbereitet, konnen wir berechnen:

- 5 1 ?
[n(r,t),n(r,())]_ :V012 Z eXp(£(€k1 - gkg)t)[cltla'ckgcﬂcch'la"ck'QU'] )
klkzk;ké

oo

e (R —Fa)7 i (R =Ry (2.113)

Der Kommutator der Erzeuger und Vernichter vereinfacht sich:

i i _ i i _
Ch1oChao Ch o' Cho! = 7 ChioCk ot ChooChor T ChioChyor Ok kyoo! =
_ T i i _
- ck’la’cklackéa’ckga + ckl crck’ch(Skll kz(SUC" -
_ .t i i T
—ck’la’ck’QU’cklackQU + cklackéaékibéml — ck,lackzaéklkééwl,
(2.114)
also

i i _ T i
[cklackQU,ck,la,ck,Qa,]_ —cklack,205k/1k25aal — ck,lack205k1k/25aal. (2.115)
Betrachten wir den Erwartungswert ( [n(7,t),n(7,0)] )o beztiglich pg und ver-

wenden wir Gleichung (2.74), so vereinfachen sich diese beiden Terme noch
weiter, und der Erwartungswert wird zu

]_ Z T Y - o
o - . v . —i(k1—ko)(7—7")
< [n(r7t)7n(r70)]_ >0 _VO]_2 klzk;a-exp(h(gkl €k2)t)€

1 1
: ( - > (2.116)
eﬂ(gkl_u) _I_ 1 66(€k2_u) _I_ 1
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Dieses setzen wir nun in Gleichung (2.108) ein und erhalten als Anderung des
Erwartungswertes der Teilchendichte gegentiber dem Grundzustand

A~ — Z ]- ! Z —i . _ I F—F’
M) =~ 2o > / /eXp(£(€k1 e )t — #))em i B R =)
klk‘go' -
1 1

: — (P> F(t)dt'. (2.117)
(eﬁ(akl_ﬂ) _I_l 66(5k2_ﬂ) + 1)

Wir fithren eine zweifache Fourierintegration durch, zunachst beztuglich der
Zeit. Die Faltung im Zeitbereich liefert hier ein Produkt im Frequenzbereich:

1 1 Ry
S(R() ) = [ Ry
Vol? klzk;a hw +&r, — €,

. ( ! ! >f(w). (2.118)

eﬂ(gkl_u) _I_l 66(€k2_u) _I_l

Nun beztiglich des Ortes. Auch hier geht die Faltung in ein Produkt uber:
(@) @) = [ 37 ) (w)e T =

1 Oky kotg / (o —Fo) ) (o 131
= : eI o (7Y d
Vol? klzk;a hw—l—skl — &y ()

(5 L e =

eBle,—n) +1 B eﬂ(gk_q—ﬂ) +1
G D ) (2119)

Der Faktor 2 stammt von der (trivialen) Summation iiber die Spins. Die Ant-
wortfunktion x(¢,w) in ihrer fouriertransformierten Form nennen wir auch Sus-
zeptibilitat. Sie laft sich schreiben als die Summe zweier formal gleicher Terme:

N(Z,w) =h(q,w) + 1(F, —w) mit

d*k 1 1
h(q,w) ::2/ 3 : (2.120)
(27)* (hw + ¢, — hey) (ePlen=m 1)

Dieses Integral konnen und wollen wir nun fur den Temperaturnullpunkt be-
rechnen. In diesem Falle wirkt die Fermifunktion als Stufenfunktion, die die
Integration durch |eg| <y beschrankt. Wir setzen ein:

R Bl kp?

=5 mit p =: Y

(2.121)
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und gehen in Polarkoordinaten:
Wi ke 2 5in ©dO dk B
b 2mhw—|—h2 k2 — (k- §)?)
/’“F / ?5in ©dO dk B
0 2mhw—|—h (2kqcos © — ¢?) B
kp
)2 / / (5 = 5 +c0s0) " ksinOdO dk =
4 Jo q
2m [ .
—_ = = kdz dk =
27Th)zq /0 / kq 2k +2)7 kdz
2 kp® [ k
e / In .
wh)2q Jo hqkp 2krp  kp
mw q k k dk
—1 -] | —. 2.122
' (hqu 2k kF>> = 2122
Nun setzen wir
mw q
- d — - 2.12
K . und kg hakr  %kp ( 3)
und erhalten:
. omkp? 1
h(f,w) = g |, (In(ko + k) — In(ko — K))K dk. (2.124)

Wir mufiten dabei berticksichtigen, daf die Integration tiber die Polstelle k = kg
laufen konnte. Um diese Integration ausfithren zu konnen, haben wir diese
Polstelle etwas in die komplexe Ebene hinein verschoben. Es ist hier

n (_) :: / Z. _ {ln ‘ a‘ + imsign(e) fir a <0 <D, (2.125)

a Z — 1€ ln‘g‘ sonst.

Diesen Logarithmus betrachten wir auch im folgenden und fuhren die Integra-
tion der beiden Anteile nun getrennt durch:

HZ

1 1
2/0 kln(ko + k)dr = [/i2 In(ko + li)](l) — /0 P dr =

1 2 )
:1H(HO+ 1) _/ (K‘I‘KO) 2/%0(/{,—|—/§0)_|_/§0 g
0

K+ Ko

1
zln(/io—l-l)—/o(/i—l-/io)dli—l-Qlio/ dr — ko® / /i-l-/io
zln(mo—l—l)—%(1%—2%0)—%2%0—%0211&(1—'_%0)

1 1
=In(ko +1) — = + Ko — K" In <KO + ) (2.126)

2 Ko
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und

dx =

| 1
2/ kln(ko — k)dr = [liz In(ro — 1)](1) - /
0 o R —FKo

1 . 2 N 2
Clnfro — 1) - / (k — Ko)® + 2ko(k — Ko) + Ko e —
0

K — Kg

1 1 U gk
=lIn(ko — 1) —/ (li—lio)dli—Qlio/ dli—lioz/ =
0 0 o R —FKo

1 1—
=1In(ro — 1) = (1 = 2r0) — 2ri0 —H021n< “°> —

— ko
1 -1
=ln(ko—1) — = — ko — ko’ ln (KO ) , (2.127)
2 Ko
zusammen also
. mkp® 2
h(q,w) = (1 — ko”)(In(ko + 1) —In(ko — 1)) + 2K0). (2.128)
(27h)*q

2.5.4 Zwei Naherungen

Da uns die Gleichung (2.128) flir das Verstandnis des physikalischen Geschehens
immer noch nicht weiterhilft, gehen wir nun in zwei Grenzfalle der Theorie:
zeitlich konstantes Potential:

Wir betrachten ein Potential, das raumlich schwach und zeitlich sehr schwach
veranderlich ist. In physikalischen Groflen ausgedriickt:

hZ q2 hZ kFZ
h . 2.129
WS 2m < 2m ( )

Dann ist auch |kg| < 1. Beachten wir nun, daf fiir diesen Fall

Ko + 1 14+ ko
In =ln

/io—]. ]_—/%0

— ssign(Im(ko)) (2.130)

ist, wobei wir den Imaginarteil e aus Gleichung (2.125) in die Frequenz w in ko
stecken wollen, so konnen wir fiir kleine Werte von g entwickeln:

2 3 4
Ko Ko Ko
In |1 =Ko — — + — — —+ ... 2.131
n|l 4 ko| =Ko 5 + 3 1 + ) ( )
2 3 4
1n|1—ﬁ0|:—ﬁ0—%—%—%+..., (2.132)
also
1—|—/€0 li03
| =2 — 4+ ... ). 2.133
[ 20+ ) (2,13
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In bis zu zweiter Ordnung in ko gilt somit

h(q,w) = (;Z_kﬁ (4/%0((7,(,0) —am(l — /io(cf,w)z)sign(lm(w))>. (2.134)

Schliellich bilden wir die Suszeptibilitat, wobei sich der Imaginarteil wegen
Im(—w) = —Im(w) wieder heraushebt:

X(va) :h((ﬁw) + h((f, _w) =

Amk g o o
ZW(KO(%C@) + ro(q, —w)) =
4mkF2 q dmkp

L= : 2.135

(27h)2q kp (2wh)? ( )
Wir erhalten also eine negative Konstante.

raumlich konstantes Potential:

Wir drehen den Spiel um und lassen das auflere Potential zeitlich veranderlich,

raumlich dagegen schwach veranderlich sein. In Formeln:

h2q2

5 < hw, w nichtverschwindend. (2.136)
m

Dann ist |ko| > 1, und wir kénnen h fiir grole Werte von |kg| entwickeln:

HO—I_]- . 1—|—/€0_1 - _1 ﬁ0_3
Wir erhalten
+1 B 1 ~ ~
(1= o)l (:0 1) + 210 =2((Ko ™" = Ko) + §(“0 P ko ) ..t Ro) =
0 —
1

=2k (1 - §> + O(ko™?), (2.138)

also )
B 2mkp 1 Lo

und
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2.5.5 Die Zufallsphasen-Naherung

Als eine Anwendung der Dichte-Dichte- Antwort betrachten wir elektrisch gela-
dene Teilchen im Raumladungsfeld mit auflerer Anregung:

AT
rt) = b — Py 2.141
o) = o) + [ S (2141)
Dabei ist ¢o(7,t) das von auBlen eingestellte Feld und §(n(r))(¢) die Abwei-
chung der Dichte aus dem Gleichgewichtswert. Die Zufallsphasen-Naherung
(engl.: random phase approzimation (RPA)) besagt nun, dafl ¢(7,t) ndherungs-
weise als Losung der Potentialgleichung

- 1 1 €
VIR, t) = = —pges = = —pexs = — (R (1) )(#) (2.142)
0 €0 o

geschrieben werden kann. In den Fourierraum transformiert, bedeutet dies:
~f = 1 ~ — € o~ —
PG w) = ——pext(T.w) — — (7 )G w). (2.143)
€o €o

Schliefllich nehmen wir eine lineare Antwort der Dichte auf das Potential an:

(A)q,w) = ex(q,w)P(q,w). (2.144)
Dann ist
sﬁ(cj‘,w)zipe“gq’“)z mit e(qw):=1— GQZX(q;w). (2.145)
c0e(q,w)q c0q

Wir wollen wiederum die beiden Spezialfalle betrachten:
statische Punktladung:

Wir wahlen pext(q,w) = pod(w) und tibernehmen v (¢, w) aus Gleichung (2.135).
Dann ist
pod(w)

P(w) = ———5
( ) eo(q? -|-k52)

wobei 1/ks auch Thomas-Fermi-Abschirmlinge genannt wird, denn die Riick-

o 4me’kp

= (2.146)

mit ks

transformation ergibt ein abgeschirmtes Coulombpotential:

= 0 ks 2.147
o) = gLt (2.147)
homogenes zeitlich veranderliches Feld:

Wir {ibernehmen die Suszeptibilitat in diesem Fall aus der Gleichung (2.140)

und erhalten i

- 2
L Pext (s w Qp
P(qw) = 7{55(]2 ) (1— — > : (2.148)
wobei Qp die Plasmafrequenz ist,
27 3 2
Op = o 210 (2.149)
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3. Fermionen

3.1 Die wechselwirkungsfreie Theorie

Wieder gehen wir von der Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators in seiner
erstquantisierten Form aus, schreiben sie allerdings etwas um:

/K(:z;,:z;’);/)i(x’)dx’ =e;thi(z) mit K(x,2') = (—;—m;? + V(x))é(x — a').
(3.1)

Wir kénnen auf diese Weise K (x, ') von seiner Operatoreigenschaft befreien,
denn wir nehmen hier an, dafl der Operator auf die Delta-Distribution wirkt.
Einsetzen in das Integral und zweifache partielle Integration liefert dann das
bekannte Ergebnis.

Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, sind die Feldoperatoren unabhangig
von der gewahlten Basis der Konstruktion. FEine neue Basis bedingt neue
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Eine solche basisunabhangige Dar-
stellung kann uns nur nutzlich sein, kommen wir ja nun im Verlauf zu Fallen,
in denen sich ein Eigenwertsystem des Hamiltonoperators nicht mehr so ein-
fach und nur fur einen Teil des Hamiltonoperators exakt bilden lafit. Wir
wollen daher zunéchst die beiden wichtigsten zweitquantisierten Operatoren,
den Teilchenzahl- und den Hamilton-Operator, in basisunabhangige Form um-
schreiben, indem wir die Erzeuger und Vernichter ersetzen:

cj:/;ZT(x);/)i(x)dx, c; :/J)\(:z;);/);‘(x)dx (3.2)

und die Vollstandigkeit der gewahlten Basis benutzen,

So erhalten wir:

V=D =% [ [ Pt @ as = [ 3y

(3.4)

und

Z%Cl = Z/ﬁ*(x)emi(x)dx/zﬁ(x’);bj(x')dx' _
—Z//@N VK (2, 2" ”d:z;”d:z;/;/; _
Z///@N(x)ff(x,x”)é(x” — 2"V (a')da" da' dw =

//w VK (2, 2" )b (2 )da! da. (3.5)



Se1te 30 . . .o U. Brandt

Mit dem speziellen K (x,2’) aus Gleichung (3.1) ergibt sich eine weitere Ver-
einfachung, denn zweifache partielle Integration liefert

/w —h—ﬁ + V() (a)da. (3.6)

3.2 Freie Elektronen in einem homogenen Magnetfeld

3.2.1 Klassische Betrachtungen

Als Beispiel fur nicht miteinander wechselwirkende Elektronen betrachten wir
freie Elektronen in einem homogenen Magnetfeld. Dieses Problem wollen wir
in drei Stufen angehen: Als ein Problem klassischer geladener Teilchen, als
ein quantenmechanisches Problem spinloser Elektronen und als ein solches mit
Spin. Fur das klassische Problem stellen wir die Hamilton-Funktion in mi-
nimaler Kopplung an ein Vektorpotential A= (0,B - x,0) auf, welches ein
Magnetfeld B= (0,0, B) liefert:

H(p. ) =—(p— eA)? =
(p7 (7) 2m (p € )
1
=5 (P +p. + (py — €Bx)*). (3.7)
Es gelten weiter die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
OH OH
ji = d p,=-— ) 3.8
Gi=7, wd 24, (3.8)
in diesem Fall also
T . —eB . z
j;:p_7 y:u7 Z:p_7 (3.9)
m m m
. py —eBx . .
pr =eB ———— und p, =p. =0. (3.10)
m
Beginnen wir von unten. Aus p, = konstant ergibt sich
;=P _onstant = z(t) = (3.11)
m
Aus p, = konstant =: eBxg erhalten wir
] eB ] (63)2
=——/z — d p,=-— — Zg). 3.12
i= =L —ro) wa p =P ) (3.12)

Wir leiten die Gleichung fir # noch einmal nach der Zeit ab und setzen dieses
Ergebnis ein. Es ergibt sich eine Differentialgleichung mit einer Schwingung als
Losung:
, eB 2
¥ = _<E> (x —x0) = a(t) =20+ Rcos(wct + ¢) (3.13)

mit der Zyklotronfrequenz we := eB/m. Schlieflich ergibt die Gleichung (3.12)

noch
y = —wcRcos(wet + @) oder y=yo— Rsin(wet + ¢). (3.14)

Dies ist eine Spiralbewegung mit konstantem Radius R und konstanter Fre-
quenz we um eine zur z-Achse parallele Achse durch den Punkt (20, yo, 20).
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3.2.2 Das Quantenmechanische Problem ohne Spin

Zum Hamilton-Operator

1 o? o? 0
H=_—"—(-h*——= —h*—— + (—ih— — eBz)? 3.15
Qm( Ox? 0z? (i y cBz)") ( )
suchen wir Eigenfunktionen und Eigenwerte. Wir wollen das Problem raumlich
auf einen Kasten der Kantenlangen L,, L, und L. beschranken. Eine Verein-

fachung ergibt sich durch den Produktansatz
1

() = TLyeikzzeikyyﬁb(x) : (3.16)
L L gk, — eBa)Vo(R) =B
2m Oz? Y
n? 9? 1 h2k?
—— — 4+~ (eBx — hk,)? =(F — z
(g 30z + geBa =i )t = (B L2 Yot
h? 92 m 9
< (_%8? + 5”0(1’ —x0)")p(x) =ep(2). (3.17)
Dabei setzten wir analog zum klassischen Fall hk, =: eBzg und we := eB/m.

Der Energieeigenwert reduziert sich um die Komponente der kinetischen Ener-
gie in z-Richtung. Wir haben hier einen Harmonischen Oszillator vorliegen,
der sich durch das folgende System von Eigenfunktionen und Eigenwerten losen

lafit:

b(x) = (V2"nlA) " exp G%) i (w —Axo>
Bk

mwe eB’

(3.18)

1
mit & = hwe(n + 5) und A? =

Dabei sind die Funktionen H, (x) Hermitesche Polynome, die den Differential-
gleichungen

H!'(z) —2zH] (z) +2nH,(z) =0 (3.19)
gentigen. Die Gesamtenergie E ist gegeben als
R’k 1. Rk
E= =h = =5 2
o~ eeln )t (3.20)

Abb. 3.1 Fliachen konstanter Quantenzahl ” und konstanter Energie
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Abbildung 3.1 zeigt im Koordinatensystem des Wellenvektors k die Zylin-
derflachen als Flachen konstanten n-Wertes sowie eine Kugelschale als Flache
konstanter Energie. Verandert sich das Magnetfeld, so verandern sich die Ra-
dien der Zylinderflachen. Die Eigenwerte sind beztiglich der k_-Richtung hoch-
gradig entartet.

Wir haben zu Beginn angenommen, dafl das Problem auf einen Quader
mit endlicher Kantenlange beschrankt sei. Es stellt sich daher die Frage, wie
die Eigenfunktionen dartiber hinaus fortzusetzen sind. Sinnvoll ware

O(F + L8:) = ¢(F), »(7F + Lyéy) = (7)) und (7 + L&) = (e’ (3.21)

mit einem geeigneten Phasenfaktor ¢, , der sich, wie wir sehen werden, nicht
unterdriicken lafit. Wir wollen sehen, welche Konsequenzen dies hat:

S(F+1.6.) = ethez etk L cikyy o0y = ap(F)eth=Le 2 (i), (3.22)
> = 1 ik.z i i i ! =
D(r+ 1y€y) = eMezethutethuly o(g) = p(F)etf=bs = (F)  (3.23)

VI.L,

liefert die Quantisierungsbedingungen

k.L.=2mn. und kyL,=2rn, mit n.,n, €Z. (3.24)

Fur die L,-Periodizitat ist es dann etwas schwieriger:

VVE2IAL Ly (7 4 Lafs) =

— eikzzeikyy exp (__
4 4 L, 1 L,

= k=7 ethul exp (—W(:p — (ky — F)A2)2> H, (K(:L‘ — (ky — F)A2)> =

ik, =z syl Ll’ 1 I A2N\2 1 A2 _

=X: exp(z(ky—l—p)y)exp _F(x_kyA )* ) Hy K(:Jc—kyA )) =

L,
= b (P expli T2, (3.25)

Die Eigenfunktion verdndert sich also. Wir miissen verlangen, daf§ k; wieder
die Quantisierungsbedingung aus Gleichung (3.24) erfiillt:

L,L,
k;Ly i=kyL, — Azy = 27771; & L.L, = 271']\71;]\737,/\2
(3.26)

& Ly, =Vv2rN, Ao und L, = \/27TNonz_1.

Damit sind zwar nicht die einzelnen Eigenfunktionen, aber die Summe tber &,
(bzw. ny) bis auf einen Phasenfaktor invariant unter der periodischen Fortset-
zung in z-Richtung. Weiterhin ist eine Einschrankung fur k, und &k, gegeben:

11
kx,ky € [—77,77], d.h. —,—— € [—57 5] (327)
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Durch Mittelung uber diese Eigenfunktionen ergibt sich also:

Ne
@Z)k n(F) _ 1 \/iOé . eikzz Z ei(ky—\/ﬁau//\)y
’ VI.L,L. \ 2! L (3.28)

e~ (Tt hy AT VAR 220 (0 4 e A% — V27avA) /A).

3.2.3 Ein-Teilchen-Zustandsdichte und grofikanonisches Potential

Nach diesen U'berlegungen zu Eigenwerten und Eigenfunktionen wollen wir nun
die physikalischen Eigenschaften des Systems betrachten. Dazu erinnern wir
uns an das grofkanonische Potential der Thermodynamik:

Q 1
Va:rji/NQNM1+é”@WU&, (3.29)

wobei N(¢) die Ein-Teilchen-Zustandsdichte ist, welche das Energiespektrum
auf die Energieeigenwerte beschrankt. Es ist in unserem Fall

1. B2
5(c — en 5= — (h
Ne) \/01Z ~Enk) LLL ;k;k e~ (hwelnt35)+575) =
Lok [ ate e L L
LLL CTNC T ST o Vo T

1. Bk dk.
:74772/\2 zn:/_oo d(e — (hwe(n + 5) + T )) 5 =

1 > 1. K*k% dk
= d(e — (R — = -, 3.30
s | 9~ et +5) + NS (330

N(e)

hw hw 5TLco
2 2

o 3

Abb. 3.2 Die Ein-Teilchen-Zustandsdichte N (&)

Statt k., wahlen wir die neue Integrationsvariable

p= o @:(%O ,Mmcm:<£§-——ﬁ (3.31)

2m
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und erhalten

N(e) = 4772/\2( )Z/ 8(e — hwe(n + = )—t)\lfd

2miwe O(c/hwc —1/2 —n)
- . . (3.32)
4m?h Z \/e—hwc(n—l— %)

Diese Funktion ist in Abbildung 3.2 dargestellt. Als nachstes setzen wir

Y 2m3
 4n2p?

und fragen uns, was fir ein verschwindendes Magnetfeld B geschieht. Wir

(3.33)

erwarten die Ein-Teilchen-Zustandsdichte eines freien Fermionengases, welche
proportional zu /¢ ist. Dies wollen wir zeigen. Fir B — 0 kénnen wir die
Summe durch ein Integral iiber n ersetzen. Es ist dann

2m3 wc/ O(c/hwc — 1/2 — n)dn
2
4m?h 0 \/e—nhwc— shwe

efhwe—1/2
_V2mdwe 2 \/ ; L B
= 4W2h2 hwc & nnwoc 5 we ) =
V2m3 1 V2m3e
=——\e—shwe — ——5.
2n%h 2n%h

Als nachstes wollen wir das groflkanonische Potential berechnen. Dabei ist es

(3.34)

vorteilhaft, eine zweifache partielle Integration durchzufihren:

o 1
& _ W Z @(5 - th(n —I_ 5)) ln(l _I_ e_ﬁ(g_u))dg —
Vol 6 -0 4, & — h(n + %)
- 2o (] 1Il(1 _I_ e_ﬁ(g_ﬂ)) d€ .
B Jhwe(n-172) 5 \/5 — hwe(n + 3)
2 o)
ZuJCZ [\/€_th n_l_ ) 1n(1_|_€ B(e— N))] +
hwe(n—1/2)

2zwe [T \/ —BeBle—n)de
+ g — hwe(n + ) —— =
B Jhwo(n—1/2) 14 e=Ble=m

o0 —h 1
:—QZWC/ Z \/6 wolnt 3 de =
h

we(n—1/2) eﬁ(g_ﬂ) + 1

(e — hwe(n + 5 ))% -
_—ZCUCZ[ eﬁ(& u)_l_l ]h ( o +
we(n
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(SN

4 /OO el md
h

— —zwe e — hwo(n + =
3 we(n—1/2) zn:( ( 2)) (eflemm +1)2
4 /oo 1 3 ﬁd@
= — —zZW¢ E — hwc n —I_ —))2 . 335
3 hwe (n—1/2) zn:( ( 2)) 4cosh2(§(5 —u)) (3.35)

3.2.4 Der De Haas-Van Alphén-Effekt

Wir wollen das groffkanonische Potential fiir verschwindende Temperatur be-
trachten. Das vereinfacht den Integranden entscheidend, denn fir g — oo

1st
B

— e —p). 3.36
4cosh2(§(€ —u)) S ( )
Damit ist hier
Q N
ﬁ = ——ch Z @ m - 5 n)(M th(n + 2)) . (337)

Interessanter ist nun, dle Magnetisierung M zu betrachten, die sich aus dem
grofkanonischen Potential durch Ableitung nach dem Magnetfeld B ergibt:

B 0 QN  dzeuo 1..s
M=o (o) = o Yolh et 5% +

3m

wl>—‘

_ QZ;MO Zhwc(n + l)(/,L hwe(n + ;)) (3.38)

2
Die Summen laufen hier nur bis zu einem ng, welches kleiner oder gleich dem
Schwellenwert y1/hwe — 1/2 ist. Fahren wir das Magnetfeld B herauf, so finden
wir an den Stellen, die

1 eh 1

p = hwe(ng + 5) = —Bo(no + 5

erfullen, Springe in der Magnetisierung, die einfach daher rihren, daf§ jeweils
ein weiterer Summand mit n = ng hinzukommt. Dieses sagezahnartige Ver-
halten der Magnetisierung, das auch als Oszillation beschrieben werden kann,

macht den de Haas-van Alphén-Effekt aus. Nachzulesen sind Einzelheiten dazu
in “Charles Kittel: Einfiilhrung in die Festkorperphysik”(S.298ff).

) (3.39)

Wir wollen uns hier darauf beschranken, die Differenz der Magnetfeldstar-
ken zu berechnen, bei denen diese Springe auftreten. Dazu kann uns die im-
plizite Abhangigkeit von B und n dienen, die in

h 1 h 1
p= %Bo(no + 5) : (BO + AB)(no + An + 2) (3.40)

gegeben 1st. Wir berechnen:

Bo(no + 1) 1 1 An
Bo+AB = ’ :Bn+—< —~ i...):
’ (no+An+ 1) olmo 2) no+ 1 (ng+1)2
An An
=By(1 — + ...), also AB = — By£+ ... 3.41
ol no + 3 ) no—l—% ’ ( )

2
Mit Hilfe des Experiments lafit sich also ng und damit g bzw. kp bestimmen.



St 36 . . e U. Brandt

3.2.5 Der Landau-Diamagnetismus

Wiahrend wir eben mit sehr groflen Magnetfeldern zu tun hatten, wollen wir in
diesem und im nachsten Kapitel die Naherung kleiner Magnetfelder untersu-
chen, und zwar 3 - hw. < 1. Einsetzen der Gleichung (3.30) in (3.29) liefert

= sy 2 [t s e+ Dy . 342
Vol 272A283 — Jo . P 2m wonrT ) T A

Fir we — 0 verwandelt sich die Summe tiber n in ein entsprechendes Integral.
Wir wollen diesmal diesen U'bergang formal noch sauberer machen, indem wir
die Bernoulli-Polynome einfithren. Diese Bernoulli-Polynome B; sind definiert
durch die Entwicklungsgleichung

ZB, "’;— e — 1), (3.43)

Wir konnen diese Gleichung auch als eine Operatorgleichung auffassen. Setzen
wir k:=0 € [0,1] und = := h - 9/0t, so erhalten wir:

0 0 L o' 0
aexp((Shat) B 1(8) 6tl(eXp( a) —1). (3.44)

Dies nutzen wir nun, um eine integrierbare Funktion F(¢) mit Stammfunktion
®(t) an der Stelle t = a+ d - h zu entwickeln:

0 0 0
F(a+h) = a@(t)|t:a+5h = —exp((Sha)CI)(t)h:a =

ot
1 Al o! 9
== 2 l_'B 1(0) 8tl(eXp(ha) D) ®(t)]iea =
1 Al o!
== 7 Bi0)57(2(a+h) - ¥(a)) =
I=0

:%(@(a +h) — ®(a)) + % 2. ];_Bz(& O (Fla+ )~ Fa)) =

1
= F(a+th)dt +
f,# >

Eine genauere Analyse der abbrechenden Entwicklungsreihe liefert

-1

Bi(8)(F""V(a+h) = F'"D(a)) +

1 P
F(a+ 6h) :/ Fla+th)dt+ Y h
0 =1

L
- ?/ B,(5 — t)FP)(a + th)dt (3.46)
- JO

mit  B,(t) :=B,(t —[t]). ([t] ist die groBte ganze Zahl < t) (3.47)
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Damit ist

F@+M0+Fm+h+ﬂw:/me+Hw+Fm+h+m»ﬁ+

hl—l 3 3
+§:l!&@xﬂlwa+m—F“Um)+
=1

+ FU=Y(q+2n)— FU=Y(a +h)) +

hP
- BA&%XF@W+HQ+FWm+h+Mﬁﬁ:
2 P hl—l
:/1Fm+ﬂmﬁ+2: — BUS)(F D (a+h) — FUD(a) +
0 =1
ot (»)
—or | Bl =) PP thyi (3.48)

oder, setzen wir dies weiter fort,

m—1

Y F(a+nh+6h) = / F(a + th)dt +
0

n=0

P -1
h _ _
+ 3 B (FU (a mh) — FUD(a) +
=1
[ A
—— | B8 —t)FP(a+th)dt. (3.49)
b Jo
Diese Formel konnen wir nun verwenden, und zwar fur m — oo sowie die
folgenden Festlegungen:

R k2 1
a= = —pu, h=hwe, §==
2m 2 (3.50)

und  F(z) =In(1 4+ e_ﬁx).

Wenn wir beachten, dafl nach Gleichung (3.43) die Bernoulli-Polynome bei
kE = 1/2 fiir ungeraden Index verschwinden und dafl By(1/2) = —1/12 ist, so
ergibt das Einsetzen in Gleichung (3.42):

AU #/wdk /Ool(1+ (6(h2]fz fiuwet)))dt +
Vol  272A2%3 o N o . exp 2m H we

a5 (0= e 1)) 4 0] =

12 2!

212
S / / n(1 4+ exp( ﬁ(f;:j —p—¢)))dedk, +

2m2h? Ié;
h2 k2
+4&¢A(“Wm2m 1) + 1)k, + O((hwe)*) =
QO €2B2kF

_ v R 4
=i T qmoa OB, (3.51)
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Dabei schatzten wir das Integral, welches als einzigen Integranden die Fermi-
Funktion enthalt, durch kp ab, was fur tiefe Temperaturen, d.h. fur Gu >
1 eine sinnvolle Abschatzung ist. Diese zweite Naherung braucht der ersten
nicht zu widersprechen. Durch zweifache Ableitung nach der Magnetfeldstarke
erhalten wir fur B — 0 die Suszeptibilitat

0? B kg
_ __ Ckr 52
L 0B* (Vol) 2472m (3.52)

Diese offenbar negative Suszeptibilitat kennzeichnet einen Diamagnetismus, der

Landau-Diamagnetismus genannt wird.
3.2.6 Der Pauli-Paramagnetismus

Wir wollen die zuvor durchgefithrten Rechnungen um einen Freiheitsgrad er-
weitern, den Spin des Fermions namlich. Dies beschert uns eine Summe tuber
diesen Spin o € {—1,41} und eine Veranderung der Energie auf

h2 k2

1
£ = - + hwe(n + 2) —oupB. (3.53)

Fur den eben berechneten Energieterm ist dies ohne Belang, liefert lediglich
einen Faktor 2, die Erhohung bzw. Erniedrigung der Fermikante wirkt sich
erst in zweiter Ordnung in B aus. Verandert wird jedoch der bislang konstante
Term €y, den wir jetzt p nennen. Dazu entwickeln wir den Logarithmus:

h*k?
In(1 +exp(=f(— = —n—c—oupb))) =
h2 k2 h2 k2
=In(1 +exp(=f(5 = = —2))) + BoupBlexp(B(5 = —n—e) +1)7" +
1 2 B B°E? 1 3
b o BounBY oo DU o=y o) (3.54)
und erhalten
Qp Qo
970 )
Vol Vol (3:55)
thZ
— (upB)? ngz/ / 4Lcosh2 —= — &) tdedk, + O(B?)
und fiir tiefe Temperaturen mit Gleichung (3.36)
h2k2 h2k?
(4 h2 —p—e))) tde = — = :
5[ ot (GG —um e =0 - D) (350
somit
Qp . Q , m /°° h2k?
— =2— By —— — Vdk, =
Vol Vol ~ (n5B) 272h? J, Oln Qm)
Qo ehB.2 m Qo e’ B?
90 L TR e Ry .
Vol ( 2m ) 272k F Vol 8m2m o (3.57)
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kg
= 3.58
XP =15 (3.58)
und insgesamt
kg 1
= 2y = ——(1 - 2). 3.59
X=xp+2x =5 -(1-3) (3.59)

Wie erkennen, daf3 der Pauli-Paramagnetismus den Landau-Diamagnetismus
uberwiegt. Die Eigenschaft, dafl die Suszeptibilitaten nach Landau und Pauli
proportional zueinander sind, ist nur fiir freie Teilchen gegeben. Fur eine all-
gemeinere Struktur des Energiespektrums gilt dies nicht mehr.

3.2.7 Makroskopische Konsequenzen

Obwohl der Erwartungswert der Stromdichte j verschwindet, erhalten wir den-
noch eine Magnetisierung. Dies erstaunt uns, denn nach dem Biot-Savart’schen
Gesetz

— X r
M= /ZW dVol (3.60)
hangen diese beiden Groflen zusammen. Als Erklarung konnte dienen, dafl
sich die Stromdichten im Innern eines abgegrenzten Blockes herausheben, der
Strom somit nur auf der Oberflache dieses Blockes flieft. Will man das Pro-
blem global losen, so ist man gezwungen, feste Randbedingungen vorzugeben.
In der Festkorperphysik ist diese Berechnung moglich, aber unpraktisch. Ist
man jedoch nur am Volumeneffekt interessiert, so reicht das Verfahren, das wir
bisher benutzt haben.

Wir fragen weiter, welches der Felder B und H das von auflen angelegte
und welches das durch die Reaktion der Teilchen entstehende ist. Bei wechsel-
wirkungsfreien Teilchen ist B das Feld, welches durch auflere Spulen erzeugt
wird. Dies gilt auch fur wechselwirkende Teilchen. Jedoch mufite das Magnet-
feld, das die Teilchen erzeugen, wieder in den Wechselwirkungsterm hineinkom-
men. Dies ist praktisch nicht losbar. Im Rahmen einer Naherung lafit sich die
Wechselwirkung in B “verstecken”, wenn wir H konstant von auflen vorgeben.
Nun hangt die Magnetisierung M aber von B ab, so dafl das bisher berech-
nete y nicht die magnetische Suszeptibilitat im herkommlichen Sinne ist. Wir
formen um:

— ]_ — - = ]_ = é
H=—"B-J(B)= (1 -p)B=
to to [tHo (3.61)
; ey e -1 ~ MoX
mit 14+ xam:=p:=(1—pox) ", also xy=-—"—
1 — pox

Ist x < 1, so ist die magnetische Suszeptibilitat xp; naherungsweise gleich
tox. Fur Ferromagnete, bei denen sich y dem Wert 1 néahert, explodiert die
Permeabilitat.

Das tatséachlich eingestellte Magnetfeld berechnet sich aus der Minimierung
der freien Energie

F(H) = Q(B) + i / (B — pioH)2dVol. (3.62)
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Fur B = By, gilt:

F Q 1 !
Z_B _ g_B o (B woH Vel L0, (3.63)
0
also .
M(B)Vol = o (B — uoH)dVol (3.64)
0
sowie
oF _oF|  or| op _
OH 0H|, O0B|z0H
= g—IF{ = /(/,LOH — B)dVol = —uoM(B(H))Vol. (3.65)
B
Q(B.T)
Q4T
2 H (T)
Vol -Hg UO c B
/ \

Abb. 3.3 Anhangigkeit des grolkanonischen Potentials € vom Magnetfeld B fiir einen Supraleiter

Fiir Supraleiter ist Q(B) stark von B abhéngig, wie Abbildung 3.3 zeigt. Hinzu
kommt der Phasentbergang bei H = H,,

B {0 fir H < H.(T) (Meifiner-Effekt) (3.66)

poH fir H > H.(T) (Normalleiter)

Da H.(T) durch Messungen bekannt ist, bietet sich hier eine Moglichkeit, die
Thermodynamik des Systems bestimmen.

3.3 Wechselwirkende Theorie

Ein Zustand mit Teilchen an den Orten z1, x5, ..., x, ergibt sich aus dem
Vakuumszustand durch die Wirkung entsprechender Feldoperatoren:

@)t (22) - OF (2 [Vakuum) = |2y, 29, ..., 22). (3.67)

Wir behaupten nun, dafl

ﬁmwzg//ﬁwwWﬂw%w@w@@wms (3.68)
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mit U(2',2) = U(x,2’) die Eigenzusténde |xq,...,2,) mit den Eigenwerten
%Zi;éj U(z;,x;) besitzt. Um den Nachweis durchfiihren zu kénnen, miissen
wir ferner annehmen, daff auch U(x, ¢) existiert. Wir vertauschen:

=¥ (@) (8(e = v1) + DF (@) (x)) (3.71)

und die Eigenschaft

() |Vakuum) = 0. (3.72)
Damit ist dann
Hivw ler, .. 2,) =
_ _%/U(x,x);ﬁf(x);ﬁ(xw(xl)---$T(xn)dx [Vakuum) =
- / U, 2) 0T (21) - B (xn) ia(x — 2;)da [Vakuum) =
:_%ile, NETREE ) (3.73)

HWW |$1,...7

=5 [ [ U )T @F B @) EN ) ) Vi) =
_ WA, RN 1 3 x —x:)0(z" — z.)dx' dx |Vakuum) =
—2//U<x,x>¢ D

1 n
=3 > Ulzizj)lar.....an) (3.74)

t,7=1
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und zusammen
~ 1 <
HWW |x17 s 7$n> 25(21 U(l’“l']) - X;U(xlvxl)) |x17 s 7$n> =
i,j= i=

1
:§ZU(xi,xj)|x1,...,xn>. (3.75)
1#]

Nun konnen wir die doch etwas ktinstliche Forderung, dafl der Selbstwechselwir-
kungsterm U(x, x) existiert, fallen lassen. Wir haben die Behauptung bewiesen,
Gleichung (3.68) stellt den Wechselwirkungsanteil des Hamiltonoperators dar.

3.4 Wechselwirkende Elektronen

3.4.1 Die selbstkonsistente Feldnaherung

Es ist nach dem bisher gesagten
1 PN U
B=fo+ g [ [ 0100 @0 ) do

R R R (3.76)
mit Hy :://;/)T(:z:)ho(x,x’);/)(x’)dx’dx.

(ho ist der Integralkern K aus Gleichung (3.1)) Eine exakte Losung dieses
Problems ist nicht mehr moglich, wir miissen daher einen Hamiltonoperator
H' finden, der den gegebenen moglichst gut nahert und eine einfachere Form
besitzt. Was heiffit zunachst “moglichst gut”? Es gibt ein Kriterium, das wir
in der Thermodynamik (S.85 im Skript) schon verwendeten, die Ungleichung
von Bogoljubow und Peierls:

O<Q+(H-—H)Y=(HY-TS. (3.77)

Dabei ist (fiir ungestrichene Grofien entsprechend)

Q= —%an’ und <zzl\>/ =— Spur (exp(—ﬁ(ﬁ' — /,LN))A.\)
mit Z' =Spur (exp(—ﬁ(ﬁ' — /,LN))) (3.78)

Um dieses Kriterium zu erfullen, verlangen wir von der rechten Seite der Un-
gleichung (3.77), daf} sie minimal wird. Setzen wir dabei

H = H, —|—//@T(x)h(x,x’)ﬁ;(x’)dx’dx (3.79)

an, so ist eine notwendige Bedingung fur die Minimalitat durch das Verschwin-
den der Funktionalableitung nach h(x, ") gegeben:

— (Y —(H-H'))=0. (3.80)
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Fir diese Funktionalableitungen gilt die Regel

dh(xz, ") , ,
Shiy ) Sz —y)d(x’ —y'), (3.81)

ansonsten wirkt sie wie eine normale Ableitung. Damit berechnen wir zunachst
den ersten Term:

6
Sh(y,y')
1 5
= ~3 5h(y " Spur (exp(— HO + /¢ (2")dx'dx — /,LN)))
— Spur(exp(— B — xRN ()2 (3.2)

Den zweiten Term entwickeln wir erst einmal nach dem Wickschen Theorem:
1 n ™ -~ o~
25//U(xv$/)<¢T($)¢T(x/);/}(x’);/}(x) >/d:1;/d:1; i

_ //h(x7x/)<$1“(x)$($/) Vde'dr =
=5 [ [ Ul F )i (o) o' de +

o~

B % / / U, ) $F (@) (")) (07 (2)ib(2) ) da'de +

~ [ [ Hea B @b() aetde (3.53)

In <$T(:p)$($’) ) = Spur (,o(ﬁ’ — /,L]V);ET(:I;);E(:I;’)) steckt implizit eine Abhéan-

gigheit von h(x, '), wir wahlten hier

p(H' = uN) = — exp(—p(H' — ). (3.84)

Es ist damit

5<H—ﬁ’> 1 , Sp ~ R o
CSh(y,y') =§/U(:1;,:1; )[SPHT(EW(Q:);&(Q(;))<¢T($ Vo) Y +

- [P @) Y3t - it - )dr'de. (355)
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Nutzen wir die Symmetrie von U(x,z'), so ergibt die Forderung aus Glei-

chung (3.80):

| <

=Pty +
-I-//U T
—spur<5pw<> (B () () )] de'de +
/ / Spur (20 5 (@) (e ) (e, o' i dx — (S ()30")). (3.56)

( ,x’>[8pur< O (@) (@) (D (@) (")) +

€>b

Eine, aber wahrscheinlich nicht die einzige Moglichkeit, diese Forderung zu
erfullen, ist die Wahl von

h(z,2') =6z — x')/U(x,x")@*(x");ﬁ(x")>'dx“ +
— U, 2" ) H ()i (2) ). (3.87)

Mit dieser Wahl erhalten wir die selbstkonsistente Feldnaherung

o+ [ [ o)) B(a) Y da' de +
-/ / F ()b (U e, ) () Ble) Yo' de. (3.88)

Der Zusatz besteht aus einem direkten Term, der als Produkt von Teilchendich-
ten interpretiert werden kann, und einem Austauschterm, der gewissermassen
die Quantenmechanik widerspiegelt. Das Vorgehen zur Berechnung der selbst-
konsistenten Feldnaherung besteht nun darin, iterativ die Hamiltonfunktion
zu berechnen und diese wiederum zu verwenden, um den verbesserten Erwar-
tungswert zu bestimmen.

3.4.2 Die Hartree-Fock-Naherung

Bleiben wir beim ersten Schritt dieser Iteration stehen, d.h. verwenden wir fir
die Erwartungswerte nur den Anteil Hy, so sprechen wir von der Hartree-Fock-
Ndherung. Eine Frage, die wir uns stellen miissen, ist die, ob der Erwartungs-
wert des Hamiltonoperators die Energie des Systems liefert. Dazu vergleichen
wir mit dem Erwartungwert des exakten Hamiltonoperators,

(), ={ o), +1/ (YD @) (0") 0" ) ) o’ =
// %/)T $ ( )<PD($/)$($’)>0dx’dx +
_ 5//<¢T($)¢($/) >0U(x7x/)<$T($/)$(x) >d:1;’d:1;, (3.89)
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Demgegentiber ist
(") =(Ho) +//<$T(x)$(x) ) Ul a') (67 (') ), da'die +
= [ [ @ Ve aFe ) e (390)

Wir erhalten also

(3.91)

Wir wollen fur den Fall der Hartree-Fock-Naherung die Eigenwertgleichung
noch detaillierter aufschreiben, und berechnen dazu

(DH@)b(a’)) =Y (ehen ) vnl@)w (@) =Y (Na) ¢r(@)a(a’)  (3.92)

nn' n

mit

Onn’ ~
che ) = i = dpn'{ Np ) . :
(chew), = Tramre =y = St ¥ (3.93)
Es ist somit
aa') =6 = ') [ Uloa”) SR e Yoala")ds" +
—U(w,a’) Y (N} ton (2 )b (). (3.94)
Wir setzen dies und
ht o
ho(z,2') = §(x — x’)(—%a? + V(x)) (3.95)
in die Eigenwertgleichung
[l + b)) = () (3.90)

ein und erhalten:

2m 0

(- v+ [ U)o Fr e Yo )i () +
= [ Uty S Fo ) il Yo o (0" = ), (3.97)

0
n'
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Wieder ist die linke Seite aufgetrennt in direkten Term und Austauschterm.
Diese Gleichung wollen wir nun fiir einen Festkorper 16sen. Dort ist « = (7, o)
und n = (E, 0g) zu setzen. Wir nehmen ferner an, dafl U(x,2’) = U(7" —7)
nur vom raumlichen Abstand abhangt und zudem vom Spin unabhangig ist.

Ferner sei ¢ = 5(|E|) Die Gleichung (3.97) 148t sich dann durch ebene Wellen

losen:

50’0’ kT
oo (T, 0) = —=¢"""". 3.98
Vkoo (775 0) vl (3.98)

Der direkte Term liefert:
il = <Nn >0 3.1 1/ — 3 1 T =
U(r —T)Z Vel d&’r" = [ UF" —=rFpdr" =Uk=0)-p, (3.99)
ko

p ist die ortsunabhangige Teilchendichte. In dieser Formel fihrten wir nun des
weiteren die Fouriertransformierte von U(7) ein:

U(k) = /U(F)eiEFd3r. (3.100)
Der Austauschterm liefert
SO SRR SR S
_/ZU(F/_F)Z<N/€’> oe—zkr oezkr U'C"Oezkrd?)r/:
" ior 0/ Vol v Vol v Vol

-~ 50’0’ R = =t

- _ / U(—»/ F) Z< , >0 < O13 k' 7 ezk rezkr d37“/ —
V O

Vol Vol &
= ko (7, 0) = 3 (N >0/U(F’ — )RR =) 3, (3.101)

Lassen wir schlielich noch die Summe iiber &’ in ein Integral uibergehen,
1 >k
— g — 3.102
Vol = - / (2m)3’ ( )

so ergibt sich (o¢ durch o ersetzt)

ME =0 Uk =0)p— / oy (3.103)
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3.4.3 Als Beispiel: Die Coulomb-Wechselwirkung

Wir wollen im folgenden V() so wéhlen, dafl sich der Term U - p heraushebt.
Fiir U(7) wahlen wir

- _ - 3.104
dreo|r] colk|? ( )

Ferner seien tiefe Temperaturen angenommen. Damit wird <]§\7 k' )o zur Stufen-
funktion. Der letzte Term in Gleichung (3.103) liefert nun mit &' = t'kp und
k =tkp:

/ 20 (kp — |k k' / / 2@ (kp — k)K" sin@dk'df
(2m)3 colk — K'[? V2eo(k2 4 k"2 — 2kk' cosf)

_/oo 2®(kp—k / Ji —
o (27)2%e 1 (k2+k'2 2kk'z) "

_/’“F R B 4 KR 4 2hkpt!
~ )y 20m)%eok

k? + k5.t — 2kkpt!
kg !
= m/ t/(1n|t/—|—t|—1n|t/—t|)dt/:
0

_ _Ckr /t+1(t’ #)In |t'|dt’ /H(t’+t)1 t'|dt' ) =
~ (2n)%eot \ , ! » ! -

e2kp 1 1 14+
= m ([t/2(§ In |t/| — Z) — tt/(ln |t/| — 1)] et +

[t’Q(ll |t|—3)+tt( |t’|—1)E;t_t> _
(1—t)
2

dt' =

esz
)2€0t

1—|—t

—t(1+t)Infl+¢—( +t1—1t)In|l—¢ +

ZkF
) €0t

2
(—%(1“) —I—t(l—l—t)—l—i(l—t)z—l—t(l—t))):
( Jn 144/~ Inf1 1) + ) (3.105)

Damit ist die Energiebeitrag zu ellf' bestimmt. Wollen wir die Gesamtenergle

berechnen, so miissen wir noch tuber alle moglichen Werte von k summieren,
was fiir ein kontinuierliches Spektrum geméaf (3.102) in ein Integral {ibergeht,
welches fiir tiefe Temperaturen auch nur bis kp verlauft. Die (triviale) Sum-
mation iiber alle méglichen Spins fiihren wir erst in Gleichung (3.111) durch.

/d3k /d3k’ e
(27)? )5o|k k’|2

(2
_ 2€2k4/ ( |1—|—t|—1n|1—t|)—|—t>dt. (3.106)
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Es ist
1 1
/t(l—t2)1n|1—|—t|dt:—/ (t—Dt(t +1)In |1+ t|dt =
0 0
2 2
:—/ (t—2)(t—1)t1n|t|dt:/ (t* — 3t — 2)tIn |t|dt, (3.107)
1 1
1 1
—/ t(l—t2)1n|1—t|dt:—/ (1+t)t(1 —t)In|l —t|dt = (3.108)
0 0

=— /0(2 —#)(1 —t)tln |t|(—dt) = — /l(t2 — 3t — 2)t1n |t|dt

und damit

1 2
/t(1—t2)(1n|1+t|—1n|1—t|)dt:—/ (t* — 3t — 2)tIn |t|dt =
0 0

2

1 1 1 1
=— |Zt*(Inlt| — ) = (nft| — =)+ 2(nlt| — 2)| = 1
Sl = ) - Pl - )+ Pl - 3] (3.109)
1 1 1 8 1
= —4(ln2 - = In2—2)—4(ln2—-)=1-2+42="2
(In2--)+8(n2~2) —4(n2-5) 3T2=3
ferner
L 1.1 1
/tzdt:[—t?’} = -, (3.110)
0 3|, 3
also
1 2
(1—12) 1 1 1
tH——L(n|l+t|—In|l—t))+t)dt==+===. 111
[ (S5 i —wp— i g g5

Gemaf den Gleichungen (3.91) und (3.103) ergibt sich schlielich

(H) S / &k Bk 3/ &k /d3k’ e’ B
Vol (2m)2 2m 2/ @2r)® ) (2r)3 50|];_E/|2 N

R kS 2k}
=2 F___°%F (3.112)
5(27)2m  2(2m)*eq

3.4.4 Die Korrelationsfunktion

Betrachten wir die letzte Gleichung, so stellen wir fest, dal die freie Energie
durch die Wechselwirkung der Teilchen untereinander gesenkt wurde. Die Teil-
chen sind korreliert. Diese Korrelation wird beschrieben durch den Integralkern
des zweiten und dritten Integrals in Gleichung (3.90), die Korrelationsfunktion

<

Gla,') =(" ()" (@)

(') () =
(T (2")d(2") 0

o (BH@)B) (M@ (3.113)

—
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Wieder ist @ = (7, 0). Wir unterscheiden zwei Félle:

o # o' Hier verschwindet der zweite Term, der Austauschterm, und wir erhal-
ten fur die Korrelationfunktion p,p,s. Die Dichte hangt trotz allem nicht vom
Spin ab und verteilt sich gleichmaBig auf beide Spinrichtungen, p, = p,» = p/2.
Wir erhalten

Goor(R) = P° mit R:=i -7 (3.114)

Wir berechnen p fiir tiefe Temperaturen:

<¢T() 0 v01zz k(=) _

7 |k|<kp
& T R s k.
:2/ W@(;{F — |k]) = ﬁ/o k*dk = 37 (3.115)

o = o' Der Austauschterm tragt zur Korrelationsfunktion bei, es ist, ebenfalls
fur tiefe Temperaturen

N g A3k L ra
(T (@) (")), Vol S RN < /(2w)3®(kF—|k|)e’kR:

|k|<kF

kr kp L2

k2 szzd dk = / v (kR —ikR dk =
= A Gl

19 [*r

ksin(kR)dk = — kR)dk = 11

2772R/ sin(kR) 52R IR /0 cos(kR) (3.116)
1 1
~ T 9:ZR aé; R sin(kpR) = _Pf(kFR) mit  f(¢) := %sint — %cost.
Fur diese Funktion gilt:
: 3 3 1, 1 . 3¢

tlglglof(t) = tlglglo t—3(s1nt—tcost) = tlgglo t_3(t_ ét —t+ 2t 3 = tlgglot—?)g =1,
(3.117)

der Korrelationsanteil aus dem Austauschterm verschwindet also fur grofle
Abstande. Insgesamt erhalten wir in diesem Fall:

1

= 1
Gog(R) = 2p° = 20" f*(kpR) = 70°(1 = f*(kr R)). (3.118)
. - |CGoo’ ofo
4P 1
. o=o0
4.49... kR

Abb. 3.4 Korrelationsfunktion fiir 0 = 0'/ und & 7£ 0'/
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Abbildung 3.4 zeigt diese Korrelationsfunktion fiir die beiden Félle o = ¢’ und
o # ¢'. Die Elektronen haben also allein aufgrund des Paulischen Prinzips eine
nichttriviale Korrelation.

4. Elektronen im periodischen Potential

4.1 Grundkonstruktionen im Gitter

Bislang waren wir mit einem homogenen Hintergrundfeld ausgekommen. Nun
wollen wir die Wechselwirkung der Elektronen untereinander vernachlassigen,
dafiir aber das Potential realistischer gestalten. Dies fuhrt uns auf die Losung
der Schrodingergleichung des Ein-Teilchen-Problems in der Form, die wir schon
ofter betrachteten,

h? L .
(—%Vz + V(M) (r) = e (r). (4.1)
Das Potential V(7) sei gitterperiodisch, d.h.
V(F+d'é, +d*é + &) =V(F), d el (4.2)

€1, €2 und €3 bilden die Basis des Gitters und braucht weder normiert noch
orthogonal zu sein. Wir nennen

d:=a'd +a%c +d’es (4.3)
einen Gittervektor. Ferner betrachten wir den dazu gehorigen Translationsope-
rator U,, der den Urbildbereich jeder Funktion um diesen Gittervektor ver-
schiebt,

U f(7) = f(7 + ). (4.4)
Dieser Operator vertauscht mit dem Hamiltonoperator. Wir sehen dies, indem
wir ihn auf die Schrodingergleichung anwenden:

2
(50 4 V() =Uaeti(7)
2m
hZ
& (—%Vz + V(7 + @)y(7 + @) =e (7 + @)
hZ
& (—5 VI V(M) =2Uat(7). (4.5)
Dies gilt fur alle Eigenfunktionen ¢. Damit ist HU, = U, H. Die Translationen
U, erfiullen U, U, = Ugyyqr, sie vertauschen also auch miteinander. Auflerdem
ist U, ein unitérer Operator, es gilt U;! = U_, = UJ. Damit kénnen wir

gemeinsame Eigenfunktionen zu H und allen Translationen U, finden. Die
Eigenwerte von U, sind wegen der Unitaritat Elemente e'®* des komplexen
Einheitskreises, und es ist a, + aq/ = qg44/. Der einfachste Ansatz fur a, ist
damit

ag=Fk-d=a(k-&)+ay(k-&)+as(k- &), (4.6)
d.h. wir konnen die Eigenwerte zu U, durch einen Vektor i Klassifizieren:

Ui (7) = a7 + @) = €Ty (7). (4.7)
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4.1.1 Die Blochfunktionen
Geben wir (7) die Form

V(7)) = ——=up(7)e'™™, (4.8)

so ist das so definierte uy () gitterperiodisch, d.h. invariant unter Translatio-
nen:

-
7=

ur(7+ @) = VN7 + 6)e e = Ny (7)e T = ug(7). (4.9)

—

Wir normieren u () auf das Volumen Volgy einer Gitter-Einheitszelle,

/EZ lu(7)|*d*r = 1. (4.10)

Das entsprechend auf die Anzahl N der Gitter-Einheitszellen normierte ()
in Gleichung (4.8) nennen wir Blochfunktion.

4.1.2 Reziprokes Gitter und erste Brillouinzone

Weder der Vektor k noch die Funktion uz sind eindeutig. Um dies zu sehen,

fithren wir das reziproke Gitter ein, welches durch die Vektoren €' mit
E'€; = 21di; (4.11)
aufgespannt wird. Das reziproke Gitter enthalt Gittervektoren
(=qé + @& +¢pé’, ¢l (4.12)
Neben wuy(7) ist auch ug(7)e'?” gitterperiodisch, denn wegen
Q’J:Zqié’ia‘jé’j :2772qiai =27z mit z€Z (4.13)
ist
ur(r + c_i)ei‘f(m"i) = up(7)e' T e = yp(7)et (4.14)

Wir stellen fest: Die Vektoren k kénnen nur bis auf einen reziproken Gitter-
vektor angegeben werden. Zwel Vektoren, die sich um einen solchen Vektor
unterscheiden, nennen wir aquivalent. Ublicherweise wahlen wir aus diesen
aquivalenten Vektoren als Reprasentanten den betragskleinsten, dieser liegt
dann in der (so definierten) ersten Brillouinzone. Die Funktion uy () &8t sich
als gitterperiodische Funktion in eine Fourierreihe entwickeln:

. 1 o
up(r) = up(q)e'?”, ug(q) = 7/ up(Fe T dPr. 4.15
K(7) zq: #(9) +(9) Aot s K(7) (4.15)
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Zum Abschluf dieser einfithrenden U'berlegungen stellen wir fest, daf} die Bloch-
Funktionen stets orthonormal sind. Um dies zu sehen, nehmen wir an, daf}
die Vektoren k und %’ in der ersten Brillouinzone liegen. Folglich kann die

Gleichung

-k =q7-¢q (4.16)
mit den reziproken Gittervektoren ¢ und ¢ nur fir ¢ = ¢ erfiillt werden. Wir
erhalten:

/¢k (Mo (P d*r = — Z/a;(g‘)e—iﬁe—i%k,(g*)eiq‘”%i'?’Fd% -
g’
Vol ~ ~ — ~ % ~ —
=5 2 (@i (7)0k—r g~ = Volez (@i (§)Skr bgqr =
g’ g’
=Volgz ok Y wp(q)ik(q) = Sk / wi(F)ug(F)Pr = Spp. (4.17)
EZ

q

4.1.3 Bandmodelle

Zu einem vorgegebenen Vektor k gibt es viele verschiedene Eigenfunktionen des
Hamiltonoperators H. Wir konnen diese durch einen Bandinder n abzahlen.
Da die Gesamtheit der Eigenfunktionen ein vollstandiges System 1im Raum der
quadratintegrablen Funktionen bildet, bilden die Eigenfunktionen zu jedem
(fest gewahlten) Vektor k ein vollstandiges System im Raum der Gitterfunk-
tionen. Wir wollen versuchen, die Schrodinger-Gleichung (4.1) in eine Glei-
chung fur die Gitterfunktionen umzuschreiben. Dazu beachten wir, daf§ sich
das gitterperiodische Potential V(i) ebenfalls als Fourierreihe schreiben 1a8t,

) =Y V(g (4.18)

Wir erhalten:

und mit einer Indexverschiebung ¢+ ¢ — ¢ im zweiten Summanden
P ft @) + 0 V= )inld) = il (4.20)
- / : :
q

Dies ist formal eine Matrixgleichung

2

S M(E.3 Vi) = cinld) mit M(7.7) = by o (13 + V(7 - 7).

(4.21)
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Die Matrixelemente hangen von k ab. Damit werden die Eigenwerte ¢ eben-
falls von k abhangen, und zwar in einer ahnlich “glatten” Weise wie die Ma-
trixelemente. Es ist uns damit die Moglichkeit gegeben, in Abhéngigkeit von
k Spektralbereiche, sogenannte Energiebander auszumachen, die unterscheid-
bar, d.h. mit einem Bandindex abzéahlbar sind. Ausrechnen konnen wir diese
Bander damit noch lange nicht. Um uns ein Bild von ihnen zu machen, fuhren
wir im folgenden einige Naherungen durch. Eins ist schon jetzt klar: die Ener-
giebander werden auf jeden Fall periodisch in k sein, wir konnen uns auf die
erste Brillouinzone beschranken.

4.2 Die Naherung fastfreier Elektronen

Wir nehmen an, dafl V(7) so klein ist, daf§ wir eine Stérungsrechnung durch-
fithren koénnen. Die Eigenfunktionen zum Anteil Hy := —(h*/2m)V? sind

ebene Wellen,

— 1 i(k+qo)7
o (F) = Vo (k+do)7 (4.22)

Die erste Ordnung in der Storungsreihe fur die Energie liefert also

2
co = (ol H o) = 5—(F + @) +V(do — o). (4.23)

Aufler, dafl insgesamt eine additive Konstante hinzukommt, andert sich an-
scheinend nichts. Die hier angewandte Rechnung ist aber nur dann sinnvoll,
wenn die ungestorten Zustande nicht entartet sind. Entartung bedeutet, dafl
es reziproke Gittervektoren ¢p und ¢y gibt mit

4

& 2k(% — Q) =71 — 3o = (@1 + 30)(T1 — Qo)- (4.24)

Fiir k = (¢1+ q0)/2, d.h. am Rande der ersten Brillouinzone sind die Zustande
zu Hy entartet. In diesem Fall ist die Energie ¢ Eigenwert der Matrix

(sho| H |tho)  (tbo| H |1hy)
<<¢1|H|¢o> <¢1|H|¢1>>7 (4.25)

also Losung der Sakulargleichung

(ol H [t0) = &)((b1| H [th1) — &) = (o | H [¢01) (1| H [t00). (4.26)

Es ist

2

(ol H [0} =1 (F 4+ 30)2 + 7(0) =: 20 + V(5), (.27
2

(| B ) = o (R G 4 V(B) =20+ V(0) wnd  (428)

<¢0| H |¢1> :V(Cfo - 671) = ‘7(671 - 670) = <¢1|H |@/’0>7 (4-29)
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also
e=co+V(0) £/(V(do—q1))? (4.30)

an den Randern der ersten Brillouinzone.

Abb. 4.1 Energieband fiir das Modell fastfreier Elektronen

Abbildung 4.1 zeigt das Energieband in diesem Fall. Es entsteht aus den Para-
beln, die durch die ¢; gegeben werden, und weicht nur an den Kreuzungsstellen
von diesem Verlauf ab.

4.3 Die Naherung stark gebundener Elektronen

4.3.1 Getrennte Atompotentiale

Wir gehen nun zum Gegenteil uber: Aus in Atomen stark gebundenen Elek-
tronen bauen wir einen Festkorper auf. Das Gesamtpotential V' baut sich also
aus den einzelnen Atompotentialen v auf,

V(i) =Y o = Ry), (4.31)

?

R, sind die Orte der Atomkerne. Wir nehmen zunéchst an, dafl das Atommodell

(= 5= 7% + 0(7))bn(7) = entén(7) (432)

bereits gelost ist. ¢, (7— ﬁo) ist dann eine Losung des Gesamtproblems, denn es
verschwindet in allen anderen Potentialbereichen, dies ist gerade die Annahme
der starken Bindung an den Atomkern. Wir stehen nur vor dem Problem,
dal o, (7 — Eo) keine Blochfunktion ist. Doch sind die Energiespektren in
allen Atomen gleich, und wir konnen die entsprechenden Eigenfunktionen linear
kombinieren, um eine Blochfunktion zu erhalten:

Yin (1) := LN Z e F R, (7 — Ry). (4.33)

en hangt infolge der Beliebigkeit dieser Konstruktion nicht von k ab, was fur
tiefe Elektronenschalen auch zu erwarten war.
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4.3.2 Abschwachung des Extrems

Angenommen, wir héatten ein nicht ganz so extremes Potential. Dann fallen
die Wellenfunktionen im klassisch verbotenen Bereich exponentiell ab. Damit
ist nicht mehr jedes v, eine Eigenfunktion des Gesamtproblems. Trotzdem
ist die Blochfunktion aus Gleichung (4.33) weiterhin ein verntinftiger Ansatz.
Wir konnen die Energiekorrektur in erster Ordnung berechnen, indem wir den
Erwartungswert von H in diesen Blochfunktionen bilden:

e = Wknl H [Yin) (4.34)

Es 1st
Hmn(m:i(—ﬁ 21N o(@ = Ri)) Y Mg (F - Ry) =
VN 2m i -
L Z(—Qh—zv? +3 o= Ry)) R (F — Rj) =
VN < m i
1 h2 2 — D tkR — )
——Z(—%V + (i = R;))e"™ 5 (7 — Rj) +

und damit

(Vkn| H [t0kn) =en{tkn |¢kn>+/%zeiﬁ<ﬁj—m> |
ik

N (7 Rl — Biju (7 — Bj)dr =
i

1 s
:€n<¢kn|¢kn>‘|‘/ﬁ ctR(Rj—Ry)
+

Ri)v(F— R + Ry)yw(P)d®r.  (4.36)
1)

Als neue Groflen fithren wir £ := ék —Rjund d:= ﬁj - ﬁl ein, mit denen sich
ergibt:
<¢kn| H |¢kn> = 5n< 77Z)kn |77Z)kn > + Z €_Zk Tin (437)
t

Tyn = /Z%(F— Do (F 4 @)hn (7). (4.38)

a#0
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Der Faktor 1/N fiel gegen die (triviale) Summe tiber j heraus. Wir vermu-
ten, daB wir fiir # = 0 einen groflen Beitrag erhalten, da dann 1, grofl ist.
Ob dieser wirklich relevant wird, hangt vom Verhalten von v an den um a
verschobenen Orten ab.

4.3.3 Wechselwirkung zwischen nachsten Nachbarn

Neben Tj wollen wir auch alle Beitrage T; betrachten, wobei t die Abstiande zu
den nachsten Nachbarn sind. v(74a) liefert nur fiir @ = —¢ einen nennenswerten
Beitrag. Es ist

Zt —zktTtn

Ekn =

Tin = /;bj;(F— (7 — Do, (F)dPr. (4.40)
Wir mussen nun noch den Nenner ausrechnen. Dieser ist allgemein
1 ik(R:—R;) 1%/~ o — o
() = [ 55 30 B0 5= oy (7= By =
i

—

_ / % Z BRI (7 — Ry + By () d*r =
_ / Ze—“?%:;of— Hon(7)d’r =
— 1+/Z T (7 — D) (7) (441)

10

Da der Zahler in Gleichung (4.39) schon klein ist, kénnen wir im Nenner den
zwelten Summanden weglassen und erhalten

Ehn =cn+ Y ¢ T mit Ty =T7, = Teg . (4.42)
1

Die Terme T}, sind reell und symmetrisch in t_; also auch die Energien e,.
4.4 Lineare Kombination atomarer Orbitale

4.4.1 Wannier-Funktionen

Die Ersetzung der atomaren Wellenfunktionen durch Blochfunktionen ist ein
Spezialfall einer allgemeineren Transformation

Dn (7) :% Z SRR, (7 — R;), (4.43)

W7 — R) :% 3 e Ry (7). (4.44)
k
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Wi (r — ﬁl) heit Wannier-Funktion. Dafl sie tatsachlich eine Funktion der
Differenz ist, erkennen wir, wenn wir die Transformationseigenschaft der Bloch-
funktionen ¢, fiir @ = —Ei benutzen. Uberfithren wir die bisherigen Rechnun-
gen in die zweite Quantisierung, so lassen sich mittels derselben Transformation
Operatoren bilden, die den Wannierfunktionen zugeordnet sind:

1 i 1 .
din = e kIt "Crno c - elkRidin- (445)
73 o e o= R

Analoges gilt fur ck Wir setzen in den zweitquantisierten Hamiltonoperator
ein:

H = ngncltnckn =
kn
- Zek"% Z R )djndm -
= Z Z Tj}djn ins (4.46)
17 = Zekne_ik(Ri_Rj). (4.47)
k

T} heiflen Hopping-Elemente. Sie sind reell und symmetrisch in 7 und j und
beschreiben die Vernichtung einer Wannierfunktion an der Stelle R ; sowie ihre

Erzeugung an der Stelle Ri.
4.4.2 Schwingungen eindimensionaler Kristalle

Fur einen eindimensionalen Kristall, fur ein spezielles Band n und im Spezi-
alfall einer Wechselwirkung zwischen den nachsten Nachbarn wollen wir den
Hamiltonoperator diagonalisieren. Dabei konnen wir zunéchst annehmen, dafl
die Hopping-Elemente gleich sind. Bei Unterdriickung des Index n und mit
T}, =:t erhalten wir

H zezdjdi + Z djdz—l—l + dj—i—ldi) =
—52 Z i(F—F) R, che, +

kk’
. _‘ / . ‘_’_’. _‘_’/ _’.
T E E ZkR’@ ik Rl+1 T elkR"H@ ik R’)C,tck, —
; kk'
—ik'a ikay .t _
= E Sri (e +t(e + e ))eper =

kk’'
= Z(e + 2¢ cos l_f)c_i)c};ck, (4.48)
k
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also .
£, =€+ 2tcoskad. (4.49)

Hier war ﬁi+1 —Ri+ad gesetzt. Man kann jedoch zeigen, dafl diese eindimen-
sionalen Kristalle schwierig stabil zu halten sind.

—o—t—0—t—0—t—0—t—0—t—0—t'—0—t —0—

Abb. 4.2 Eindimensionaler Kristall mit zwei unterschiedlichen Hopping-Elementen t und t/

Realistischer sind daher eindimensionale Kristalle mit unterschiedlichen Ab-
standen zwischen den Atomkernen und damit unterschiedlichen Hopping-Ele-
menten ¢ und ¢'. Hier ergibt sich eine raumliche Periode von zwei Gitter-
abstanden, wie Abbildung 4.2 es andeutet. Es ist

H=c Z djdi + Zt(d;id%—l—l + d;i—i—lei) +
+ Z t/(d;i—i—lei—i—Z + d;i—|—2d2i+1)' (4.50)
Wir transformieren hier

1 s 1
dz:_E:elkRif f :—E:d‘
i 0k (o) 247
VN < VN 4

1 .- 1 (4.51)
dyigs :\/—N ije oo Far = N zi:dZi—l—l
und erhalten:
H = zk:(fgo)kf(O)k + f(Tl)kf(l)k) + zk:t(ffmkf(l)k + f(Tl)kf(O)k)—l_
+ Z t/(f(T1)kf(o)keiEE + f(TO)kf(l)ke_iEE)‘ (4.52)
k
Wir fithren neue Operatoren ein,
Foi=aifo + Bif e L= anfle+ Bl (4.53)

die Fermi-Operatoren sind (|a|? + |3]*> = 1), denn es gelten fiir die Anteile
f Ok und fT()k die Fermi-Vertauschungsrelationen. Wir passen die Parameter
ar und (g nun so an, dafl

[H,fl] =c.fl (4.54)

ist, denn in diesem Fall haben wir eine Diagonalisierung erreicht:

H=Y e fifi +H mit [H f]] =0. (4.55)
k
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Wir berechnen also

[H, f,I]_ :Ofk(éff(To)k + tf(Tl)k + t'eikEfSLl)k) + ﬁk(f(Tl)k + tf(TO)k + t’e_i”ffmk) =

Zep(anfly + Befl) (4.56)

und erhalten durch Koeffizientenvergleich die Eigenwertgleichung

g 0 eht4+te RN [ap
— o, . 457
€k<ﬁk> <€_|_t_|_t/€zka 0 )(ﬁk) ( )

Die Matrix ist hermitesch, (ay, 8i) die Eigenvektoren mit der Normierungsbe-

dingung |a|* + [3]* = 1, und
S = leHEH e i) (4.58)

die Eigenwerte, so dafl wir erhalten:

7 _ ¥ ¥
H =3 (coufionfn T el ot (4.59)
K

Wir haben also zwei Energiebénder erhalten, ein Plus- und ein Minusband. H
verschwindet, da H auf den Vakuumszustand angewendet Null ergeben muf.

4.4.3 Erweiterung zum LCAO-Ansatz

Eine Verbesserung der Entwicklung erreichen wir durch einen Ansatz, der unter
dem Namen “Lineare Kombination atomarer Orbitale” bekannt ist und die

Form
Y (7 Z KR Z (k)om (7 — Ry) (4.60)

besitzt. Die Summe tiber m ist i.a. keine Wannierfunktion, da v von k abhangt.

4.5 Wechselwirkung der Gitterelektronen

Wir nehmen an, dafl wir die Bander und Wannierfunktionen wirklich kennen.
Dann wollen wir nun auch wieder die Wechselwirkung der Elektronen unterein-
ander betrachten. Das periodische, stark bindende Potential und die kinetische
Energie sind im Anteil

> Tidl(0)d), (o) (4.61)

tjno

des Hamiltonoperators zusammengefaflt, die Feldoperatoren sind

O(F o) = dpy, WalF = Ri), d1(7,0) = deww R).  (4.62)
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Der Wechselwirkungsterm ist
1 - ~ - -
— IF, o)V (7, eV (F = i (7, o VW (7, o) dPr' dPr =
24

_Z Z M?illliéilgnzl zlnl(U)djgng(U/)digng(o-/)di4n4(0-) (463)
oo’ {i}{n}

mit

M, = | / Wi (7 = By)V(7—7)
Wy (7" —ﬁiS)Wn4(F—ﬁi4)d3r’d3r. (4.64)

Der erste Anteil (4.61) liefert dominante Beitrige fiir ¢+ = j. Das Matrixelement
M wird grof fur 13 = 74 und 12 = 13, aber auch fur 1; = Z3 und 15 = 74. Wir

nehmen an, daf§ die Terme T} und Mt den Anteil HO bilden, der Rest

nmmn
dann zur Storung beitragt:

ino

—I_Z Z Mé]élmn in )dT (o /)djm(gl)dm(U)- (4.65)

oo’ 1ynm

Hier betrachten wir speziell nur das niedrigste Energieband n = m = 0. Es
gebe N Gitterplatze und N Elektronen, die darauf verteilt werden konnen. Wir
wollen untersuchen:

1. zwei Elektronen am gleichen Platz,

2. zwel Elektronen an verschiedenen Platzen und

3. die Verallgemeinerung auf N Elektronen an N Platzen.
4.5.1 Zwei Elektronen am gleichen Platz

Es ist hier
i) := dlo(1)dlo (1) [Vakuum). (4.66)

Damit erhalten wir

S oTdl (o)d,, (o) i) =

jno
Z Tﬁdjn )dT (T)djo (J) [Vakuum) =
jno
Z T]Zdjn 5]1511050'le0( ) |Vakuum> +
jno
+ Z Tﬁdjo )djn(U)djo (J) [Vakuum) =

jno
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—-T°d*«ﬁdk<¢ﬂ\%kuunw +

1220

+ Z Tﬁdjo (0)0i0n005) |Vakuum) +
jno
+ Z Tzdjo )dT (0)d;, (o) [Vakuum) =
jno
= TO [ohi) + T [ihi) = 212 |, (4.67)

da der Vernichter d;, (o), auf das Vakuum angewendet, Null ergibt. Ahnlich
erhalten wir

> Mk db (0)df () dy,, (0)d,, (o) i) =

jknmoo!
= Y M db L (0)d],, (0))dy,,, (0))d;, (0)dl (1) (1) [Valuum) =
jknmoo!
= N M (1)L (07 (o) (1) [Vakuum) +
kmo'
= Mk (o)d], (o)), (0 Al (1)d,, (0)dl (1) [Vakuum) =
nmmn ]n km km 10 n 10

jknmoo!

= Mgiiodi (1)dl (1) [Valeuum) +

= > Mol (D], (07)dy,, (o) d (1) [ Vakuum) =

kmo'
= Mgiigo [i) — Mitiodiy (V) dlo(1) [Vakuum) = 206G, o). (4.68)
ﬁo auf |¢;) angewendet liefert also
= 1 ridii
Ho |¢z> = (QTZS + §2M0000) |¢z> (4-69)

4.5.2 Zwei Elektronen an verschiedenen Platzen
Wir verwenden hier den Eigenzustand

i (7, 7)) = dly (7)dlo (7') [Vakuum) (4.70)
und berechnen

> Tid}, (0)dy, (o) Ivis(r. 7)) =

kno

=Y Tixd}, (0)dy, (o)dly(r)dly (r') [Vakuum) =

kno

= Tpdly(7)dly (") [Vakuum) +

1220

=S mid] (o)dly (), (0)dl (+') [Valouum) =

kno

= T2 |xi;(m, 7)) = T%d} (7')d}, (7) [Vakuum) =

12750

= (T4 + T35) Ixai (7, 7). (4.71)



Se1te G2. . . o U. Brandt

ferner

Z Mrlfirlzlinnd}-cn(o-)d}-m(al)dlm(U/)dkn(o-) |XZJ(T7 T/)> =

kinmoo!

= Y My d(0)d), (0))dy,, (0)dy, (0)dl (7)o (7') [Vakuum) =

kinmoo!
=Y M odly(T)d],, (0))dy, (0l (7') [Vakuum) +
Imo’!
= My L (0)d], (0, (0l (7)dy, (0)dly (7') [Vakuum) =
kinmoo!

= Mééé%djo(T)d;o(T/) |Vakuum) +

=N Mo dio (7)) d] L (o) dy, () dl (7) | Vakuum) =

0mmO0
Imo’!

= M a7~ Ml ) [Vkom) =
= (M + M) s 7)) 47

und folglich

- 1 o cigji jiij
Ho [xi(r, 7)) = (T + T35) + 5 (Magoo + Miogo)) i (7, 7). (4.73)
Wegen MG, < Mé‘é{)% = Mgég{) und TY = Tfj ist der Emnergieeigenwert in

Gleichung (4.69) grofer als der in Gleichung (4.73). Wir wollen daher diesen

ersten Anteil aus Hy herausnehmen, da er offensichtlich nicht zum Grundzu-
stand gehort, welcher niedrigste Energie haben muf3.

4.5.3 Verallgemeinerung auf N Elektronen

Wir konnen nun auch auf N Elektronen erweitern. Diese Elektronen sitzen
nach dem zuvor gesagten auf verschiedenen Platzen im Gitter. Es ergibt sich
fiir

\) == df o(on) -+ d]_o(on) [Vakuum) (4.74)
die Eigenwertgleichung
Ho |x) =Eo ) (4.75)
: 1 ijji
mit  Fo:=» Tj+ 5 SN Mt (4.76)
13 t JFL

Da Ey nicht vom Spin abhéingt, ist der Grundzustand 2V-fach entartet. Fiir
mehr Elektronen als Gitterplatze kommt noch ein kombinatorischer Faktor
hinzu.
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4.6 Der Weg zum Heisenbergschen Hamiltonoperator

Das bislang betrachtete System stellte einen Isolator dar, da jedes Elektron
an seinem Platz verblieb. Allerdings haben wir im letzten Kapitel erkannt,
dafl der gewahlte Grundzustand hochgradig entartet ist. Wir betreiben daher
entartete Storungstheorie, die wir bereits in Kapitel 4.2 kennenlernten. Es ist
also unsere Aufgabe, die Eigenwerte der Matrix

(VI H [\) (4.77)

zu bestimmen, also die Sakulargleichung zu losen. Zu Hy kommen nun all die
Terme im Band n = 0, die wir in Kapitel 4.5 abgespalten hatten. Wir wollen
sehen, was sie fur Beitrage liefern:

(| dly(0)d (o) X') =0 fir R; #R;. (4.78)

Dieser Term verschwindet, da der Operator ein Teilchen vom Ort Ej an einen

Ort R; verschiebt. Dieser Ort ist damit zweifach besetzt, der Zustand also kein
Grundzustand mehr. Vom Wechselwirkungsterm bleibt nach dem Wickschen
Theorem nur noch der zweite Anteil des Grundzustandes und der Term

—(x|dlp(@)dyo (o)l (0 )djo (o) [X) (4.79)
ubrig. Nun ist
dio(0') (o) |x) =
= djo(al)dio(a)djlo(al)d};o(a?) T dZ‘LNo(UN) [Vakuum) =
=} (0000, G Ly (02) -] [Vakuum) +
— dly(0")d! o(01)dy(0)d! o(02) -+ df o(on) [Vakuum) = ...
o =00, |X(0 09, ON)) + Sondii, |X (01,0 oN)) + L
oot Ooonbiin IX(01,09,...,0")) =
- 50’07

x(oi = a')). (4.80)

Ist der Spin ¢ am Ort R vorhanden, so wird er durch den Spin o’ ersetzt.
Nach dieser Voriiberlegung ist es moglich, Gleichung (4.79) weiterzurechnen.
Es ist

(x| dio(0)dio (o)l (0" )d o (0) [X) = G060, (X |X (05 = 0,05 = 07)).
(4.81)
Die Summen iiber ¢ und ¢’ konnen wir bereits jetzt durchfithren, da M nicht
von den Spins abhangig ist. Wir erhalten:

> dl(@)d (o)l (o) o () [x) = (X [X (07 ¢ ;) )- (4.82)

oo’
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Dieses Skalarprodukt verschwindet nur dann nicht, wenn die Spins o; und o}
gleich sind. Dies kann durch einen Vorfaktor

1 1
2515]+§ mit Ei,E]‘:j:§gZ (483)

ausgedrickt werden. Wir erhalten:

(x| H |x) =Eo — —ZZM’{)E"OQ (XY + (x]26:- 3 1Y) =

t JFi
1 oy
=Ep | SN Mg, + E. (4.84)
t JFi

E’ sind die Eigenwerte der Austauschintegrale
B S) P AP o o VT (4.85)
s s
Wir wollen dieses Ergebnis zum Abschlufl auch noch einmal phanomenologisch
“herleiten”. Dazu machen wir folgende Annahmen:
a. Es treten nur Zwei-Teilchen-Wechselwirkungen auf:
H=Y Y (55 (4.86)
i gt

b. Es tritt keine Wechselwirkung zwischen den Spin und Gitter auf:

fi]‘(O_')i,O_')]‘) fl]( 0-]70-1270-?) (487)
c. Alle Teilchen besitzen den Spin 1/2:
fij(0i,05) = fij(i - 7)) (4.88)

;- 0; hat die Eigenwerte 1/4 und —3/4, wobei der erste dreifach entartet
ist. Wir interpolieren f;; nun:

f(fl?l)—f(il?z) fl?lf(iliz)—:lfzf(:lil)

f(:z;i);axi—l—b = a= , b= (4.89)
1 — T2 1 — T2
liefert fiir 1 =1/4 und @y = —3/4:
. 1 3. .
fij(0i- ) = fu( )+ fu( )+ (fis( ) = fi(= 7)o -5 =
::Ci]‘ — Jz]Ez . Ej. (490)
und R

H = konstant — Z Z Jij@i - 05, (4.91)

v jFe

H ist also ein Heiwsenbergscher Hamailtonoperator.
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5. Bosonen

Wir erinnern uns: Im zweiten Kapitel hatten wir die Bosonen als symme-
trische Vielteilchen-Zustande eingefithrt. Eine zweite Quantisierung lieferte
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, die den Bose-Vertauschungsregeln
genugten:

la;,al] =6y, ay,a;] =[al,al] =0. (5.1)

PR J4 PR J4 I E

Aus den Ein-Teilchen-Wellenfunktionen und diesen Erzeugern und Vernichtern
entwickelten wir Feldoperatoren

O(a) = (), Of(2) =) alvi(e), (5.2)

und die Vertauschungsregeln tibertrugen sich entsprechend auf
[Ba), PH ()] = b(x = "),
[B2), 02" = [1(2), 972" =0.

Mit diesen Feldoperatoren liefl sich der Hamiltonoperator schreiben als

(5.3)

H= /¢ ——v2+V( V)b (x)de +
w5 [ @R T i) (5.4)

Im Gegensatz zu Fermionen ist die Reihenfolge der Feldoperatoren vor und
hinter U jeweils irrelevant. Daher lautet hier auch das Wicksche Theorem

(O (@)t (@) (a)d(2)) =
(O (@) (@) Wt (@ )(a") ) + (91 (@) (@)W T (2 )d(2)).  (5.5)

Wiahrend Fermionen aufgrund des Paulischen AusschlieSungsprinzips nicht be-
liebig dicht gepackt werden konnten, ist dies fur Bosonen moglich. FEin nur
anziehendes Potential U(x,2') fiihrt daher zu Instabilitdten. Also kann es
entweder keine solchen Potentiale oder keine Bosonen geben. Da wir aber
bosonische Systeme kennen, konnen wir die zweite Moglichkeit ausschlieflen.
Viele der bekannten Bosonen sind aus Fermionen aufgebaut, z.B. Atomkerne
und Atome. Ein strukturreicheres Potential als bei reinen Fermionsystemen ist
allein aus diesem Grunde wahrscheinlich.

5.1 Echte Bosonen: Die He*-Theorie

Wir wahlen V(2) = 0 und # = 7. Nach einer Fouriertransformation erhalten
WiT

Zekakak + — 2\/ I Z U( cf)ak_i_qak, N (5.6)

h2 k>

2m

mit g =

und  U(q) = / )ei T @By (5.7)
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Am Temperaturnullpunkt ist Grundzustand
1
[60) = —(ad)" [Vakuum) (5.8)

des wechselwirkungsfreien Systems derjenige, bei dem alle Teilchen den Impuls
hk = 0 haben. Wir wollen beginnen, indem den Erwartungswert des Hamil-
tonoperators in diesen Zustanden berechnen. Es ergibt sich

Zekakak |bo) = Zekakak(ao) |Vakuum) =

:ﬁ ngak(éko + aoak)(ag)"_l |Vakuum) =
Tk

:a%%(aﬁ;)"” |Vakuum) +
1 o
+ ﬁ zk:@ka};agak(ag) ! |Vakuum> = ...
. :néf:O |¢0> = 07 (59)

ferner

1 ~
Z U( Cf)akﬂak/ (O O [ Do) = ol Z U( Cf)akﬂak/ e Ola §)" [Vakuum) =
kk'q kk'q

1 N .
ZE”Z U@a;ak/—qak/(ag) ! |Vakuum) =
:_” (n=1) ZU Dalal ,(a})"~? [Vakuum) =

=n(n — 1)U( ) |Vakuum) +

'ZU q_jaq Ly (a ) n—2 |Vakuum). (5.10)

Lassen wir den zweiten Term zunachst fallen, was fir ein raumlich konstantes
Wechselwirkungspotential nach Gleichung (5.2) moglich ist, so erhalten wir
insgesamt

(¢o| H | o) = 5 SuU(0)n(n —1). (5.11)

Vl

5.1.1 Phanomenologie

Wir werden nun rein phanomenologisch und berechnen tber die Maxwell-
Beziehungen den Druck dieses Bosonensystemes oder Bosonengases. FEr ist
fur grofle Teilchenzahlen n

O(H) 1

p=— = U(G)n2:

~ n 2
Vol = VP 00 ()" (512
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Das Kompressionsmodul ist

(5.13)

— (—). (5.14)

(5.15)

5.1.2 Die Bogoljubow-Naherung

Vom Grundzustand gehen wir {iber zu niedrig angeregten Zustanden |¢g). Da-
bel sei N die Gesamtzahl der Teilchen und Ny die Anzahl der Teilchen im

Energieniveau ¢, = 0, d.h. k = 0. Letztere ist Eigenwert zum Besetzungszahl-

operator ag ag,

abay |¢o) = No |¢o). (5.16)

Der kinetische Term liefert nun

! !
Y epatagldo) = coadag [do) + Y epabay [do) =D epatay |o).  (5.17)
k k k

Der Strich an der Summe soll kinftig bedeuten, dafl k = 0 aus der Summe
herausgenommen wird. Die Zahl der Teilchen, die tbrigbleiben, ist N — Nj:

S alay o) =3 ala, [d0) — alag [$0) = (N — No) o). (5.18)

k k

Nun wenden wir uns wieder dem Wechselwirkungsanteil zu,

(dol Y _ U@l ab_,apa,ldo). (5.19)

kk'q

und betrachten die verschiedenen Terme der Summation.

a. k=

oL

' = ¢ =0 liefert wie in Kapitel (5.1.1) den Term

U(0)No(No — 1). (5.20)
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ﬁ(a)N0<¢o|G};Gk |P0)- (5.21)

c. k= ¢=0, aber K +* 0 entsprechend:

U(0)No( ol afay o). (5.22)
Weiter verschwinden nicht:
d. k=0, aber k' = ¢ +# 0
U(q)No(¢o|ala, |éo) und (5.23)
e. k' =0,aber k=—q#0
U(Q)No(do| alya_, o). (5.24)

Alle anderen Beitrage verschwinden in einer exakten Theorie, so zum Bei-
spiel auch Terme, die sich aus der Wirkung von zwei Vernichtern ergeben,

agag |do) ~ |90), (5.25)

denn der Zustand |¢(), welcher zwei Teilchen mit Impuls 0 weniger besitzt,
steht orthogonal zum Zustand |[¢pg). Wir wollen diesen Zustand in Eigen-

zustande von agao entwickeln:

[60) = Y an |ton) mit ajag [tn) = lthn). (5.26)

On

—=/ " \=

b
'}\IO

Abb. 5.1 Die Boguljubow-Naherung der Verteilungsfunktion

Die Bogoljubow-Naherung postuliert, dafl fur grofle Werte von Ny die Koeffizi-
enten «a,, dieser Entwicklung auch in einer Umgebung der Breite 1 < b < Ny
um Ng nicht verschwinden miissen. Damit ist

adagloo) = an - nldn) ® No Y aultn) = Noldo),  (5.27)
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aber auch

agag o) = Z anagag |tn) = Z apVnvn —1|,_g) =

:Zan+2\/n—|— vn+1 WJn Nozan+2|¢n>:
n=0

~Nozan ) = No lé0), (5.28)

wegen ap42 A oy, bel einer Breite, die grofl gegen 1 ist. aya, besitzt also den
Eigenwert Ny zur Eigenfunktion |¢g). Wir erhalten in dieser N&herung zwei
weitere Beitrage:

f k=k =0, q+#0:
U(§)No(¢o|ala’, |éo) und (5.29)

g k+q=k—7=0,7#0:
[j(cf)NO<¢0|aqa_q |$0)- (5.30)

Dies alles konnen wir zusammenfassen und erhalten dann

(¢o| H |bo) =konstant + (¢o| H' |do) mit

~ / No ~ o
H' _Z ((ef + WUU{))%% + 5@U(k)(a};aik +aga_y)) =

. 1 -
_Z (k) akak + 277(7?)(@};@11@ +aga_y)) (5.31)
. e g pd NO ~ =
mit Q(k) =g, +n(k) und n(k):= ﬁU(k)' (5.32)

Der letzte Term ist hermitesch. Dies sehen wir, wenn wir k durch —k ersetzen
und die Symmetrie von (7(1_5) beachten. Dieser Anteil erhalt jedoch nicht mehr
die Teilchenzahl. Der erste Term fugt dem Grundzustand zwei Teilchen bei,
der zweite entfernt sie wieder. Da beides gleichermaflen geschieht, haben wir in
der Naherung von Bogoljubow eine Meanfield-Naherung vorliegen. Wir wollen
dieses hier jedoch nicht weiter verfolgen.

5.1.3 Die Bogoljubow-Transformation

Wir wollen versuchen, Eigenzustande und Eigenwerte zu H' zu finden. Wir
erinnern uns hier an das analoge Problem in Kapitel 4.4.2, welches wir durch
Einfuihrung neuer Erzeuger und Vernichter losten. Dies geht hier ebenso. Ist

namlich R
H=> ¢blb, (5.33)
q
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so 1st klarerweise

Zab*b bl = c,bp (5.34)

q9797¢

Umgekehrt konnen wir sagen: Gilt fur emn b};
B,5]] = BB, (5.35)

so spaltet sich zunachst fur dieses b}; ein Term E(E)b};bk aus dem Hamilton-

operator ab. Gilt diese Gleichung fur jedes b};, so verschwindet der Rest, der
bei der Abspaltung tibrig bliebe, und es ist

H= Z E(k)bib,. (5.36)

Wir machen zwei Versuche, um dem in Gleichung (5.35) gesteckten Ziel niher
zu kommen:

[H',a}] = Q(k)a] +n(k)a_,, [H' a_y] = —Q(k)a_, —n(k)a]. (5.37)

Diese Versuche waren garnicht so schlecht, tauchen doch die beiden Operatoren
auch auf den rechten Seiten auf. Versuchen wir nun eine Linearkombination:

b}; = ozka}; + Bra_y. (5.38)
Zu fordern ist
0 ;[b}lab};/] = — 0Bk + Brapd_p g =
=(—akB-k + Bra—), (5.39)

was fur oy = a_j; und fy = f_j gelost wird. Weiter ist zu fordern:

!

5k,k’ :[bkbl];’]_ = ogZogk/(Sch/ — ﬁzﬁk’(sk,k’ —
=(lar> = 18u]*)dx,p- (5.40)

Hier ist ein Ansatz o = coshyyg, Br = sinhpy angebracht, wenn wir anneh-
men, dafl a; und F reell seien. Schlieflich wollen wir die Eigenwertgleichung
aufstellen und losen. Zu fordern ist

[H'.b}] =ar[H',a}] +B[H' a_,] =
=ak(Qk)a] +n(k)a_y) — Br(Qk)a_, +n(k)al) =
= E(F)(akal + Bra_,) = E(F)b}. (5.41)

Durch Koeflizientenvergleich beztiglich der Erzeuger und Vernichter erhalten
wir die Eigenwertgleichung

(5 0y () -mn(y) o

und die Eigenwerte

E(k)? =Qk)? —nk)? = EF) = i\/Q(E)z — (k)2 (5.43)
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5.1.4 Rotatoren

Der negative Energieeigenwert ist auszuschlieflen, da sonst der Hamiltonope-
rator unbeschrankt ware. Weiter miissen die Energien reell sein. Wir setzen

Q(E) ein:

E(F) = \/(n(F) + 2,07 — n(R)? = /&3 + 2¢,1(F). (5.44)

Wahrend ¢, fur k=0 gegen Null strebt, kann 77(12) in diesem Grenzfall einen

nicht verschwindenden Wert liefern. ¢, ist hier also der Kleinheitsparameter.
Damit ist
- - - [ NoU(0)
E(k 2 k) = hlk|\| ———=. 4
(8~ 2n() = iy 22 (5.45)

Dies liefert ein auch experimentell nachgewiesenes lineares Verhalten in |E |,
welches uns an eine kompressible Fliissigkeit erinnert. Die Phanomenologie
hatte fur E(E) = hwy dasselbe Ergebnis geliefert, mit Ausnahme des konstan-
ten Faktors Ng. Auch als Losung eines Variationsproblems kommen wir auf

dieselben Konstanten.

E(K)

z
~

=

kg ]

Abb. 5.2 Energiespektrum eines abgeschirmten Coulombpotentials

Realistische Potentiale U(7") wie das abgeschirmte Coulombpotential liefern das
in Abbildung 5.2 dargestellte Energiespektrum. Dieser Funktionsverlauf be-
sitzt eine Sattelstelle ko. Eine Anregung auf dieses Niveau kann in erster Ord-
nung der Storungstheorie nicht zerfallen, da wir im Gegensatz zur rein linearen
Abhangigkeit der Energie keine zwei Zustande finden konnen, deren Impuls-
und Energiesummen diesen Wert reproduzieren wirden. Solche in erster Ord-
nung stabilen Anregungen heiflen Rotatoren.

Wir konnten ay, O und auch den Grundzustand berechnen. Das Ver-
schwinden der Wirkung von a, auf den Vakuumszustand bedeutete, dafy dort

keine Zustande vorhanden waren. Bei den Vernichtern b};, die ja aus a, und

aT_k aufgebaut sind, i1st das anders. Leider geht die zweite Ordnung der Sto-

rungsrechnung auch nicht wie (N — Ng)?. Wir fragen uns in anbetracht dieser
schwierigen Lage, wie man tiberhaupt Rotatoren nachweisen kann.

Ein ahnliches Verfahren kennen wir, wenn statt Bosonen elektromagneti-
sche Felder betrachtet werden. Die Anregungen heiflen dort Ezzitonen. Und
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auch fur Fermionen gelingt es und liefert wesentliche Beitrage zur Supraleitung
und Suprafluidizitat.

5.2 Die Harmonische Naherung

Bislang waren wir von einem Festkorper als einer festen Rumpfionenstruktur
mit beweglichen Elektronen ausgegangen. Die Betrachtungen dieses Kapitels
beziehen sich nun auf den Festkorper als Ganzes. Wir betrachten dazu die
kinetische und die potentielle Energie fur die Wechselwirkung der Ionen eines
Festkorpers untereinander und werden sehen, dafl sich dieses System unter
bestimmten Voraussetzungen durch ein Modell beschreiben lafit, das unter dem
Namen Harmonischer Oszillator vielfach gebraucht wird. Wir wollen dieses
Modell zu diesem Zwecke kurz beschreiben.

5.2.1 Der Harmonische Oszillator

Ein harmonischer Oszillator wird beschrieben durch ein quadratisches Poten-
tial, also durch den Hamiltonoperator
2

= é’—m + Gwbe’ mit [p,a] = —ih. (5.46)
Wir konnen einen Vernichter
mwo . 1
— 5.47
“ 2h v 2mhwg p ( )

und einen Erzeuger af als den adjungierten Operator konstruieren, die wegen
der Hermitizitat von p der Relation

[a,a"] =1 (5.48)
geniigen. Das Einsetzen dieser Operatoren in Gleichung (5.46) liefert
~ 1
H = hwo(aTa + 5) (5.49)

und beschreibt bosonische Teilchen, wobei der Besetzungszahloperator afa als
Eigenwerte die nattrlichen Zahlen und Null besitzt. Den Zustand zum Eigen-
wert Null und damit zum Energieeigenwert hwg /2 konstruieren wir, indem wir
einen Vernichter darauf anwenden:

al0) = 0. (5.50)
Ein System vieler harmonischer Oszillatoren beschreiben wir analog:
x| = —ihd;;,
H = Z + —wzxz) mit p ]]_ ! (5.51)
le [pi,p;] = [xi,z;] =0,
m; wl /
i 5.52
2m; hwl pi ( )
liefert :
[a;,at] = d;j,
H=Y hwi(ala, +5) mit = (5.53)
? 2 [ama]] = [ajvaj] =0
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5.2.2 Entwicklung um Minimalstellen der potentiellen Energie

Wir gehen im Falle eines Festkorpers aus vom Hamiltonoperator

H=3 (520 4 U({r7}). (5.54)

tov i
Dabei ist o der Index der raumlichen Koordinaten. Wir entwickeln U um die
Minima der potentiellen Energie. Diese Minimalstellen seien R;. Sie stimmen
mit den mittleren Orten der Ionen tiberein, die in einem Kristall regelmafig
angeordnet sind. Mit 77; = ﬁl + u; ergibt sich

U} =UHRD + Y e+

uful .. (5.55)

Der zweite Term verschwindet, da R; Minimalstellen sind, der dritte muf} aus
demselben Grunde positiv definit sein. Der Korper insgesamt und damit seine
potentielle Energie ist invariant gegeniiber beliebigen Translationen d,

U({ri +a}) = U{7r)). (5.56)

Wir erreichen diese Translationsinvarianz durch den speziellen Ansatz

U{Ri+d:}) =Uo+ Y M (ug —u)(u] —uf). (5.57)
ija8
Die reelle Matrix M heiflt dynamische Matriz und ist noch zu bestimmen. Aus

der speziellen Form des Ansatzes folgt, daf sie sowohl in ¢ und j wie auch in «
und [ symmetrisch ist. Auflerdem gilt

Mi; = M(R; — R;), (5.58)

da die Festkorperstruktur als solche wiederum invariant unter Verschiebungen
um einen Gittervektor ist. Den konstanten Term Uy konnen wir ohne weiteres
auf Null setzen. Damit erhalten wir

Pip; wf/ A R o
H:Z S T ST MO (R~ Bj) - (wi— ) (ui —uj)®  (5.59)

mit  [pf,uf] = —ihdi;0ap. (5.60)
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5.2.3 Ijbergang in den Raum der Wellenvektoren
Als sehr hilfreich hatte sich bereits in Kapitel 4.1.2 das reziproke Gitter erwie-

sen. Es hilft auch, eine erweiterte Deltafunktion zu konstruieren:

1 TR 1, falls ¢ ein reziproker Gittervektor ist
Ag= et = {1 q P ' (5.61
1 N zl: ¢ 0 sonst. ( )

Wir flihren nun fiir die Gleichung (5.59) eine Fouriertransformation durch.
Dabei ist notwendig, dafl die Massen der Ionen gleich sind. Der allgemeinere
Fall muf} anders behandelt werden, wie in Kapitel 5.2.6 vorgestellt. Hier jedoch:

o 1 o ikR; o 1 o —ikR;
i N Zpke S Pr = N Zpi e, (5.62)
k i
1 1
u® =—= D ugetfiug = i D ugem ik (5.63)
v k i

Wir bemerken, dafl die transformierten Grofien nicht mehr hermitesch sind. Es
ergeben sich die Vertauschungsrelationen

1 > 5 ==
[pgﬁui:]_ :_e—zklRie—zszj[

N
. 1 —i(E1—F-)R: .
= — zhﬁ(sag Z e~ iki—k2) R —1h0a 3 Ak +ko- (5.64)

piuf] =

Eingesetzt in Gleichung (5.59) liefert die Transformation

_ pglp?Q aﬁ _)4 _)4
H _kzk: WAk1+k2 + z:ﬁM (Rl - RJ) )
1R2¢ tjo

1 - - o T
. N Z uzl(ezklR,' . ezkle)qu(ezkgRi . eszRj) (565)
kiko

und damit vier Terme, die wir getrennt bestimmen wollen. Der erste liefert

¥ ZM(E _ R’])ezklR,ezsz, =~ ZM(El)ezkl(R,JrRJ)ezEQ(E,JrRJ) _
i ij
— . ]_ :
= Y M(Ry)e! BN BT — Ay MR+ Ea). (5.66)
; J

— —

M (k) ist die Fouriertransformierte der Matrix M(R). Gleiches triigt der vierte
Term bei, nur mit ¢« und j vertauscht. Der zweite Term ergibt
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Auch der dritte Term liefert diesen Beitrag. Zusammengesetzt erhalten wir
also

e} e}

Pr. Pr
H = LA
Z om Eitke T
k‘lk‘ga
+ ) 2AM(ky + Fa) — M(k1))*Pug ug, Ak, k- (5.68)
k‘lk‘gaﬁ

Liegen k1 und k3 in der ersten Brillouinzone, was wir nun annehmen wollen, so
werden die Funktionen Ay, 4, zu normalen Kronecker-Deltas, und wir erhalten

=Y pif’“ +3 B (Eugu’, (5.69)
ka kapg
mit  E*%(k) :=2(M(0) — M(k)). (5.70)

Die Matrix E(E) ist reell und symmetrisch sowohl in k wie auch in o und g.
AuBlerdem ist sie positiv semidefinit:

=2 " M(R:)(1 — coskR;). (5.71)

5.2.4 Diagonalisierung des Hamiltonoperators

Wir wollen E(k) diagonalisieren, d.h. die folgende Eigenwertgleichung lésen:
> BRI (k) = eu (k)G (F) (5.72)
B

mit 5,,(—]2) = 5,,(12). Genauso lassen sich die Eigenfunktionen 5,, in k sym-
metrisch darstellen. Die Eigenfunktionen bilden fur jeden Wert von k ein
vollstandiges Orthonormalsystem,

Z C;Y(E)Cf(l;) =64y, (Orthonormalitat) (5.73)

> (k)¢ (k) =6ag,  (“Vollstindigkeit”) (5.74)

jedoch nicht fur verschiedene Werte von k. Dies sollen die Anfihrungszeichen
in Gleichung (5.74) andeuten. Die Eigenfunktionen werden auch als Polari-
sationsvektoren bezeichnet. Sie sind nicht notwendigerweise eindeutig. Den-
noch konnen wir sie benutzen, um eine weitere Transformation durchzufithren,
namlich die in dieses Orthonormalsystem:

uf = wpo(k),  up =y ugco(k), (5.75)
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fur die Impulse entsprechend, so daf} sich ergibt:

Ppp” TN Vo v
H = Z b k—l—Zasy(k)uku_k. (5.76)
kv

5,,(12) ist als Eigenwert einer positiv semidefiniten Matrix nichtnegativ. Fur
verschwindenden Wellenvektor & geht E(k) quadratisch gegen Null, wie wir

aus Gleichung (5.71) ablesen konnen. Es ist damit zu rechnen, daf§ auch 5,,(12)
dieses Verhalten zeigt. Wir schreiben fur gewohnlich

en(k w(k), (5.77)

~—

m
2

wobel sich fur w, ein lineares Verhalten ergibt, welches wir bereits aus der
Phanomenologie in Kapitel 5.1.1 als Eigenschaft eines kompressiblen Mediums
erkannt hatten. Es ist auch hier, analog zu Gleichung (5.64),

[pzlvuZQ]_ - _ih(suu(s—kl,kg (578)

Wir fithren zum letzten Mal neue Operatoren ein,

Y mw,, l; L o
a uy +1
ke b 2mhw,, Pro
vt mu),, E
ay' = —1
2mhw,,

mit Vertauschungsrelationen, die uns wieder etwas vertrauter vorkommen,
namlich

(5.79)

[ale7ak2] - 5k1k25u11- (580)

Damit sind wir nun endlich beim harmonischen Oszillator angelangt,

~ 1
= hw, (k)(ay ay + =

= (5.81)

d.h. die harmonische Naherung ist durchgefithrt. So harmlos, wie uns diese
Gleichung erscheint, ist sie jedoch nicht, denn zu jedem k- Term muf} in der
Summe ein entsprechender —k-Term enthalten sein. Die Summe hat sich also
symmetrisch tiber die erste Brillouinzone zu erstrecken.
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5.2.5 Entwicklung zur dritten Ordnung

Was geschieht, wenn wir die Entwicklung von U({r;}) erst nach der dritten
Ordnung abbrechen lassen? Wir erhalten den Zusatzterm

Us =Y K3 (wi — uy)®(uy —ur)’ (wr — wi)". (5.82)
tylafy
Wieder gilt wegen der Kristallstruktur

Kijj = K(R; — R;,R; — R, R — R,), (5.83)

wir konnen also auch hier eine Fouriertransformation durchfiithren. Wir erhal-
ten

1 ~
= —= Z I(aﬁ’y(kl,kz,k3)u?1uf2uz3Akl+k2+k3, (584)
\/N ki koks

wobei Iz’(kl,kg, k3) die Form

Us

— —

i
(R R 1)1 - eil'c'g(ﬁﬂrﬁj)) (5.85)

besitzt. Wahrend fur zwel Vektoren El und Eg in der ersten Brillouinzone die
Funktion Ag, 4%, nur dann Eins wurde, wenn El + Eg = 0 erfiillt war, gilt dies
fir drei Vektoren nicht mehr. Fiithren wir statt der 4§ wie zuvor schrittweise die
Operatoren aZT und @} ein, so erhalten wir trilineare Terme in den Erzeugern
und Vernichtern. Gehen wir in Eigenzustande dieser Wechselwirkung tber, so
verschwinden die Erwartungswerte eines Erzeugers oder Vernichters fur sich
alleine nicht mehr. Daher ist der Erwartungswert

(il; — 1) (5.86)

nicht mehr gleich Null, sondern héangt von der Temperatur ab. Wir erwarten
eine thermische Ausdehnung, manchmal auch eine Kontraktion des Festkorpers,
die auch experimentell meibar ist. Sie ist normalerweise klein, wird aber wich-
tig fiir Phasentibergange.

5.2.6 Substruktur der Gitterzellen

Ist ein Festkorper nicht einfach, d.h. aus verschiedenen Ionen zusammenge-
setzt, so konnen wir grofle Teile der obigen Rechnung tibernehmen, wenn wir
diesen Festkorper in groflere Gittereinheiten einteilen. Dann kommen in einer
Gitterzelle mehrere unterschiedliche Ionen vor, und wir benotigen einen neuen
Vektor p,, der die Atome der Gitterzelle benennt. Es ist

Fia = Ri + fa + ia- (5.87)
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Erneut folgern wir aus der Translationsinvarianz und der Periodizitat des Kri-
stallaufbaus, daf3 sich die potentielle Energie in quadratischer Naherung schrei-
ben laflt als

U({Fia}) = Uo+ Y M, (ul, — uSy)(ub, —uy). (5.88)

tjabaf

Es ist hier zwar auch

My = M7y (Ri - R)), (5.89)

tjab

allerdings ist M nun nicht mehr symmetrisch gegentiber Vertauschung von :
und j, es miissen stattdessen die Paare (i,a) und (7,b) miteinander vertauscht
werden. Dennoch konnen wir auch hier die Fouriertransformation durchfithren
und erhalten in der ersten Brillouinzone:

T = Zp’“gp Pk = N" B (B, (5.90)
kaaj Ma kabap

mit  Eap(k) :=20ap Y Mac(0) — (Map(k) + Map(—F)). (5.91)

Wir erkennen, dafl nun Eab(E) selbst fiir k& — 0 nicht mehr gegen Null laufen
mufl. Eine genauere Betrachtung zeigt, dafl drei Eigenwerte von Eab(E) gegen
Null und drei gegen nichtverschwindende Werte laufen. Die ersten beschreiben
die akustischen, die zweiten die optischen Zweige des Energiespektrums. Durch
Einfihrung neuer Operatoren

['m Im
Pra =1/ — Pra und ag, := - Ugqs (5.92)
Ma m

die denselben Vertauschungsrelationen gentigen, konnen wir die explizite Ab-
hangigkeit der kinetischen Energie von der Masse m, beseitigen und sie statt-
dessen in die potentielle Energie stecken:

E°?
T — Zpkap ka7 U — Z m ab Aa Aﬁkb‘ (593)
kaa kabaﬂ

5.2.7 Nachwort

Wir haben in diesem Kapitel 5.2 die Wechselwirkung von Teilchen betrachtet,
ohne zu fragen, ob es sich bei diesen Teilchen um Bosonen oder Fermionen
handelt, ob die Wellenfunktionen also symmetrisch oder antimetrisch ist. Die
Ionen, die wir betrachteten, lagen im Festkorper jedoch weit genug auseinander
und waren zu schwer, als dafl dies eine Rolle hatte spielen konnen. In einem
solchen Fall ist eine quasiklassische Rechnung, wie wir sie durchftihrten, zu
rechtfertigen.
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5.3 Phononen

Wir stellen uns nun die Frage, ob sich die konstruierten Erzeuger und Vernich-
ter auch auf Teilchenzustande beziehen und welche Eigenschaften diese haben.
Ahnlich sind wir in Kapitel 5.1.4 vorgegangen und haben als Ergebnis die Ro-
tatoren erhalten.

5.3.1 Glauber-Zustande

Zu einem Erzeugungsoperator des Harmonischen Oszillators konstruieren wir
den Zustand

_ 2 af _ 2 /\n CLT n
IA) i=e M2l Vakuum) = e~ IM/2 Z % |Vakuum) =

2 AT
_—IAIF/2 E A 5.94
e n). )
~ \/ﬁ| ) (5.54)
Wir verwendeten hier
(a®)"™ [Vakuum) = vn! |n). (5.95)

Dieser Zustand ist normiert,
/\*m /\n
(AN =e= AP Z |n> =

N Z |A| (5.96)

und besitzt die etwas seltsam anmutende Eigenschaft, dafl er Eigenzustand des
Vernichters a ist:

a|\) =P/ Z A ) = A2

nO\/ﬁ Z\/n_

2 A"
—cIT/2) g = A|A 5.97
€ n . .
‘ i n) [A) ( )

In—1) =

Er heilt Glauber-Zustand und ist kein Eigenzustand des Hamiltonoperators,
im Gegensatz zu |n). Fir dieses |n) ergibt sich die Zeitabhangigkeit

[n)(t) = e B ) (0), (5.98)
also fiir |\):

2 A
M (t) =e~IM7/2 — |n)(t) =
i) > o
:e—iwt/2€—|)\|2/2§ (/\eiwt)n |n>:

—e /2 IN1)),  A(t) := Aett, (5.99)
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Fir einen solchen Zustand wollen wir nun den Erwartungswert des Ortes be-
rechnen, der sich aus Gleichung (5.47) ergibt:

e ) =00 5 (a4 ah) A1) =

@) + AN M) ) =

2mw

3 4 4
— (/\ e—zwt _I_ /\*ezwt) —

2mw

21 A\|?
= — wt). 1
o cos(p — wt) (5.100)

Dabei setzten wir A = |A\| exp(i¢). Der Erwartungwert des Ortsoperators macht
also eine periodische Bewegung. Das entspricht genau dem, was wir uns klas-
sisch unter einem harmonischen Oszillator vorstellen.

5.3.2 Das Phonon als Welle im Festkorper

Die eben vorgestellten vereinfachten Rechnungen filhren wir nun fur den Er-
zeuger aZT durch. Dann ist

[Akw) = e~ IM/2 exp(Aa¥ ') [Vakuum) (5.101)

(i )(#) = (D] 47 Ao (1)) =

=7 e O 2w () =

——= D) > F e () =

_ Z \/% e ()] € (RN s+ a )™ R [ () =
- szZV@) CR)A(B)eF R 4 A (e F ) =

- /% CO(R) cos(FRs — wy ()t + ). (5.102)

Dies beschreibt eine laufende Welle, deren Richtung exakt durch den Polarisa-
tionsvektor ¢, (k) gegeben ist. Man kann daher aZT als Erzeuger eines Teilchens
mit fester Polarisation und Impuls verstehen, und dieses Teilchen nennen wir
Phonon.
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5.3.3 Eigenmoden des Phonons

Abschlieflend wollen wir nun noch Kapitel 5.2.4 vervollstandigen, indem wir auf
klassischem Wege versuchen, die Eigenmoden des Festkorpers zu bestimmen.

Wir wahlen hier Zwei-Teilchen-Wechselwirkungen, d.h.
U{r}) =U( —7;)  mit 7 = R + (5.103)
und setzen fur die statische Auslenkung aus der Ruhelage an:

1 - -
uf = o (uy (2R 4y o iFR) (5.104)
N
Entwickeln wir dann U bis zur zweiten Ordnung in u} und u” ; und vergleichen
dies mit Gleichung (5.76), so ergeben sich mit Gleichung (5.77) die Eigenfre-
quenzen. Wir fihren dies hier durch und erhalten

U7 )) =U(R; — By) + —= S (&, - V) U(R)

R;—R; -

(M — Ry ot (TR ) (5.105)

Die Terme in (u%)? und (u”,)? tauchen nicht auf, denn sie liefern jeweils

ein 5(2];), der Restterm verschwindet jedoch bei k=0 U'brig bleiben wir
gewunscht nur die gemischten Terme, und der Vergleich liefert

mwﬁ(l_{) :N (GZER’ . elEﬁJ)(e_ZERi . e—zgﬁj)(gu 6]{)2[](1{5) Ri-R; =
j
]_ - = — —
= D2 = 2cos(B(Rs — B)IC, - Vr)*U(R) v,y =
j
=N"(2 = 2cos(kR:))(C, - VR)U(R)|R, . (5.106)

Fir k — 0 geht der erste Faktor gegen Null, wie wir es uns wunschten. Wir
fuhren die Fouriertransformation durch,

— ]_ ~ <_>_"
U(R:) = D U(e'T, (5.107)
q

und erhalten

1 iTR: (LR, i(G—KVR: g ~
=V Z(_Qe TR | TR Ry (TR Ry (E 20 (§) =
iq

= 320y 4 A+ A (G DT, (5.108)
q



eIt 8 . U. Brandt

Wieder verwendeten wir das Symbol A, welches nur auf dem reziproken Gitter

nicht verschwindet. Die folgende Summe lauft daher nur iiber das reziproke
Gitter:

muop (k) = (=26 -9*T(D) +

+(GAT+R)T(G+F) + (GG R)*T(@@— ). (5.100)

Wir stellen fest, daf§ der fithrende Term sich fiir ¢ > k heraushebt, wahrend
fir d — 0 nur die letzten beiden Terme verbleiben. Nehmen wir also an, dafl
|k| sehr klein gegeniiber dem kleinsten nichtverschwindenden Gittervektor ist,

so tragt nur der Term ¢ = 0 bei, wir erhalten wegen [j’(_l_{) = (j(l_ﬂ))

2 D g o
Vol (¢ - k)2U (k). (5.110)

Liegt ein reines Coulomb-Potential vor, so verschwindet die Frequenz fir den
Wellenanteil in Polarisationsrichtung auch dann nicht, wenn wir k& gegen Null
laufen lassen:

262(51/ ) E)Z
€0V01E2E2 ‘

Analog zu Kapitel 5.2.6 nennen wir diese Wellen optische Phononen. Sie sind

muw?(k)

(5.111)

transversale Wellen, daher ihr Name. Nehmen wir dagegen ein abgeschirmtes
Coulomb-Potential zur Grundlage unserer Rechnungen, so verschwindet diese
Frequenz, wir erhalten die akustischen Phononen, welche longitudinale Wellen
darstellen,

262(51/ ) ];)2
eoVolpz (k2 + k2)

mw? (k) (5.112)

Fir kleine Werte von |E | sind also hohe Frequenzen stets mit fehlender, niedrige
Frequenzen mit vorhandener Abschirmung des Coulombpotentials verbunden.

5.4 Elektron-Phonon-Wechselwirkung

Wie wirkt sich eine Gitterschwingung, die wir bisher behandelten, auf die Elek-
tronen aus, oder anders gefragt, wie wechselwirken diese Elektronen mit Pho-
nonen? Wir betrachten die verschiedenen Anteile des Hamiltonoperators

o~

H:Te‘l’Ti‘l’Uee‘l’Uei‘l’Uii- (5113)

Auf den ersten Blick wiirden wir vermuten, dafl der Anteil T; + U;;, der sich
auf die Energie der Ionen bezieht, die Phononen liefert, wahrend der Anteil
T, 4+ U, fur die Elektronen zustandig ist. Die Wechselwirkung zwischen bei-
den, so wurden wir vermuten, liefert der Term U,;. Aber so einfach ist es
in Wirklichkeit nicht. Wurden wir namlich davon ausgehen, so erhielten wir
Phononen konstanter Frequenz, was keinesfalls realistisch ware. Also sehen wir
genauer hin.
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5.4.1 Entwicklung in Eigenmoden

Die Elektronen spuren zunachst das Potential der Ionen. Fiir ein Ion erhalten
wir hier den Wechselwirkungsterm

H, = Z/;ZT(F,U)@Z(F,U)U(F— R —i;)d*r. (5.114)

Wir fithren eine Fouriertransformation durch, es ist wie ublich

~ 1

o 1 N .
Y ™ und U(F) = ﬁZU@ew : (5.115)
k q

Dies liefert

o~ ]_ ~ = — s i 53 —
Hei - ﬁ Z U(k - k/)e_l(k_k )(Ri—i—w)clta'ck’a" (5116)
kk!o

Die Auslenkungen w; seien nun so klein, dafl wir die Exponentialfunktion bis
zur ersten Ordnung entwickeln konnen:

T ERNRAT) o (1 (= ) d)en R (s17)

Dann ist

— STk = EY )T (F = B PR o 4 (5.118)

Dabei nahmen wir an, dafl die Operatoren c};a und ¢, mit dem Operator der
Auslenkung,

1 o3
U; = \/—N Zﬁqe’qp”", q € 1. Brillouinzone, (5.119)
g

den wir hier schon in der transformierten Form hinschreiben, vertauschten.
Summieren wir nun uber alle Ionen, so erhalten wir im ersten Term das peri-
odische Potential, im zweiten Term die Abweichung davon, also eine Gitterde-
formation, welche nun die Elektron-Phonon-Wechselwirkung beschreibt:

o i . I
He = — k— k/ Y el(k—k )RielqRiU . k/ CT c, =
P VNVl kkz ( ) q)zi: ( JekoCrio
_ oy S Akcpag (=K - @)U (K —K)el ey (5.120)
VOl o o
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Wir transformieren nun noch in das System der Normalschwingungen,
=Y @y, (5.121)

und ersetzen schliefllich vy durch Erzeuger und Vernichter eines Phonons, wie
wir es bereits friher taten:

v P
4 =\ o (4 At (5.122)

Das Endergebnis ist

o= 3 Suese g (R0 G

) (GZT + aliq)cli-ca'ck’a'

Z\/N roo 1 7 v v
= - > Mgk —E(alT +a” el e, (5.123)

ockk!qu

5.4.2 Normalprozesse und Umklappprozesse

Etwas genauer miissen wir M, betrachten. Diese Funktion verbindet tber
Ag—p/+¢ die Impulse von Elektron und Phonon miteinander. F—FK + ¢ kann
also nur gleich einem reziproken Gittervektor sein. Im Fall k—Fk + 7g=0
sprechen wir von einem Normalprozeff. Dann beschreibt der erste Anteil in
Glelchung (5.123) ein Elektron mit Impuls k', das ubergeht in ein Elektron mit
Impuls %k und ein Phonon mit Impuls ¢ = k- k also die Aussendung eines
Phonons. Der zweite Term beschreibt entsprechend den Einfang eines Phonons
durch ein Elektron.

Anders verhélt es sich, wenn k—F + ¢ ein nicht verschwindender reziproker
Gittervektor ist. Ein solcher Gittervektor kennzeichnet die Schwingung des
Festkorpers insgesamt. Wir haben hier also den Fall vorliegen, dafl das Elektron
sowohl die Schwingung der Festkorperionen gegeneinander, also ein Phonon,
wie auch die Schwingung des Festkorpers insgesamt hervorruft. Wir sprechen
hier von einem Umklappprozefs.

Wir beziehen nun die Rechnungen aus Kapitel 5.3 mit ein und tberlegen
uns, wie die Matrixelemente M, aussehen, wenn die Differenz k— K betrags-
maﬁlg klein ist. Dann konnen keine Umklappprozesse mehr vorkommen. Aku-
stische, d.h. longitudinale Phononen treten bei abgeschirmten Potentialen auf,
hier gilt .

2
(G (5.124)

wu(cf)z ~ (72 + (]2
0]
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Es ist dann

h 1 - oo - -
~ und (k= E)C(Q) ~ |kE—FE| =|q], 5.125
s~ o L@~ F=ia 612

wir erhalten also flir das Matrixelement

M, (§) ~ V/14l. (5.126)

Ist das Potential nicht abgeschirmt, so haben wir es mit optischen Phononen
zu tun. Fur diese ergibt sich

My() ~ —— (5.127)

\/ﬁ

Jedoch konnen auch in diesem Fall akustische Phononen “ktnstlich” erzeugt
werden und zeigen dann ein gleiches Verhalten wie im abgeschirmten Fall.

5.4.3 Statische Verzerrung in eine Eigenmode

So ahnlich, wie es uns in Kapitel 5.3.3 gelang, durch klassische Rechnung auf
die Gleichung (5.76) zu kommen, so wollen wir dies nun auch fiir die Glei-
chung (5.123) versuchen. Wir gehen einen Schritt zuriick und schreiben sie fiir
Normalprozesse als

~ 1 ”

H,, =: Vel %/: M,,(q_')uk_k,c}lack,a. (5.128)

Dafl uj_; eine klassiche Grofle sein soll, heifit hier wie in unserer Parallel-

rechnung auch, dafl wir uns auf einen festen Wellenvektor § = k — k' und
eine feste Polarisierung v festlegen mitssen. Diese Annahme wird als Konti-
nuumsnaherung bezeichnet. Wir konnen auch davon sprechen, dafl wir den
Festkorper statisch in eine Eigenmode verzerren. Dann ist

-~ Py P~
H((f) (12 —I_w"((?)uq —q +

+ Z (f)u Ckgck q,0 + MV(_(?)uy—qcITwck—l-qJ) -

= HO@ + Hi(9). (5.129)

Wir wollen im folgenden die Grundzustandsenergie berechnen, die zu diesem
Hamiltonoperator gehort. Wir sind dabei auf die Storungstheorie angewie-
sen. Der Grundzustand ist der Fermisee, d.h. die Besetzung der untersten
Energiebander der Elektronen bis zur Fermlkante die durch kg bzw. E 7, die
Fermienergie, gegeben ist. Aus diesem Zustand fuhrt die Wirkung von Hl(cf)
natiirlich heraus, und somit liefert die erste Ordnung der Storungstheorie nur
den Erwartungswert Ey von HO

EW(q) = (0] H(q)10) = (0] Ho(q)|0) = Eo. (5.130)
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Angenommen, wir wiirden den Grundzustand zu H(g) kennen, so ware die
Grundzustandsenergie E nattrlicherweise kleiner als der Erwartungswert in
jedem anderen Zustand, so auch im Grundzustand von Hy. Daraus kénnen wir

folgern, dafl
E < (0] H()|0) = E, (5.131)

ist. Auch die Gleichheit kénnen wir ausschliefen, da |0) jedenfalls kein Ei-

genzustand zu ﬁ(q_j ist. Wir konnen also zusammenfassend sagen, dafl der
verzerrte Zustand eine geringere Energie als der Grundzustand besitzt.

Wir gehen nun tber zur zweiten Ordnung der Storungstheorie:

Dabei ist |0) wie bisher der Fermisee mit Energie E(()O)(cf), |a) sind angeregte
Zustande mit Energien E((ZO)((]’), aber immer noch fiur den ungestorten Hamil-
tonoperator ﬁo(cf). Diese Energie erhoht sich gegentiber E(()O)(cf) um die Energie
des erzeugten und verringert sich um die Energie des vernichteten Elektrons.
Fir den angeregten Zustand gibt es nun zwei Moglichkeiten: Entweder wird
ein Elektron mit Impuls |k q] < kp vernichtet und eines mit |k| > kp erzeugt,
oder es wird ein Elektron mit |k 4+ ] < kp vernichtet und eines mit |k| > kp
erzeugt. Wir erhalten

o 1 e P =D
AEAG) Vol %;( (|k| br) Ol |k+ 2 Cktq — Ck "
+O(|k| — kp)O(kp — |k — W)@ng'z> -

2P

Vol
¥ Ok — @l — kr)O(kr — |E]) — O(|k| — kr)O(kpr — |k —ql) _
. €k — Ek—gq
2Juy P IMy (D i — ni—q
= ) 1
Vol zk: €k — Ek—gq (5 33)

In diesen Rechnungen ist einiges geschehen. Zunachst konnten wir einen Fak-
tor vorziehen, denn es ist u” = uy*, also [u” | = |uy|, auBerdem M, (—q) =
M,(q). Weiter haben wir in der ersten Summe k durch k — q ersetzt, und
schliellich benutzten wir die Besetzungszahlen ny, um den Thetafunktionsan-
teil geschlossen darzustellen, denn die Eigenschaft ny = 1 fur |E| < kp und
ny = 0 fur |E | > kp liefert genau das gewlinschte Schwellenverhalten.
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5.4.4 Die Kohn-Anomalie und Peierl’s Instabilitat

Ersetzen wir die Summe iiber k in Gleichung (5.133) durch ein entsprechendes
dreidimensionales Integral, so kénnen wir das Integral fiir ¢ = h? E2/2m berech-
nen. Wir haben dies auch schon einmal im Rahmen der Dichte-Dichte- Antwort
in Kapitel 2.5.3 berechnet und wollen uns darauf in Form der Gleichung (2.128)
beziehen. Der Integrand heifit Lindhak-Funktion. Mit ko = |¢]/2kr erhalten

wir als Ergebnis

1—/%0
1—|—/€0

v|2 2 2

(27h)% ko 2

- ﬁ()). (5.134)

n ‘

Fiir realistische Werte von M(q) ist diese Energiednderung klein.

E@+AE (@

Abb. 5.3 Die Kohn-Anomalie

Diese Energieanderung verandert nun auch die Energie der Phononen. Gunsti-
gerweise enthilt E(?(7) einen Faktor ju?|> = ufu” , und wir erhalten einen
neuen, gesamtelastischen Term

muﬁz(cf)u;uiq = (mw(§) + o(q))ugu’,. (5.135)

Die Energieanderung bringt also eine Frequenzverschiebung mit sich. Der Lo-
garithmus in Gleichung (5.134) besitzt fiir kg = 1, d.h. fiir |¢] = 2kp, eine Sin-
gularitat, die jedoch vom Vorfaktor gedampft wird. Wir erhalten einen Knick
in der ©*-Kurve, die sogenannte Kohn-Anomalie. Sie ist in Praxis schwierig
zu beobachten, da bei den nétigen hohen Werten von ¢ die Phononen stark
gedampft sind.

Ganz andere Resultate liefert ein eindimensionales Modell. Ersetzen wir
die dreidimensionale durch eine eindimensionale Integration iiber den Wellen-
vektor k, so erhalten wir hier

_ 2m|ul|*| M, (q)|? 11q‘l—ﬁo
Anh%k ko 1 + Ko

AB®)(g)

. (5.136)

Dies divergiert fiir kg — 1 wirklich gegen —oo. Dabei unterschreitet @? den
Wert Null, wir haben also kein Energieminimum mehr, das System wird insta-
bil. Diese Instabilitat ist nach Peser! benannt.
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Sicherlich lalt sich fragen, ob eine solche Annahme eines eindimensionalen
Wellenraumes tiberhaupt gerechtfertigt ist. Schliellich ist unsere physikalische
Welt ja raumlich dreidimensional. Doch es gibt auch Falle, wo das Spektrum
der Elektronen nur auf eine Dimension beschrankt ist, beispielsweise in isotro-
pen Medien, in denen die Energie in einer Richtung wie k2 geht, in den anderen
Richtungen aber garnicht von k abhéingt. Wir konnen uns tibrigens auch klar
machen, warum die Singularitat auftritt. Betrachten wir einen Ubergang dicht
an der Fermlkante, so wird der Nenner der Lindhak-Funktion klein gegentiber
dem Zahler. Im Dreidimensionalen kann die Integration dies kompensieren,
im Eindimensionalen nicht mehr. Um es noch einmal anschaulich zu machen,
betrachten wir in Abbildung 5.4 eine eindimensionale Kette mit gegeneinander
verschobenen Massen.

e, = e = s = > =
VAV V.V.V.V & V.V .V V.V .V O VIV .V VVV 6 V.V .V V'V 6 VV.V.V V.V O VIV VV.V VO VIV V.V V.V VV.V .V V.V O VVV.V .V V]

Abb. 5.4 Eindimensionale Kette mit gegeneinander verschobenen Massen

Hier ist |¢] gerade die doppelte reziproke Gitterlange. Die Deformation ko-
stet elastische Energie, die mit dem Quadrat der Amplitude steigt. Am Di-
vergenzpunkt |§] = 2kp, der ja hier gerade erreicht ist, ist der Gewinn an
Grundzustandsenergie proportional zum Amplitudenquadrat multipliziert mit
dem Logarithmus dieses Amplitudenquadrates. Dies ist fur kleine Amplitu-
den stets grofler als die elastische Energie und bedeutet einen Gesamtgewinn.
Quasi eindimensionale Systeme sind am Temperaturnullpunkt in solch einer
periodischen Anordnung nicht stabil, wie wir es bereits bei der Einfihrung der
Hopping-Elemente in Kapitel 4.4.2 anmerkten.

Fiir nicht verschwindende Temperaturen besitzt AE(?) in der Integralge-
stalt dieselbe Form, wobei die nj nun Fermifunktionen sind. Der Grenzwert
fiir |¢] — 2kp ist nun auch im eindimensionalen Fall endlich, es taucht kein
logarithmischer Term bei der Grundzustandsanderung auf.

5.4.5 Elemente der Supraleitung

Wir kehren am Ende zurick zur Elektron-Phonon-Kopplung. Supraleitung ent-
steht dadurch, daf3 sich Elektronen anziehen. Wir wollen zumindest ansatzweise
zeigen, dafl diese Anziehung durch die Wechselwirkung mit Phononen gesche-
hen kann. Kombinieren wir dazu die Anteile des Hamiltonoperators fiir die
Phonon-Energie und die Elektron-Phonon-Wechselwirkung, so erhalten wir

1
H ‘|‘Hep—zhwq aqaq—l_ ) \/—ZM _,)ckcrck qa(a —I—Cl_q)_
:Zhwqaa —|— Z (Dn(=9)(a, +a—q)_

_Z huwy( aqaq + )—I— A(_ja + /\T(cf)a ). (5.137)
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Dabei ist
AMq) = M(§)n(—q), (5.138)

und n(q) ist die Fouriertransformierte der Elektronendichte:
D =D o Cirgo =
ko
:%Z//;ZT(F,U);E(F’,U)eiEFe_i(E+§)Fd3r’d3r
—Z/w o) (7, o )e T Py (5.139)

Wir erhalten
(). 7(d")] =0 = [Md,\¢)] =0,
D =D = (D) =M=,

Das weitere Vorgehen tiberlegen wir uns anhand eines Spielmodells. Ausgangs-

(5.140)

punkt sei hier der Hamiltonoperator

o~

1
H = hw(a'a+ 5) +Aa + Aa'. (5.141)

Diesen Hamiltonoperator gilt es nun in Diagonalgestalt zu bringen. Wir ver-
suchen, dies mit der unitaren Transformationsmatrix
*
A A

U=exp(—a'—

T—al —3—a) (5.142)

zu erreichen. Um UHUT zu berechnen, fithren wir einen Parameter ¢ ein:

A* A
Q) = U(QaUN (). U(Q) = exp(Cpoal — o)) (5.143)
Wir differenzieren a(() nun nach diesem Parameter:
da A* A A A*
1) U@ ! = () + U Cal e — 2ahU1(€) =
A* A

=U(Ol(55a" = 7=a),a] UT(() =
=2 U(Q)lat 0] UHQ) =~ U(OUHO) = (5.144)
 hw -  hw  hw’ '

Mit der Anfangsbedingung a(0) = a ergibt sich

a(()=a— (5.145)

hw
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und speziell fur ( =1

A* A
a(l):UaUT:a—h—, Ua'UT = (UaUNY =l — —. (5.146)

w hw

Dal U wirklich die gewtnschte Eigenschaft hat, erkennen wir, wenn wir H
damit transformieren:

N 1
UHU' =hoUdUTUWUT + —hwUUT + \NUaUT + N U'UT =
A /\* 1 A* A

wla' = ==)(a = 3—)+ Shw+ Ma— =) + M (a’ — =)
2 2
:hwaTa—/\a—/\*aT—l—&—l——hw—l—/\a_|/\_+/\*GT_&:
hw 2 hw w
—hw(a' _|_l) N (5.147)
=hw(a'a+ 3 T '

Der konstante negative Term ist die Grundzustandsenergie. Lassen wir uibri-
gens U auf den Grundzustand des urspriunglichen Systems wirken, so erhalten
wir die Glauberzustande aus Kapitel 5.3.1.

Wir tubertragen diese Rechnung auf unser urspringliches Problem. Statt
mit dem Operator

U(q) := exp(z—— @(A‘L@a — Mq)ay)) (5.148)

haben wir mit einem Produkt dieser Operatoren zu transformieren. Dabei
vertauscht a, mit allen Operatoren Uy, sofern ¢ # ¢ ist. Wir erhalten mit

U= HU q) = exp Z h /\T (@al — Mq)a,)) (5.149)

die Transformation

vaiUt =T U(@)e, [TUT (@) = U@a, U@ T] U@ I U@ =

¢ q'#q q''#4q
N(@)
=U(Q)a,UT(q) = a, — 5.150
(@0, U(0) = 0, = 715 (5.150)
und entsprechend
Aq)

Ut =al — : 151
UayU' = a, e (5.151)

Insgesamt ergibt sich

~ ~ 1 M N? .
U(H, + Ho)UT =) hw(q)(afa, + ) - Pr@F

>) hw@voln@ﬁ(_q). (5.152)
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Der zweite Anteil ist negativ semidefinit, was zu einer Absenkung der Energie,
d.h. zu einer Anziehung fihrt. Wir konnen ihn in den Ortsraum umschreiben,
wobei V(¥ — ") das inverse Fouriertransformierte zu |\(q)|/hw(q) ist:

1 NP ., o
A -

q

= —Z//$*(F,a)@ﬁ(ﬁa);ﬁ*(r”,a’);ﬁ(ﬁ,a')wf—ﬁ)d%'d% (5.153)

Anzumerken ist, dafl Gleichung (5.137) noch nicht den vollstandigen Hamil-
tonoperator enthélt, es fehlt vielmehr die kinetische Energie der Elektronen.
Leider ist diese nicht invariant unter der eben durchgefithrten Transformation.
Naherungsweise 1a3t sich der transformierte kinetische Term schreiben als ki-
netische Energie mit verandertem ey.

Abb. 5.5 Krimmung des Bandrandes beim Supraleiter

Die Rechnung zeigt einen Anstieg, d.h. die Elektronen erscheinen schwerer.

Dies macht sich in einer starkeren Krimmung des Bandrandes bemerkbar, wie
die Abbildung es andeutet.

5.4.6 Nachwort

Berticksichtigt man zusatzlich zur Gitterschwingung also noch die Wechsel-
wirkung zwischen Elektronen und Phononen, so tritt zu dem abgeschirmten
Coulombpotential der akustischen Phononen noch ein Term, der die Frequenz
auch fir ¢ — 0 nicht gegen Null laufen lait. Fur optische Phononen dage-
gen andert sich fast nichts, da die Endlichkeit, die aus dem unabgeschirmten
Coulombpotential folgt, diesen Effekt bei weitem tiberwiegt.
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