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Vorwort

Die Universitat Dortmund bietet ihren Studenten bis zum Vordiplom, welches
in der Regel nach dem vierten Semester abgelegt wird, eine Folge von vier Vor-
lesungen der Physik an, die experimentelle und theoretische Aspekte mitein-
ander verbinden. Diese Vorlesungen ,,Physik I — IV® werden dementspechend
auch je von einem Dozenten der experimentellen und einem der theoretischen
Sparte im Wechsel gehalten. Im Sommersemester 1994 hielten Prof. Dr. Diet-
mar Frohlich® und Prof. Dr. Joachim Treusch™* die Vorlesung , Physik II* an

der Universitat Dortmund.
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des internationalen Systems (SI) benutzt. Ich hoffe, daf auch nachfolgende Ge-
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1. Elektrostatik mit Isolatoren

1.1 Ladung und Fernwirkungsgesetz

Seit es Menschen gibt, haben sie mit Respekt auf die elektrischen und ma-
gnetischen Erscheinungen in der Natur geschaut, auf die zerstorende Gewalt
der Blitze und auf das unheimliche und unerkléarliche Polarlicht, das an den
auleren Hemispharen der Erde zu sehen war. Diese Krafte zu zugeln und
zu beobachten schien lange Zeit eine unlosbare Aufgabe zu sein. Zwar be-
obachtete man auch 1m kleineren Maflstabe elektrische Vorgange, wenn man
beispielsweise beim Kontakt mit bestimmten Fellen, Textilien oder metalli-
schen Gegenstanden einen ,,Schlag® bekam. Oder man spiirte deutlich die Wir-
kung des Magnetsteines auf Gegenstande aus Eisen. Aber falbar waren diese
Phanomene nicht.

Experimentieren konnte man erst zu dem Zeitpunkt mit der Elektrizitat,
als man in der Lage war, diese zu speichern. Raffinierte Erfinder ersannen
Elektrisiermaschinen, in denen sich Elektrizitat anhaufen lief. Es war der ame-
rikanische Politiker, Schriftsteller und Naturwissenschaftler Benjamin Franklin
(1706-1790), der feststellte, dafl die Elektrizitat sich aus positiven und nega-
tiwwen Quantitaten zusammensetzen mufite, die er Ladungen nannte. So wird
der Glasstab, mit Seide oder Katzenfell gerieben, positiv, die Seide oder das
Katzenfell im Gegenzug negativ geladen.

Solchermaflen erzeugte elektrische Ladungen konnten uber die Entfernung
hinweg wirken, stellte der franzosische Physiker Charles- Augustin de Coulomb
(1736 — 1806) fest und entwickelte daraus das Fernwirkungsgesetz, das nach ihm
Coulombsches Gesetz genannt wird und welches die Kraft umgekehrt propor-
tional zum Quadrat des Abstandes r sinken lafit. Die Kraft wirkt in Richtung
der Verbindungslinie und ist zu den beiden Ladungen ¢; und ¢z proportional.
Ferner wirkt sie bei gleichnamigen Ladungen abstoflend, bei ungleichnamigen
anziehend. Zusammenfassend ergibt sich dann fur diese Kraft

aq2
(&

F = 5 €r
dregr

mit r = |7'| und €, = 7/|7|, (1.1)

wobei i~ der Radialvektor ist, der entlang der Verbindungslinie auf die Ladung
zeigt, an der die Kraft gemessen wird. Die Einheit der elektrischen Ladung
tragt ebenfalls Coulombs Namen. 1C (ein Coulomb) ist dabei die Ladung,
die bei der Elektrolyse von Silbernitrat zur Abscheidung von einem Mol Silber
fuhrt.

Die Dielektrizititskonstante ¢o = 8.854 - 10712C? /Nm® schlieBlich stellt
die Proportionalitat her. Das Coulombsche Gesetz sagt nichts uber das Me-
dium zwischen den beiden Ladungen aus. Es sagt auch nichts daruber aus,
ob etwas vorhanden ist, wenn eine der beiden Ladungen fehlt. Es ist ein rei-
nes Fernwirkungsgesetz, war aber damals der erste Versuch, die Elektrizitat
auch mathematisch erfassen zu konnen. Und dieser erfolgreiche Versuch sollte
weitreichende Konsequenzen haben.
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1.2 Feldbegriff und Nahwirkungsgesetz

Was ergab sich, wenn man eine der beiden Ladungen sehr klein werden lief3?
Ubte die andere Ladung also unabh#ingig von der einen eine Wirkung auf den
sie umgebenden Raum aus? Es war eine der Leistungen des groflen englischen
Experimentators und Analytikers Michael Faraday (1791-1867), diese Wirkung
zu erkennen und mit Namen zu benennen: Er fithrte das elektrische Feld ein,
das man berechnet, indem man von der Probeladung abstrahiert:

= Q .

E(r) = dregrd "

(1.2)

Jedem Raumpunkt, ausgedriickt durch den Radialvektor 7 aus dem Ursprung,
dem Ort der Ladung, wird somit ein Vektor zugeordnet. Wir sprechen von
einem Vektorfeld. Linien, die tangential an diesen Vektoren entlang laufen,
werden als Feldlinien bezeichnet.

©)

/.
\\\\

AN
NI /!

Abb. 1.1 Elektrisches Feld und Feldlinien einer Punktladung

Da das elektrische Feld also gemaf
F =qE (1.3)

im direkten Zusammenhang mit der Kraft steht, die eine Probeladung ¢ an
einem frei gewahlten Raumpunkt durch die Ladung @ erfahrt, gilt nun wie
bei den Kraften auch das Superpositionsprinzip. Dieses besagt, dafl sich das
elektrische Feld einer Anzahl von Ladungen ¢; durch Addition der Felder, also
der Feldvektoren in jedem Raumpunkt ergibt,

E(F) = = 7). 1.4
"= gy 2o P ) (14)

Bisher sind wir von Punktladungen ausgegangen, haben die Ladungsverteilung
also quasi auf die ,nullte Dimension® beschrankt. Reale geladene Objekte se-
hen jedoch anders aus. So finden wir hier Linienladungsdichten A\ in einer,
Flichenladungsdichten o in zwei und (Raum-)Ladungsdichten p in drei Dimen-
sionen. Die Multiplikation dieser Groflen mit den Ausmaflen der Raume, in
und auf denen sie sich befinden, liefert jeweils wieder die Gesamtladung. Um
davon ein Bild zu bekommen, wollen wir im folgenden einige Beispiele rechnen.
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1.2.1 Der dunne, unendlich lange und homogen geladene Faden

Wir beschranken die Ladungsverteilung zunachst auf eine Dimension, fordern
aber, daf} die Ladungen darauf homogen, d.h. gleichmaflig verteilt sein sollen.
Dies wird durch eine konstante Linienladungsdichte A beschrieben, die in Ein-
heiten C/m anzugeben ist. Der Beobachtungspunkt besitze einen senkrechten

Abstand R zum Faden.

dsp<—

Abb. 1.2 Elektrisches Feld von Faden und Flache

Dann liefert jedes Fadenstiick ds, das ja eine Ladung Ads besitzt, einen Beitrag
Ads 9

dE = WCOS o€ cosa + E|| sin o) (1.5)
zum Gesamtfeld im Beobachtungspunkt. Wahrend sich jedoch die Komponen-
ten des Feldes senkrecht zum Faden aufaddieren, mitteln sich diejenigen parallel
zum Faden heraus, wie wir leicht aus Symmetrietuberlegungen schlieflen konnen.
Wegen s = R -tana ist ds = Rda/ cos® a und damit

o ds _r/2 da
e [ A

= d = g . ]_
47T€0R/ﬂ./2 cosada 27T€0R€J_ ( 6)

1.2.2 Die flache, unendlich ausgedehnte Flache

Wir unterteilen die Flache in schmale Ringe der Breite ds. Jeder solche Ring
besitzt eine Ladung 27osds, wobei o die homogene Flachenladungsdichte ist.
Erneut erkennen wir, dafl sich Komponenten parallel zur Flache herausmitteln.
Das Flachenelement tragt mit einer senkrechten elektrischen Feldkomponente

2rosds

dregr?

dE = €1 cosa (1.7)

zum Gesamtfeld bei. Erneut gilt s = R - tana und ds = Rda/ cos® a, ebenso
wie R = r cos a, also

_ > dE T il
E:/O gd(g:;;'/o sinada:ié]_. (1.8)
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1.3 Elektrischer Flufl und Gaufischer Satz

Unter dem Flufi versteht man allgemein das Volumen, das pro Zeiteinheit von
einer Substanz durchstromt wird. Betrachten wir beispielsweise eine geradlinig
mit der Geschwindigkeit v dahinstromende Flussigkeit. Die Flussigkeitsmenge,
die eine senkrecht zur Stromungsrichtung stehende Flache Aa in der Zeit At
durchstromt, erfillt ein Volumen AV = AavAt. Der Fluf} ist also gegeben als
& = AV/At = vAa. Ist die Flache Aa gegen die Stromung um einen Winkel 6
geneigt und ist Ad’ ihre Projektion auf die Ebene senkrecht zu der Strémung,
so gilt fur den Flufl nach der Parallelogrammregel

® = vAd =vAacosd = v - Ad. (1.9)

Anstelle des Geschwindigkeitsfeldes v verwenden wir nun das elektrische Feld
und definieren so den FElektrischen Fluf differentiell als

d® := E - da, (1.10)

wobei da der nach auflen zeigende Flachennormalenvektor des Flachenstiicks
da ist. Der Fluf} des elektrischen Feldes einer Punktladung durch eine konzen-
trische Kugelschale ist leicht aus Gleichung (1.2) zu berechnen. Es ist hier E
parallel zu dd und auf der Kugelschale konstant, damit

@:%E-d&:E%da:E-éMrz: . (1.11)

SO

Der auf den deutschen Physiker Carl
Friedrich Gaufl (1777-1855) zurlickgehende
Gauf$sche Satz besagt nun, dafl dieser Fluf}
unabhangig von der Form der um die La-
dung gelegten Flache lediglich von der ein-
geschlossenen Ladung abhéngt. Dies zei-
gen wir, indem wir die Kugelschale ihrer-
seits umgeben von einer unregelmafigen,
grofleren und ebenfalls geschlossenen Fla-
che, die einfach zusammenhangend sei, also
nicht mehrere Teilvolumina umschliefe.
Nun projizieren wir die Flachenelemente da
der konzentrischen Kugel zentral (d.h. quasi
durch eine Lichtquelle im Ladungszentrum)

auf die groﬁere Flache. Abb. 1.8 Nachweis des Gaufischen Satzes

Wir betrachten zunachst Bereiche, in denen die Projektion diese Flache nur ein-
mal trifft und dort ein Flichenstiick dA sichtbar werden liit. Es gilt nach dem
Strahlensatz dA cosf = da R* /r?, wobei R der Abstand dieses Fliachenstiicks
ist, gleichzeitig aber nach dem Coulombschen Gesetz E(R) = E(T)Tz /R?* und
folglich

d®4 = E(R)dA cos@ = E(r)da = d®, (1.12)
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und damit der Gaufische Satz in diesen Gebieten gezeigt. Trifft der Projek-
tionsstrahl die umgebende Flache mehrmals, indem er einmal aus- und dann
wieder eintritt, so heben sich die beiden Anteile aus denselben Argumenten
wie eben weg, denn die Flachenvektoren sind hier gegeneinander gerichtet. Ge-
nauso wird eine zusatzliche Flache, welche die Ladung nicht umschlie3t, keinen
weiteren Beitrag liefern. Da fur das elektrische Feld einzelner Ladungen das
Superpositionsprinzip gilt, konnen wir den Satz auch auf eine beliebige La-
dungsverteilung ausdehnen und sagen, dafl der Flufl durch die Flache der von
ihr eingeschlossenen Ladung entspricht.

Auch zum Gauflschen Satz seien ein paar Beispiele angefithrt. Es sind teil-
weise dieselben wie im letzten Abschnitt, womit die Gultigkeit des Gauflschen
Satzes nachgewiesen werden soll.

1.3.1 Fadenfeld mit Gauflschem Satz

Symmetrieuberlegungen wie im letzten Abschnitt iberzeugen uns recht schnell
davon, dafl das elektrische Feld eines unendlich langen und dunnen Fadens
senkrecht zu diesem stehen muf. Wir legen nun um den Faden in Gedanken
einen Zylinder der Hohe L und des Radius r. Er umschliefft demnach eine
Ladung AL. Auf der anderen Seite des GauBlschen Satzes (1.11) ist nun die
Flul des elektrischen Feldes durch die einzelnen Flachensticke zu berechnen.
Fiir Deckel und Boden gilt E - dd =0, fiir den Mantel jedoch E - dd@ = E(r)da
und mithin

— %E -dd =27rLE(r) = E(r)= A (1.13)

Ameor

AL

€o
i
=== :

Abb. 1.4 Berechnung des elektrischen Feldes mittels des Gaufischen Satzes

1.3.2 Flachenfeld mit Gaufischem Satz

Wir denken uns diesmal durch die Flache einen Zylinder gelegt, der zur Flache
senkrecht steht und zu beiden Seiten herausschaut. Wieder erkennen wir leicht,
dafl das elektrische Feld einer unendlich ausgedehnten Flache senkrecht zu die-
ser stehen muf. Daher verschwinden die Fluflelemente auf dem Mantel des
Zylinders. Die Lange des Zylinders zu beiden Seiten der Ebene ist nach dem
Gauflschen Satz beliebig wahlbar, denn es wird ja stets dieselbe Ladung ca
eingeschlossen. Fur Deckel und Boden gilt jeweils E-di= Eyda, also

EZ%E.MZQGEO N (1.14)

€0 250




Seite 10 . ... D. Fréhlich, J. Treusch

Selbst fur nicht homogene Flachenladungen und allgemeine, nicht ebene Fla-
chen gilt weiterhin der Satz, daf§ die Differenz des elektrischen Feldes beim
,Durchgang* durch die Flache genau o /ey entspricht. Dies kénnen wir leicht
erkennen, wenn wir den Zylinder gentigend klein wahlen, so daf die Flache dort
hinreichend eben ist, und gleichzeitig seine Mantelflachen gegen Null laufen
lassen. Es ist dann

@ =aEt —aE =adAE & AE=2 (1.15)
€0 €o

1.3.3 Feld einer homogen geladenen Vollkugel

Als neues Beispiel berechnen wir das elektrische Feld einer homogen gelade-
nen Vollkugel (Radius R), und zwar sowohl auflerhalb dieser Kugel als auch in
ihrem Innern. p sei die homogene Ladungsdichte (Raumladungsdichte). Aus
Symmetriegriunden ist das elektrische Feld stets radial. Legen wir also konzen-
trische Schalen um den Mittelpunkt der Vollkugel, so steht das elektrische Feld
stets senkrecht auf diesen Schalen und ist konstant. Die Gesamtladung ist

4
Q= /,odV = §7TR3,0. (1.16)
Im Auflenbereich wird die gesamte Ladung umschlossen. Daher ist dort

Q = E-d6:4wr2E(T) = E(r)= Q (1.17)

€0 dregr?’

im Innenbereich dagegen gilt

Axr2E(r) = ﬁ/dv = gmﬁﬁ ~ By = (1.18)

€0 €0 47T€0R3

Abb. 1.5 Homogen geladene Vollkugel und ihr elektrisches Feld
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1.4 Das elektrostatische Potential

Bewegen wir uns mit einer Probeladung ¢ im Zentralfeld einer Punktladung
auf einem geschlossenen Weg, so wird dabei weder Energie erzeugt noch geht
welche verloren. Das elektrische Feld ist also ein konservatives Kraftfeld. Aus
dem Verschwinden der Energie

W:%ﬁ-dgzo (1.19)

auf dem geschlossenen Weg folgt andererseits die Wegunabhangigkeit der Ar-
beit bei einem nicht geschlossenen Weg. Die Arbeit wird umgesetzt in po-
tentielle Energie, wir konnen daher jedem Punkt des Raumes eine potentielle
Energie zuweisen. Machen wir uns unabhangig von der Probeladung, so weisen
wir jedem Punkt des Raumes ein Potential o(7) zu mit

2
@(Fz)—wﬂ)r:/ E - d3, %E-ds*zo. (1.20)
1

Die Einheit des Potentials ist das Volt, benannt nach dem italienischen Physiker
Graf Alessandro Volta (1745-1827), 1V = 1kg m®/C s*. Da sowohl potentielle
Energie wie auch Potential nur bis auf eine additive Konstante zu bestimmen
sind, konnen wir beispielsweise () = 0 flir r — oo wihlen, wobei ,,00“ fiir
einen beliebigen feldfreien Punkt in grofler Ferne der Ladung steht. Wir wollen
wieder einige Beispiele berechnen.

1.4.1 Fadenpotential

Um ein Beispiel auch in seinem dritten Erscheinungsbild zu zeigen, berechnen
wir das Potential des unendlich langen, homogen geladenen Fadens. Dazu
fuhren wir die Probeladung auf einem Weg in der Ebene, in der auch der Faden
liegt. Da das elektrische Feld senkrecht zum Faden steht, tragt zum Weg nur
die Komponente in diese Richtung bei. Wir fithren die Ladung nun von einem
Punkt mit Abstand r; zu einem Punkt mit Abstand r9 zum Faden. Dann ist
fur die Potentialdifferenz

99(772)—99(771):/TQE(r)dr:/TQ MY A ). (121)

2megr 2meg

1.4.2 Ladungsverteilungen

Statt iiber das elektrische Feld konnen wir das elektrostatische Potential direkt
aus der Ladungsverteilung bestimmen. So erhalten wir fir eine Punktladung
und flir eine Ladungsverteilung aus einzelnen Punktladungen an den Orten 7;

o) = —2 b ¢(F):ZM, (1.22)

dreg |7 | dmeo|i — 7il

?
fur kontinuierliche Ladungsverteilungen

a dp(r’)
= 1.23
S«Q(T) /47T€0|F_F/|7 ( )

wobei flir dp(7') durch p(7")dV', o("')dA" oder A\(i"')ds’ zu ersetzen ist, jeweils
fur eine raumliche, flachige oder fadenformige Ladungsverteilung.
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1.4.3 Potential auf der Symmetrieachse einer homogen Kreisscheibe

Wir betrachten eine homogen geladene, kreisformige Scheibe, die in der zy-
Ebene liegt und deren Symmetrieachse mit der z-Achse zusammenfallt. Diese
Scheibe besitzt einen Radius R, und dieser raumlichen Einschrankung konnen
wir am besten gerecht werden, wenn wir die Flache in Kreisringe aufteilen.
Es ist dann das Flachenelement da’ = 27sds, der Abstand des Beobachtungs-
punktes auf der z-Achse zum Kreisring v/s? + 2?2 und somit

R
2rosds o
0,0,z) = — = — (V22 + RZ —/22). 1.24
w000 = [ TR T VA a2

Nahern wir uns der Scheibe, so bleibt das Potential endlich. Der Grenzwert ist

ocR
0,0,0) = —. 1.25

Fiir grofie Absténde liefert die Entwicklung in R?/z?

2 2
lim @(O,O,Z)%£<1+R——l> AL (1.26)

z—00 2¢c0 222 degz  4dmegz

von dort aus gesehen erscheint die Scheibe daher als Punktladung.

R
0 s
‘ z ‘ 0
/ZR

Abb. 1.6 Potential einer homogenen Kreisscheibe (Symmetrieachse und Rand)

1.4.4 Potential am Rand einer homogenen Kreisscheibe

Wieder teilen wir die Scheibe in Kreisringe um den Beobachtungspunkt auf.
Diesmal sind dies jedoch nicht volle Kreisringe, sie stoflen vielmehr bei einem
Winkel 6§ an den Rand der Kreisscheibe. Thre Flache ist also da’ = 26sds.
Andererseits gilt nach dem Satz des Thales s = 2R cos 8, wir erhalten also

(R0 0)—/2R 2005ds o /0 20(—2R sin 0)df = (1.27)
PELSE = 0 Aregs  4dmeg /2 St o :
= ﬂ Osinfdf = ﬂ{sim@—@cos@ = ﬂ.
TEo Jo TEQ 0 Teo

Vergleichen wir dies mit dem Potential im Zentrum der Scheibe, so stellen wir
fest, dafl das Potential zum Rand hin abnimmt. Ware die Scheibe aus leitendem
Material, so hatte das eine inhomogene Ladungsverteilung zur Folge.
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1.5 Die Energie des elektrischen Feldes

Werden positive von negativen Ladungen getrennt, so entsteht ein elektrisches
Feld. Gleichzeitig mufl Arbeit aufgebracht werden, um diese Trennung zu voll-
ziehen. Es ist daher sinnvoll, dem elektrischen Feld eine Energie zuzuordnen.
Um dies zu berechnen, betrachten wir ein gut zu behandelndes Beispiel.

o0) E(r) E(r)

Abb.1.7 Homogen geladener Luftballon

Ein Luftballon, der als homogen geladene Kugelschale mit veranderlichem Ra-
dius betrachtet werden kann, werde auf einen Radius rg aufgeblasen. Nach dem
Gauflschen Satz besitzt der Luftballon im Innenbereich kein elektrisches Feld,
das Auflenfeld gleicht dem Feld einer Punktladung ¢) und ist ebenso wie dieses
radialsymmetrisch. Die Gesamtladung () verandert sich durch das Aufblasen
nicht, also auch nicht das Auflenfeld. Betrachten wir fiir einen Moment die
Haut des Luftballons nicht als ebenes, sondern dunnes, aber ausgedehntes Ge-
bilde, so erfahrt ein Ladungsanteil dg = Q da/47r2 in dieser Schicht im Mittel
die Kraft
= 2 =
dF = %(E(ro—)  B(ro4))dg = ~@daEr __ Qndad g o

2. 477507“8 8777“3 . 477507“8

Das elektrische Feld erzeugt somit einen nach auflen gerichteten Druck

d|ﬁ| Q2 1 =
P da 871 - dmegr? 9°0 (ro+) (1.30)

Wird der Ballon weiter aufgeblasen, so fallt dies weniger schwer als bel ei-
nem ungeladenen Ballon, denn der Druck leistet zur notwendigen Arbeit einen
Beitrag

1 -
dW = pdV = §50132(7«0+)cﬂ/. (1.31)

Diese Energie wird dem Feld entzogen, denn dieses wird bei Volumenvergrofie-
rung um das entsprechende Volumen beraubt, das felderfilllte Auflenfeld in die-
sem Bereich also gewissermaflen durch das feldlose Innenfeld ersetzt, ohne dafl
sich das restliche Auflenfeld &ndern wurde. Die elektrische Feldstarke in diesem
Bereich war aber gerade E(rﬁ—). Verallgemeinern wird diese U'berlegung, SO
konnen wir schlieflen, dafl die Energie W eines elektrischen Feldes durch

1 -
W= o /EZ(F)dV (1.32)

gegeben ist.
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1.6 Vektoranalysis

Wir haben in den Abschnitten 1.3 und 1.4 den Flufl wie auch die Zirkulation
eines Vektorfeldes kennengelernt. Die Uberlegungen dieses Kapitels sollen nun
dahin gerichtet sein, diese Groflen auch lokal, also wiederum als Felder, zu
erklaren. Diese Lokalisierung geschieht durch Feingliederung des Integrations-
bereiches. Im folgenden gehen wir ganz allgemein vom Vorliegen eines Vek-
torfeldes F(F) aus, wobei wir annehmen wollen, dafl dieses Feld mindestens
zweimal stetig nach den Ortskoordinaten differenzierbar ist.

1.6.1 Fluf3 und Divergenz

Unterteilen wir ein Volumen V in zwei Volumina Vi und V5, so addieren sich
die zugehorigen Fluanteile,

@:/ﬁ-d&:/ﬁ-d&ﬁ/ F-dd,, (1.33)
S S1 Sy

da die Trennflache einmal als Einstrom- einmal als Ausstromflache Verwen-
dung findet, ihr Anteil also verschwindet. Die Flache S, die das Volumen V
umrandet, braucht nicht unbedingt geschlossen zu sein. Aufgrund der Addi-
tivitat des Flusses ist eine lokale Definition moglich. Wenig sinnvoll ist, hier
den Fluf} selbst zu nehmen, da dieser fur immer kleiner werdendes Volumen
verschwindet. Sinnvoll dagegen ist die Definition der Divergenz

— ]_ —
div F := lim —% F - da; (1.34)

als einer skalaren Funktion des Ortes. Umgekehrt erhalten wir fiir den Gesamt-

flul durch das Volumen V =5 V;

) 1 SR .3
q>_vll;§02mvi£i1?-dal_/ledev. (1.35)
Es ergibt sich also die mathematische Form des Gaufischen Satzes,
%ﬁ-d&:/ div F dV, (1.36)
S \4

wobeil S die Oberflache des Volumens V ist.

Abb. 1.8 Konstruktion der Divergenz
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Wie aber sieht nun die Divergenz in kartesischen Koordinaten aus? Um dies
entscheiden zu konnen, betrachten wir einen Quader der Kantenldngen Az, Ay
und Az. Der Mittelpunkt des Quaders liege im Punkt (z,y,z). Dann ist

6

=2 1 =
divF = ‘])lil'lo m Zq)“ q)l =F. dal. (137)

1=
So ist

OF.,
Oz

1 1
Poben = F.(z + §AZ)A$Ay R (FZ(Z) + §AZ ) AxAy (1.38)

1 1 F.
Punten = —F.(2 — §AZ)A:1;Ay ~ <—FZ(Z) + §AZ aa ) AzAy (1.39)
2

OF.,
Oz

= Doben + Punten = Az AJ;Ay (140)

und zusammengesetzt

.= oF, O0F, OF.
divF(x,y,z) = 9 + ayy—l— 5 (1.41)

1.6.2 Zirkulation und Rotation

Die Zirkulation T eines Vektorfeldes F ist ebenso wie der FluB eine additive

Grofle, es gilt
P:/ﬁ-d§:/ ﬁ-d§1+/ F.d3. (1.42)
P Py Py

Wir konnen also auch hier die Flache in kleine Sticke unterteilen und so
die Zirkulation lokalisieren. So definieren wir die Rotation (in Richtung der
Flachennormalen ;) als

— ]_ —
rot F-1; = lim —% F . ds;. (1.43)
A;—0 Al P,

Umgekehrt ist

) 1 = L = L. -
PZJ?EOZAZA_iﬁiF'dSZ_Alir—rioertF'nlAl_/ArOtF'd% (1.44)

es ergibt sich der mathematische Stokessche Satz

/ﬁ-dgz/rotﬁ-da, (1.45)
P A

(benannt nach dem englischen Physiker Sir George Gabriel Stokes (1819-1903))
wobel P der Weg uhrzeigergegenlaufig um die nach vorne gerichtete Flache ist.
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AX

Abb. 1.9 Konstruktion der Rotation

Auch hier wollen wir die Rotation in kartesischen Koordinaten berechnen. Dazu
betrachten wir ein Rechteck in der (x,y)-Ebene. Der Fldchennormalenvektor
weise in z-Richtung. Dann ist

4
=Y F-ds mit (1.46)
=1
1 1 F;
[rechts = Fy(x + —ASL’)Ay ~ Fy(l') + _AJ?Q Ay (147)
2 2 Ox
1 1 OF,
Dlinks = —Fy (2 — §A:L')Ay = (—Fy(:z:) + §A$8—;> Ay (1.48)
1 1 F,
Coben = Fu(y + 2Ay)Az ~ | —Fp(y) — —Aya Ax (1.49)
2 2 Jy
1. OF,
Cynten = Fx(y - —Ay)AIE ~ (Fx(y) — §Ay 9 ) Az (150)
Y
= I= OF, Ok AxAy (1.51)
ox y

Die Rotation ist also ein Vektor mit den Komponenten

rot I = Jy dz ' 0Oz or = Ox Jy

T
; <6FZ 0F, OF, OF. OF, an>‘ (1.52)

1.6.3 Differenz und Gradient

Wie eine Flache ein Volumen und ein Weg eine Flache einschliefen kann, so
schlieflen zwei Punkte einen Weg ein. So bildlich gesprochen ist die Berechnung
der Differenz

fr2) — () (1.53)

eine nahezu triviale, aber eben eine Fortsetzung der Problematik der beiden
vorangegangenen Unterabschnitte. Auch dieser Weg la8t sich in kleine Ab-
schnitte aufteilen, und wir definieren den Gradient als

grad f -1 = lim —(f(Fi1) — £(72)), (1.54)

5;—0 §;
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wobei t; der Tangentialvektor an das Wegstiick ist. Es ergibt sich hier

F() = f(7) = lim S si —(f(Fia) — £(72) =

s; —0 Sy

2
= Skiinoz:gradf ctis; = /1 grad f - ds. (1.55)
Zur kartesischen Berechnung des Gradienten betrachten wir ein Wegstiick in
Richtung der z-Achse. Dann ist
1 1
flo 3 de,2) — flr — SAey2) ~ DA (1.56)
folglich
af

(grad f)e = 5 (1.57)

und insgesamt

T
or o a_f> . (1.58)

gradf: (8:1; ’ a_yv 9z

1.6.4 Nabla-Operator und Laplace-Operator

Sowohl Gradient als auch Divergenz und Rotation lassen sich einheitlich be-
schreiben. Verwendung findet hier der Nabla-Operator

o o o\
= =, — ., = . 1.
v (8:1; T Oy’ 82) (1.59)

Der Nabla-Operator ist ein Differentialoperator, seine Komponenten wirken auf
die ,nach ithm® stehenden Funktionen. Laffit man diese Operatoreigenschaft
auler Betracht, so verhalt sich diese Grofle wie ein Vektor. So kann mit ithm
sowohl das Skalar- wie das Kreuzprodukt gebildet werden. Und gerade hierauf
beruht seine Bedeutung fur Divergenz und Rotation, denn es ist

V-F=divF und V xF=rotF, ferner Vf=gradf. (1.60)
Leicht fiberzeugt man sich von diesen Identitiiten, ebenso auch von
div(rot F) =V - (V x F) =0,  rot(gradf) =V x (Vf)=0. (1.61)
Die Kombination
div(grad f) = V-V f = Af (1.62)

verschwindet jedoch nicht identisch, sie definiert einen neuen Operator A = V2,
den Laplace-Operator. FEine Funktion f mit Af = 0 heiflit harmonisch und
besitzt die Eigenschaft, ihre Extrema lediglich auf dem Rand liegen zu haben.
In kartesischen Koordinaten besitzt der Laplace-Operator die Gestalt

o? o? o?

A = 502 + e + 52" (1.63)
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1.6.5 Vektoranalysis des elektrostatischen Feldes

Fir alle in diesem Abschnitt bisher besprochenen Groflen gibt es Gegenstiicke
in der Elektrostatik. Die entscheidenden Hinweise dafiir ergeben sich aus dem
(physikalischen) Gauflschen Satz in Form von Gleichung (1.11) und dem Sto-
kesschen Satz aus der Gleichung (1.20). Wir entnehmen ihnen und den mathe-
matischen Gegenstiicken die differentiellen Formen dieser Gleichungen,

— — ]_ —
/divEdV:%E-dc?:— pdV = divE=L = (1.64)
v s €oJv €0
/rotﬁ-dﬁzf E.di= = rotE =0. (1.65)
s P

Ferner entnehmen wir dem ersten Anteil von Gleichung (1.20) eine Konstruk-
tion des elektrischen Feldes aus dem Potential, wozu wir Gleichung (1.55) ver-
wenden:

2 2
@(Fz)—go(Fl):/gradgo-dg:—/ E-d3 = E=—grade. (1.66)
1 1

Wihrend sich Gleichung (1.65) direkt hieraus ergibt und damit zeigt, da8 E(F)
ein konservatives Feld ist (fiir das sich also ein Potential finden 148t), liefert
Gleichung (1.64) umgekehrt die Poissongleichung

Ap(r) = ——p(r). (1.67)

Zum Abschluf} leiten wir noch eine Beziehung her, die allgemeiner unter dem
Namen Greenscher Satz bekannt ist und in unserem Fall eine andere Formel
fur die Energie des elektrischen Feldes liefert. Dazu integrieren wir den Aus-
druck div(e grade) = V - (¢V) iber ein Volumen V. Der (mathemati-
sche) GauBlsche Satz liefert dann zusammen mit der Produktregel V - (fv) =

(V) -5+ F(V-5)

%@ch-dc_i:/ V-(@V@)dV:/(V@)de—I-/ eApdV &
S 1% 1% 1%

q , 1
—%c,oE-dc?:/szdV—g V,oc,odV. (1.68)

Ist das Volumen grofl genug gewahlt, dafl am Rand das Produkt aus Potential
und elektrischem Feld, das ja als Integrand auf der linken Seite der Gleichungs-
kette steht, verschwindet, so erhalten wir

W= %50/‘/EZ(F)dV = %/v,o(m@(ﬁ)dv. (1.69)



Vorlesung zur Physik II — Elektrodynamik ......................... Seite 19

2. Elektrostatik mit Leitern

2.1 Das Oberflachenfeld eines Leiters

Unter einem Leiter versteht man ein Material mit beweglichen Ladungstragern.
Die Atomphysik belehrt uns, dafl es sich bei diesen Ladungstragern um Elek-
tronen handelt, die nicht zur Bindung dienen (Valenzelektronen), sondern sich
in einem nicht voll aufgefilllten Energiebereich, dem Leitungsband, bewegen.
Doch diese atomaren Hintergrinde wollen wir vorerst unberticksichtigt lassen.

2.1.1 Feld einer geladenen Grenzschicht

Wie bereits im letzten Kapitel, so konnen wir auch allgemein U'berlegungen
anstellen, wie die Bereiche des elektrischen Feldes dicht iber und unter einer
geladenen Grenzschicht miteinander in Beziehung stehen. Eine Hilfestellung
bieten uns wieder Gauflscher und Stokesscher Satz.

In einem ersten Schritt legen wir eine
flache runde Dose in die Schicht und las-
sen deren Hohe schrumpfen. Der Gauflsche ,
Satz verknupft nun den Flu} des elektri- —
schen Feldes durch die Oberflache, die sich % ‘
nach dem Schrumpfungsprozefl nur noch auf =
Deckel und Boden konzentriert, mit der La- g

/E
3

dung im ebenfalls schrumpfenden Volumen.
Allgemein ist

= 1
%E-dc_i:— pdV. (2.1)

€o

Abb. 2.1 Normalenfeld der Grenzschicht

In unserem Fall besteht die linke Seite aus zwei Anteilen, die durch die

aufleren Flachenvektoren d; := @ und a2 = —da charakterisiert werden. Wir

wollen annehmen, dafl das elektrische Feld im Bereich der Dose jeweils konstant
sel. Dann ist

%E_) . dc_i = El . 61 + EZ . 62 = (El — EQ)C? = (El — EQ)ElCL. (22)

Auf der anderen Seite ist pdV = oda zu setzen, denn die Dose umschlief3t
schlieflich nicht viel mehr als ein Flachenstiick. Auch hier gehen wir von kon-
stanter Flachenladungsdichte aus. Dann ist

[rav=[adi=oa (2.3)

Insgesamt kiirzt sich die Flache heraus, doch nur die Projektion des elektrischen
Feldes auf die Flachennormale geht in die Gleichung ein, wir erhalten

El‘gL:EQ‘gL+_. (2.4)
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Nun betrachten wir einen rechteckigen
Weg, der teils dicht uber, teils dicht un- Ef s,
ter der Grenzschicht entlanglauft, und wie- | ‘
der lassen wir die zur Schicht senkrech- A
ten Wegstiicke schrumpfen. Der Stokessche S\'§,
Satz E,

%Ewﬁzo (2.5)
Abb. 2.2 Tangentialfeld der Grenzschicht

liefert also 1m wesentlichen nur Beitrage von den beiden zur Schicht parallelen
Wegelementen 57 =: s und s; = —3, die Integration liefert daher

Hier tragen nur die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes bei, und
da die Richtung von § beliebig zu wiéhlen ist, gilt fiir jeden Einheitsvektor €
parallel zur Grenzschicht

E\ & =E;-&. (2.7)
2.1.2 Abhangigkeit des Feldes von der Leitungseigenschaft

Die Vorgabe eines Feldes E, dicht unter der Grenzschicht bestimmt also eindeu-
tig das Feld E; dicht iiber der Grenzschicht. Im Falle des Leiters ist diese Vor-
gabe nun klar: Aufgrund der freien Beweglichkeit der Ladungstrager bewegen
diese sich so, daf sie sich im Kraftegleichgewicht befinden. Das bedeutet aber,
da das elektrische Feld im Leiter verschwindet. Knapp tuber der Oberflache

erhalten wir daher o

E="¢. 2.8
oL (2.8)

2.2 Aquipotentialﬂéchen

Die Tatsache, daf} die elektrischen Feldlinien senkrecht auf Metalloberflachen
stehen, hat Konsequenzen fur das Potential. Dieses berechnet sich ja bekannt-
lich ans Wegintegral iiber das elektrische Feld. Fuhren wir diesen Weg nun
dicht an der Oberflache entlang, so erhalt dieses Wegintegral keinen Beitrag,
da das Feld stets senkrecht zum Weg steht. Daher verandert sich das Potential
entlang der Oberflache nicht, besitzt einen konstanten Wert. Wir sprechen hier
von einer Aquipotentialﬂdche.

Das Konzept der Aquipotentialfliche ist auch allgemein zu verwenden:
Aquipotentialflichen sind Flichen konstanten Potentials in einem elektrischen
Feld, und diese stehen nach der eben vorgebrachten Begriindung stets senk-
recht auf den Feldlinien. Feldlinienbilder und Bilder der Aquipotentialﬂéchen
sind also aquivalente Darstellungen des elektrischen Feldes. Man gewinnt das
elektrische Feld aus dem Gradienten des Potentials,

E = —grad o, (2.9)

denn dieser steht eben senkrecht auf den Aquipotentialfiichen und weist in
Richtung des steilsten Anstiegs des Potentials.



Vorlesung zur Physik II — Elektrodynamik ......................... Seite 21

2.2.1 Als Konsequenz: Der Faradaysche Kafig

Die Eigenschaft einer Leiteroberflache (und tiberhaupt jeder leitenden Verbin-
dung), Aquipotentialﬂéche zu sein, hat unmittelbar praktische Konsequenzen.
Eine davon ist die, dafl man vollstandig von einem Metallgertist umgebene
Raume vor elektrostatischen Einfliissen von auflen schiitzen kann. Im Alltags-
leben bedeutet dies, dal ein Mensch in einem Auto mit Metallkarosserie gegen
Blitzeinschlage gefeit ist. Ein solches Metallgeriist oder Kafig wird allgemein
als Faradayscher Kafig bezeichnet.

Die beschriebene Konsequenz lafit sich rein mathematisch begriinden. Das
Potential des Innenraums eines solchen Kafigs ist Losung der ladungsfreien
Poissongleichung oder Laplacegleichung

2 2 2

Ap — 0 929 N 0 ¢ N 0 ¢

Oz oy? = 0z?

mit der Randbedingung, dafl das Potential am Rand einen konstanten Wert

o besitze. Es handelt sich um ein Dirichletsches Randwertproblem, das sich

eindeutig 16sen 148t. Die (mogliche) Losung ¢(x,y,2) = o ist damit auch die

einzige, das elektrische Innenfeld verschwindet, ganz egal, wie die Ladungen im
Metall durch Feldeinfliisse von auflen verschoben sein mogen.

2.2.2 Die elektrostatische Influenz

=0 (2.10)

Die Ladungsverschiebung, die beim Wirken einer aufleren Ladung auf eine Me-
talloberflache auftritt, laflt sich mit Hilfe eines Elektrometers messen. Es han-
delt sich dabei um eine Metallnadel, die mit ihrer Authangung leitend verbun-
den ist. Wird das Elektrometer nun geladen, so stoflen sich Ladungstrager auf
Nadel und Authangung gegenseitig ab, es kommt zum Ausschlag des Mefinstru-
ments. Mit diesem einfachen Gerat, das jedoch nicht das Vorzeichen der La-
dung anzeigt, wies Michael Faraday diesen Ladungsverschiebungseffekt nach,
den er elektrostatische Influenz nannte. Eine solche Versuchsreihe ist in Ab-
bildung 2.3 dargestellt. Als Reservoir fur Ladungen wirkt hier die sogannte
»Erde”, ein gentigend grofler elektrischer Leiter mit dem Potential ¢ = 0. Der
Kasten, zwischenzeitig ,,geerdet®, also mit dieser ,Erde® in Kontakt gebracht,
wird elektrisch neutral.

Kunststoffstab U Glasstab

o+
o+

PR

Vol

Elektrometer

Abb. 2.3 Experimentierkette zur elektrostatischen Influenz
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2.2.3 Das Feldelektronenmikroskop

Das Feldelektronenmaikroskop enthalt als Kernstick zwei metallene Kugeln sehr
unterschiedlicher Grofle, die leitend miteinander verbunden sind. Mit Hilfe die-
ser Anordnung gelingt es, auf der kleineren der beiden Kugeln eine hohe La-
dungsdichte und damit ein besonders starkes elektrisches Feld zu erzeugen. Im
Feldelektronenmikroskop bewirkt das elektrische Feld den Austritt von Elek-
tronen. Diese passieren eine Probe (beispielsweise Wolfram) und geben auf
einem Fluoreszenzschirm ein nach dem deutschen Physiker Max Felix Theodor
von Laue (1879-1960) benanntes inverses Bild des Kristalls wieder.

Ausgangspunkt fir die Rechnung ist die Tatsache, dafl die Oberflache der
gesamten Anordnung eine Aquipotentialflache darstellt. Es sei ¢; die Ladung
der kleinen und ¢, die Ladung der groflen Kugel und r; bzw. rg ithre Radien.

Dann ist
r .
0 = @ _ P SN —1, jedoch
dreory dregrsy p) T2
o Areors r2 r E o1 &€ r
A4 TR 4R LA R (g
oy 4rmeory @ G2r{ T1 Ey eoo2 1

2.3 Die Methode der Bildladung

Eingeladen werden soll zu folgendem Gedankenezperiment:

Zwei Ladungen ¢ und —g¢ seien in den Punkten (0,0, k) und (0,0, —h) befestigt.
Aus Symmetrietiberlegungen konnen wir schlieflen, daf die Aquipotentialfliche
des Feldes dieser Ladungen, die durch den Ursprung geht, eben ist und senk-
recht zur z-Achse steht, und das das Potential dieser Flache ¢ = 0 ist. Aus
diesem Grunde konnen wir an dieser Stelle eine geerdete diinne Platte einschie-
ben, ohne daf sich das Potential und mithin das elektrische Feld andert. Durch

dieses Feld werden jedoch in der Platte Ladungen getrennt.

Nun streuen wir Watteflusen auf die Ladung bei (0,0, —h). Diese werden
an der Punktladung aufgeladen und fliegen zur Platte, wo sie wiederum ent-
laden werden. Das Potential der Platte édndert sich dadurch nicht, da sie ja
geerdet ist. Der Halbraum z < 0 wird dadurch feldfrei, die Situation ist nun
nur noch von einer Punktladung und einer geerdeten Platte bestimmt. Diese
kann nun auch jede beliebige Dicke besitzen.

Abb. 2.4 Schritte des Gedankenexperiments




Vorlesung zur Physik II — Elektrodynamik ......................... Seite 23

Wir konnen die ganze Angelegenheit aber auch umdrehen: Statt das Feld einer
geerdeten Platte mit einer Punktladung zu berechnen, konnen wir ebensogut
eine fiktive Punktladung mit entgegengesetztem Vorzeichen durch Spiegelung
an der Leiteroberflache ,erzeugen® und deren Feld mit dem der Punktladung
uberlagern. Diese Ladung wird aus diesem Grunde als Bildladung bezeich-
net. Wir wollen das eben betrachtete Beispiel berechnen und tberlagern dazu
die (in Zylinderkoordinaten dargestellten) elektrischen Felder von Ladung und
Bildladung,

+q (2 Fh)e. +ré,

47750\/ Z:Fh —I-T)

Zusammen mit Gleichung (2.8) ergibt sich das Gesamtfeld und damit die Fla-
chenladungsdichte auf der Metallflache z =0

Ei(r,¢,2) = (2.12)

) —2 hgz al\r, .
E(T,qb,()) = E+(T,¢,O) + E—(r7¢70) - dmeg (;ZLZ + 7“2)3 - (€0¢) €z
—qh
= o(r,¢)=o0(r) = o (h§+ s (2.13)

Um das Prinzip der Bildladung zu prufen, berechnen wir die Gesamtladung auf

der Metalloberflache. Es ergibt sich

/ J qb/ rdr b > rdr
— odaq = —— = — - =
qr /(h2+r2)3 q o (h2 +12)3

0
= qh/ dp = ¢h(0 — %) = —¢ mit der Substitution (2.14)
1/h
1 1 —rdr
— - — = dp = ——. 2.1
p(r) T p(0) =, plec) =0, dp R (2.15)

Die Gesamtladung der Oberflache ist also gleich der fiktiven Punktladung, von
der wir ausgegangen waren. Die berechnete Flachenladungsdichte kann uns
nun wiederum dazu dienen, die Kraft der Oberflache auf die Punktladung zu
berechnen. Es ist dies

P 4 / o(r)(he. —ré,)da  qhe. / qb/ r)rdr
Cdmeg Ju (2 + 12 4meo VI h2 T 12
2125 poo 272> _
qhez/ rdr :qhezl/ dr — q*e. (2.16)
47750 0 (h2 —|—T2)3 47750 4 1/h4 47750(2h)

Dabei fiel die Integration tuber die Radialkomponente des Ortsvektors weg,
ferner benutzten wir die Substitution

_ 1 1 —4r dr
(h2 + 7“2)27 T(O) = 74 T(OO) =0, dr = ——=. (2.17)

T(r) = EEE
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Wir erkennen, dafl dies die Kraft ist, die sich die beiden Punktladungen ¢
und —¢q im Abstand 2k angezogen hatten. Also greift auch hier das Modell.
Mit der gleichen, aber entgegengesetzten Kraft wird die Oberflache von der
Punktladung angezogen. Sie ist damit also nicht gleich der Kraft, die das
elektrische Feld auf die Ladungsverteilung austiibt, sondern gerade die Halfte
und steht mit der Energiedichte des elektrischen Feldes in Verbindung:

1 1 1 >
Fz = _/ UEzda =35 / (50E2)E2da - _50/ Ezda' (218)

Dies hat erneut seine Begrindung darin, dafl das elektrische Feld auch einen
Anteil der Platte enthalt, die jedoch nicht auf sich selbst zurtickwirken kann.

2.4 Plattenkondensator und Kapazitat

Der Plattenkondensator wird idealisiert beschrieben durch die Aneinanderlage-
rung zweler unendlich ausgedehnter homogen geladener Platten unterschiedli-
chen Vorzeichens. Diese Anordnung ist auch als Anordnung von Leitern stabil,
da eine homogene Ladungsverteilung ein homogenes elektrisches Feld erzeugt,
welches wiederum fiir eine homogene Ladungsverteilung auf der anderen Platte
sorgt. Im Normalfall wird eine solche Situation nattirlich nie erreicht, aber ein
endlich ausgedehnter Kondensator mit hinreichend dicht aneinanderliegenden
Platten wird hierdurch bereits recht gut beschrieben.

Das elektrische Feld einer Einzelplatte ist vom Abstand unabhangig und
besitzt die GroBe E = o€ [2e9. Flr zwei nebeneinanderliegende Platten mit
entgegengesetzt gleicher Flachenladungsdichte bedeutet dies, daf} sich das Feld
im Auflenbereich weghebt, wahrend es sich im Innenbereich zu

E=2¢ (2.19)
€o

addiert. Die Potentialdifferenz oder Spannung der Anordnung ist

t d
U:¢+—¢_:/ Edi="25 (2.20)

€o

fur einen Plattenabstand d. Bei einem Kondensator mit endlicher Ausdehnung
koénnen wir schlieBlich die Ladung (einer Platte) mit der Spannung in Verbin-
dung bringen, indem wir die Gleichung (2.20) {iber die Fléche integrieren. Wir
erhalten

A
Q:/AadazaA:%U::CU. (2.21)

Die Proportionalitatskonstante €' wird als Kapazitat bezeichnet und nach Mi-
chael Faraday in der Einheit Farad (F) angegeben. Ublicher sind jedoch die
Einheiten Mikrofarad (¢F'), Nanofarad (nF') und Picofarad (pF).
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2.4.1 Energie des Plattenkondensators

Die Energie des Plattenkondensators lafit sich wieder anhand eines Gedanken-
experiments bestimmen. Dazu entferne ich aus der, sagen wir, unteren Platte
ein Quantum an Ladung und bringe sie auf die obere Platte, wo sich diese La-
dung gleichmafig verteilt und mit den entgegengesetzt geladenen ,,Lochern® auf
der unteren Platte ein elektrisches Feld aufbaut. Die Arbeit ist beim nachsten
Transport nun gegen dieses elektrische Feld, also die Spannungsdifferenz zu
leisten. Differentiell ergibt sich fur die zu leistende Arbeit

AW =U(Q)dQ = %d@. (2.22)

Diesen Vorgang fiihren wir so lange aus, bis die gewtinschte Ladung auf der obe-
ren Platte vorhanden ist. Die geleistete Arbeit und damit die Energie des elek-
trischen Feldes ist gleich dem Integral {iber den Ausdruck in Gleichung (2.22),

1 /9 o, 1 5, 1 1., .,

Dricken wir die Kapazitat durch ihr geometrischen Eigenschaften, die Span-
nung aber durch die elektrische Feldstarke aus, so gelangen wir erneut zur
Energie des elektrischen Feldes,

A 1
LR = SegE? - Ad (2.24)

1 2
W= §CU 2d 2°

2.4.2 Kraft zwischen den Kondensatorplatten

Die Kraft zwischen den Kondensatorplatten bestimmt sich am bequemsten
nach dem Prinzip der virtuellen Verrickung. Dieses Prinzip geht davon aus,
dafl der Energiezuwachs des elektrischen Feldes durch die Arbeit geleistet wird,
welche die Platten um eine Differenz Ad weiter auseinanderrickt. Dabei ist
von Bedeutung, ob die Ladung auf den Platten oder die Spannung konstant
gehalten wird. Bei konstanter Ladung ergibt sich

Q? 1, d Ad  Q* Ad
Al = A(QC) QQ A(goA)_ QQ oA 2C d = FAd (2:25)
und damit
Q71 21
= —CU —QE (2.26)

S 20d 2

Bei konstanter Spannung ergabe sich, betrachteten wir nur den Kondensator
fur sich, eine Absenkung der Energie:

1, Ad ,Ad
):—§U 5014.? :——CU d .

A
AW = A5 Leo?) = U2A(5°—

; (2.27)
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Hinzu kommt nun jedoch die Energie der Batterie. Durch das Auseinanderzie-
hen der Platten wird ebenfalls die Ladung auf den Platten verringert,

A Ad
AQ =UA(ZF) = —Q=r, (2.28)
d d
so daf} diese zur Batterie zuruckflielen und ihre Energie um
Q+AQ Ad
AWpg = / UdQ' =UAQ = UQ— = CU*— y (2.29)
Q

erhohen kann. Auch das Feld der Batterie zahlt zum Feld, das durch das

Auseinanderziehen der Platten verandert wird. Es ist daher

Ad Ad _ 1 Ad
y + CU*—- y CU2 - = FAd, (2.30)

AW + AWp = ——CU2
also wie bisher F = §QE.
2.4.3 Abweichungen vom idealen Plattenkondensator

Eine Tabelle soll die Abweichung der Kapazitat C eines Kondensators mit
kreistformigen Platten des Radius R von der Kapazitiat Cy = g A/d des idealen
Plattenkondensators darstellen.

R = 5d 20d 100d
C =11.286C) | 1.167C | 1.023C)

2.4.4 Kondensatorschaltungen

Kondensatoren lassen sich als Schaltelemente verwenden. Thr spezifische Ei-
genschaft ist es, Ladungen zu speichern. Dies druckt sich durch die Angabe
der Kapazitat aus. Man kann leicht die Kapazitat einer Zusammenschaltung
von Kondensatoren berechnen.

Bei der Parallelschaltung der Kondensatoren liegt an jedem Kondensator
dieselbe Spannung. Daher ist die Gesamtladung auf allen Kondensatorplatten

Q=Y Q=> CU=CU = C=) C. (2.31)

Bei der Serienschaltung ist aufgrund von Ladungstrennung die Ladung jeweils
zweler Kondensatoren gleich. Daher ist hier die Gesamtspannung

U= ZU ZC : = %:Zgi (2.32)

o] To o I o T
e L T

Abb. 2.5 Parallel- und Serienschaltung von Kondensatoren
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3. Elektrostatik mit Materie

Schieben wir zwischen die Platten eines Kondensators nichtleitende Materie,
so verandert sich die Kapazitat. Es gilt

A
C’:&sog. (3.1)

Material: | Luft |Kochsalz | Germanium | Wasser | Pyrexglas
e =11.0006 6.1 16.7 80 4

Auch auf nicht frei bewegliche Ladungstrager hat das statische elektrische
Feld also einen Einfluf. Wir wollen in diesem Kapitel zu erklaren versuchen,
wie diese Wirkung auf die nichtleitende Materie, hier Dielektrikum genannt, im
Detail vor sich geht und wie sich dadurch die makroskopischen Groflen andern.

3.1 Entwicklung nach Momenten

Wie ein Dielektrikum geladen? Zunachst einmal ungeladen, wird man sagen
— und damit eigentlich recht behalten, wenn man diese Materie aus weiter
Entfernung betrachtet. Doch rickt man naher heran, so kann man leichte
Unebenheiten erkennen. Sie werden durch die Ladungsdlchte p(7) berschrieben
und haben Auswirkungen auf das elektrostatische Potential,

. 1 p(r")dV’
= 3.2
#(F) dreg |7 — 7| (3:2)
Wir schreiben nun |7 — 7| = V/r2 + 72 — 2rr/ cos § und entwickeln dies in

die Grole r' /r, die fiir grofle Abstédnde von der Ladungsverteilung klein wird.
Dabei verwenden wir die Formel

1 1 3
~1—= e 3.3
T+ 3" Tt T (33)
Es ergibt sich
(rHdv’
() / -
47750 Vr? + r’2 2rrl cosf

/ _’/)dvl

477507“ V1-2( ’/r cos 0 + r'? [r?
1 . ! 7“/2 37“/2 )

— /p(r’)<1+7cos9—2—2—|—2r2 COS 9—|—...>dV’:

dmegr r

]‘ —/ / T/ -/ /
= ([ etFav 4 [ v

r? (3, 1 -
—I—/r—2<§cos 9—§>p(r’)dvl—|—... >:

K K K
= 0 4 14 4 (3.4)

dregr  dmegr?  dmwegr?
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3.2 Das Dipolmoment

Der Koeffizient Ky ist die Gesamtladung, die nach Annahme verschwindet.
Nachstwichtiger ist damit K. Mit Hilfe der Beziehung r- 7' = rr’ cos 6 lafit
sich dieser Koeffizient in ein Skalarprodukt umschreiben, es gilt

—

7

— =

T

/ p(Fdv! = L

dregrd’

(3.5)

1
01(7) /p(F’)rr’ cosBdV' =

dregrd

dregrs

Der Vektor
p= /,o(F)FdV (3.6)
wird als elektrisches Dipolmoment bezeichnet. Es wird ideal realisiert durch

zwei gleich grofle, entgegengesetzte Punktladungen im Abstand §. Diese Punkt-
ladungen lassen sich beschreiben durch die Ladungsdichte

} 1. 1
p(r) = ¢d(r = 55) = g8 (7 + 55). (3.7)
Wir berechnen dafir
o L 1. Lo 1. 1. 1 .
p= q/5(r - 38 yrdV — q/5(r + 53)rdV =q55 - q§(—3) =g¢s. (3.8)

3.2.1 Feld eines elektrischen Dipols

Nun wollen wir das elektrische Feld bestimmen, das ein Dipol erzeugt. Es
ergibt sich aus dem Gradienten des Potentials, und diesen konnen wir zunachst
ganz allgemein bestimmen,

Lo P 37(p-7) —r’p

() st (47750r3 > dmeqr? (39)
Fiir einen idealen Dipol p = ¢§ koénnen
wir noch das elektrische Feld in Richtung
des Dipols und senkrecht dazu bestimmen. !

Dazu legen wir den Dipol entlang der z-
Achse symmetrisch zum Ursprung und be-

rechnen $ $
F(0,0,2) = 245 d (3.10)
2= dregz? b '
E(z,y,0) 4 (3.11)

dreg(a? +y2)3/2
Abb. 8.1 Feld eines elektrischen Dipols

Das Feld in der Aquatorialebene ist also in gleicher Entfernung halb so grof
wie dasjenige entlang des Dipols und weist in die entgegengesetzte Richtung.
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3.2.2 Kraft auf einen elektrischen Dipol

Ist der Dipol in ein elektrisches Feld gesetzt, so wirkt auf ihn eine Kraft. In
einem homogenen elektrischen Feld ist die Kraft auf positive und negative La-
dung des Dipols entgegengesetzt gleich grofi. Daher wird der Dipol nicht von
der Stelle bewegt, sondern gedreht. Es wirkt ein Drehmoment

N:ZF}><Fi:§§><qE—|—§(—§)><qE:q§'><E:ﬁ><E. (3.12)
Liegt der Dipol parallel zum elektrischen Feld, so verschwindet das Drehmo-
ment. Das elektrische Feld sorgt bei vorhandener Dampfung also fur eine Awus-
richtung des Dipols entgegengesetzt zum Feld. Besafl der Dipol zu Beginn einen
Winkel 6y zu diesem, so ist die Einstellenergie gegeben als

fo fo
W = Ndez/ pEsinfdf = pE(1 — cosby). (3.13)
0

0

Bei Drehung um 180° wird diese am grofiten, W = 2pE. Ist das elektrische
Feld dagegen inhomogen, so konnen noch zusatzliche Krafte wirksam werden.
Die Kraft auf einen idealen Dipol bei 7 ergibt sich durch Entwicklung nach der
Ausdrehnung des Dipols. Dazu verwenden wir die verallgemeinerte Fourierreihe
in drei Dimensionen fiir eine Funktion f(¥), wobei diese Funktion auch ein
Vektorfeld sein kann. Es gilt fir diese Funktion

F(F 4+ AF) = flo + Az,y + Ay, = + Az) =

of of of
= s J —I_A a ‘I’A - ‘|‘A ~
f(l' y Z) xal’ (z,y,2) yay (z,y,2) ZaZ (z,y,2)
= f(Z)+ (AZ- V) f(Z). (3.14)
Damit ist
oo - 1, - 1,
F(r)=qE(+ 53)—|—qE(r— 53) =
= _, ]_ = = = ]. — =
= qE(r) + 54(s- V)E(F) = ¢E(7) = 54(=5 V)E(r) =
= ¢(7- V)E(F) = (5- V)E(7) (3.15)

3.2.3 Das elektrische Quadrupolmoment

Der Koeffizient K5 laBlt sich nicht mehr als Skalarprodukt zweier Vektoren,
vielmehr als ein Produkt eines Tensors mit zwei Radialvektoren beschreiben.
Dieser Tensor wird als Quadrupolmoment bezeichnet. Uns soll hier vor allem
der ideale Quadrupol interessieren. Er besteht aus einem Quadrat von betrags-
gleichen Ladungen, die sich von Ecke zu Ecke in ihrem Vorzeichen abwechseln.
Daraus lafit sich schon erkennen, dafl ein nachster Term ein Seztupolmoment
enthalt, dessen Idealform in einem gleichseitiges Sechseck realisiert ist, usw.
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Zur Berechnung eines idealen Quadrupol-
moments legen wir positive Ladungen in
die Punkte (4a/2,0) und negative in die T
Punkte (0,4+a/2) der Ebene. Dann ergibt o

sich mit

ple,y) = ¢d(x —a/2)d(y)+  (3.16) a a
—q6(x)d(y —a/2)+

+ qd(z +a/2)é(y)+ 7@

—qd(x)d(y +a/2)

Abb. 3.2 Ein idealer Quadrupol

der Koeffizient zu

2
Ky = %(?mosze— 1— 3c0s2(9 — g) + 1+

2
3

—|—3cos2(9—ﬂ') —1 —3c0s2(9— 777)—|— 1> =

3qa®

=z (cosze—sinze) =
.

(3.17)

fiir einen Beobachter in der Ebene am Punkt (x,y). In Tensorschreibweise ist
das Quadrupolmoment

Q= /,o(F) (;F@@ - %ﬂ) dv. (3.18)

3.3 Das elektrische Feld vieler Dipole

Zusammengenommen erzeugen Dipole, die von einem elektrischen Feld aus-
gerichtet oder erzeugt werden, ein neues Potential und damit ein elektrisches
Feld, das dem Ausgangsfeld entgegengerichtet ist.

3.3.1 Feld einer homogenen Dipolschicht

Wir betrachten die Dipole in einer Materieschicht zwischen zwei Kondensa-
torplatten. Sie werden ausgerichtet durch das homogene Feld dieser Platten.
Gehen wir zu einer kontinuierlichen Verteilung der Dipole ein, so 1lafit sich das
Dipolmoment eines Volumenelements dV' durch die Dipolmomentendichte oder
Polarisation P beschreiben, dp = PdV. Zur Berechnung teilen wir den Isolator
zwischen den Kondensatorplatten in schmale Saulen des Querschnitts da par-
allel zur Polarisation ein. Diese Richtung bezeichnen wir als z-Achse und legen
den Beobachtungspunkt in den Ursprung des gewéahlten Koordinatensystems.
Dann gilt fir jede solche Saule

_/Z1 redp _/Z1 zPdadz B
b= ., Admeord . Ameo(RE +22)3/2
Pda Pda
— (3.19)

 dmeg/R? + 27  dreg\/R2 + 23
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Wir erhalten hier das Feld zweier Punktladungen der Grofle P da. Die Super-
position der Saulen liefert damit nichts anderes als das Feld einer Doppelschicht
mit Flachenladungsdichte o = P. Nach auflen hin wirkt die polarisierte Schicht
also wie ein Plattenkondensator. Damit ist aber auch das mittlere makrosko-
pische Feld im Innern das eines Kondensators, es gilt

— —

- P - ~ ~ ~ P
Ep = —— und damit FEges = Eext + Ep = Eext — —. (3.20)

€0 €o
Die induzierten Ladungen sind im Gegensatz zu den freien Ladungen auf den
Kondensatorplatten gebundene Ladungen, da sie sich nicht aus dem Dielektri-

kum losen konnen.
3.3.2 Feld einer homogen polarisierten Kugel

Wir betrachten eine homogen polarisierte Kugel des Radius rg. Sie besitzt nach
auflen insgesamt das Dipolmoment
dr 4 =

Damit ergibt sich ein Auflenfeld von
3 P2
B rg P-r B
= — . 3.22
en(F) = 328 7] g (3.22)

Anders im Innern der Kugel. Stellen wir uns die Polarisation einfach als eine
Verschiebung zweier geladener Kugeln gegeneinander vor, so gilt fur jede dieser
Kugeln der Gaufische Satz, d.h. es wirkt jeweils nur der Anteil der Ladung,
der innerhalb der Kugelschale liegt, auf welcher der Beobachtungspunkt sitzt.
Dasselbe gilt dann auch fur die Polarisation. Zum Potential tragt also nur die
Polarisation der verkleinerten Kugel bei, die nun den Wert
= 4?777“3]3 (3.23)
besitzt, es ergibt sich damit
1 = ~ 1
@D(F):%(P-F) = Ep(i)= %P. (3.24)
Das Potential stimmt auf der Oberflache der
Kugel uberein. Das ist eine Konsequenz
der Laplacegleichung. Jedoch sieht das elek-
trische Feld auflen sehr viel anders als das
homogene Feld im Innern aus. Berechnen
wie es mit Hilfe von Gleichung (3.9) fir
oberflachennahe Punkte auf der Polarachse

und in der Aquatorialebene, so erhalten wir
bis auf den Volumenfaktor dieselben Ergeb-
nisse wie in Gleichung (3.10) und (3.11):

Abb. 3.3 Homogen polarisierte Kugel

—

2 —

E(0,0,z) = —P fir z —rg, z > 1o (3.25)
350

— ]_ —

E(x,y,0) = _%P fir 22 +y? — r2, 2* +y? >l (3.26)
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3.4 Der Plattenkondensator mit Materie

Wir haben erkannt, dafl eine dielektrische Schicht ein dem auflen angelegten
elektrischen Feld entgegengesetztes Feld aufbaut. Was fur makroskopische Kon-
sequenzen hat dies nun? Berechnen wir dazu das effektive Gesamtfeld zwischen
den Kondensatorplatten und die sich daraus ergebenden mefibaren Groflen.

3.4.1 Die elektrische Suszeptibilitat

Es ist nicht das urspringlich vorhandene elektrische Feld EO, sondern das nach
Einfiigen des Dielektrikums entstandene Feld E, das mit der Polarisierbarkeit
P in Beziehung gesetzt wird,

—

P = xpeokE. (3.27)

Die Proportionalitatskonstante x g heiflt (makroskopische) elektrische Suszep-
tibulitdt. Setzen wir dies in Gleichung (3.20) ein, so erhalten wir

—

0
Das Feld ohne Dielektrikum ist also um einen Faktor ¢ hoher, der als Di-
elektrizitat bezeichnet wird, eine materialabhangige Grofle, von der bereits zu
Beginn des Kapitels die Rede war und von der verschiedene Werte angegeben
wurden. Umgekehrt gilt naturlich, daf3 das elektrische Feld des leeren Kon-
densators durch das Dielektrikum um den Kehrwert des Dielektrizitatswertes
abgeschwacht wurde. Das hat Konsequenzen fur die Kapazitat des Kondensa-
tors. Zunachst ergibt sich fur die elektrische Spannung
E U,
U=Ed="d=22, (3.29)
€ €
diese nimmt also ab. Da sich jedoch an der Ladung auf den Kondensatorplatten
nichts dndert, fihrt diese Spannungsabnahme zu einer Erhohung der Kapazitat,
Q _eQ

C=r=17=Co (3.30)

Durch Wahl geeigneter Dielektrika lait sich also die Kapazitat eines Konden-
sators betrachtlich erhohen.

3.4.2 Die Claudius-Masotti-Gleichung

Wie schon bemerkt, handelt es sich bei ygp um die makroskopische Suszep-
tibilitat. Sie berechnet sich mit Hilfe eines makroskopisch gemittelten Feldes
E, .. Doch wie sieht es mikroskopisch aus? Wir bezeichnen mit Elok das lo-
kale Feld am Ort des induzierten Dipols, um den wir in Gedanken eine Kugel
legen. Dann wirken auf den Dipol einmal das effektive elektrische Feld seiner
Umgebung ohne dasjenige der Kugel und das exakte Feld der Kugel selbst,

Eiox = FEeg — Eeff(Kugel) + E(Kugel). (331)
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Nehmen wir fur die Umgebung eine kubische Symmetrie an, so verschwindet
letzteres Feld. Jedoch wissen wir aus den Betrachtungen zur polarisierten Voll-
kugel, Gleichung (3.24), dafl das effektive elektrische Feld der homogen polari-
sierten Kugel den Werte Eeg(Kugel) = —P/3eq besitzt, wobei die Polarisation
wiederum vom effektiven elektrischen Feld der Umgebung abhangt. Damit ist

P 1
Biok = Eeft + o— = (L + s XE) Eert = (1 + Est  (3.32)

e—1 _2—|—5
3co 3 N

3 3

Schlieflich 1aBt sich ein Zusammenhang zwischen der mikroskopischen Polari-
sierbarkeit «, die sich in p = a Ejox wiederfindet, und der makroskopischen
Suszeptibilitat herstellen. Ist N die Teilchendichte, so gilt einerseits

2 — — — —
et E., andererseits P =P = ypgeoFEesr, (3.33)

ﬁzNozElok =N«

Also schliefilich
g—1 B Na
e+2  3g

(3.34)

Diese Gleichung ist die Clausius-Masotti-Gleichunyg.

3.4.3 Die elektrische Verschiebungsdichte

Nach dieser Reise in den Mikrokosmos kehren wir auf makroskopische Bereiche
zuriick. Das Feld Ey ohne Dielektrikum hat auch eine physikalische Bedeu-
tung, wenn das Dielektrikum dazwischentritt. Es ist an die freien Ladungen
gebunden, die im Gegensatz zu den gebundenen Ladungen durch die Verschie-
bung der Leitungselekronen gebildet werden. Mit der gleichen Einheit wie die
Flachenladungsdichte definieren wir somit die elektrische Verschiebungsdichte

— — — —

D :=eoEy = coE + P = ccyE. (3.35)
Mit dieser Grofe 18t sich Gleichung (3.20) auch schreiben als

E = i(13—13), (3.36)

€o

was die gegenseitige Abhéangigkeit noch klarer zum Ausdruck bringt. Es gilt
ferner das Gauflsche Gesetz in einer neuen Form,

div D = pprei. (3.37)
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3.4.4 Energiebetrachtungen

Bisher haben wir ohne Materie die Energie des elektrischen Feldes als
1 n
W = 560 E<dV (3.38)

geschrieben. Wovon hangt sie nun ab, da Materie vorhanden ist? Die Energie

//"’tot )00 (™) et 1 (3.39)

dreg | — 1|

1st zunachst einmal

Dies ergibt sich aus Gleichung (1.69) bei explizit angegebenem Potential (7).
Beide Ladungsdichten sind totale Dichten, die sowohl freie Ladungstrager wie
auch induzierte Ladungen enthalten. Eine Anderung des elektrischen Feldes
und damit eine Anderung der Energie dieses Feldes ist aber nur durch die
Veranderung der Ladungsverteilung freier Ladungstrager moglich. Daher ist

5 I‘el (e} (e} 5 I‘el !
// pixei (M)P1ol(T) yur iy L //'0“ il T)dV’dV:
47750|r—r | dreg|r — 7|

/ [ el av = [ Sy hn(F)aV =

dreg|r — 7

= / div(§D(F)) 1o (F)dV = / §D(7) - grad oo (7)dV =

= /55(?) - E(7)dV (3.40)
und damit (wegen D ~ E)

L[ o o
- §/D(r)-E(r)dV. (3.41)

3.5 Ein abschlielendes Experiment

Zwischen die Metallplatten eines Kondensa-

tors wird eine Platte aus Acrylglas gesenkt.
Zu beobachten ist bei festgehaltener Span-
nung eine Erhohung der Ladungsmenge, die
nach Abklemmen der Spannungsquelle an
einem Elektrometer gemessen werden kann,

bei vorgegebener Ladung auf den Platten je-
doch eine Abnahme der Spannung. Beides
deutet auf eine Zunahme der Kapazitat des

—©

Kondensators hin. Abb. 3.4 Messung der Kapazitdat mit Materie
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4. Elektrische Strome

Bisher haben wir ruhende elektrische Ladungen betrachtet, also die Statik elek-
trischer Vorgange. Ladungen sind aber in vielen Fallen in Bewegung:

1. Im Vakuum einer Kathodenstrahlrohre, welche die Grundlage des Fern-

sehbildschirms bildet, konnen Elektronen aus einer Glihkathode austreten
und durch den freien Raum fliegen, bis sie auf die Anode oder aber an ihr
vorbei auf den Bildschirm fallen.

. Bei der Gasentladung entstehende Ionen bewegen sich im elektrischen Feld.

. Tonen in einer Flussigkeit, beispielsweise in einer Salzlosung, werden durch
eine elektrische Spannung zu Wanderungen angeregt. Dazu folgen gleich
einige Experimente.

. Elektronen und Ionen wandern in Festkorpern. Dies konnen Leiter wie
die verscheidenenen Metalle oder Halbleiter wie Silicium (Si), Germanium

(Ge) oder Galliumarsenid (GaAs) sein.

. Elektronenpaare, sogenannte Cooper-Paare, sind fiir die Supraleitung von

entscheidender Bedeutung.

4.1 Experimente zur Ionenwanderung

4.1.1 Dissoziation

Ein U-formiges Glasrohr ist an jedem Ende mit einer
Elektrode versehen. Im Glasrohr befindet sich eine Ka-
liumpermanganatlosung (KMnQO,), die von Wasser be-
deckt ist. Wird eine Spannung an den Elektroden an-
gelegt, so erkennt man eine deutliche violette Farbung
am Ende der Anode. Das Permanganat ist dissoziiert,

KMnO, — Kt + MnO,, (4.1)

und die negativen Manganationen sind zur positiven
Anode gewandert.

4.1.2 Metallabscheidung

Ein Kolben ist mit einer Bleinitratlosung gefullt, dies-
mal ist die Kathode eine grofle Platte, wahrend die An-
ode nur aus einer kleinen Kugel besteht. Diese Anord-
nung kann mit einem Projektor an die Wand projiziert
werden. Zu erkennen ist nach einiger Zeit die Ausbil-
dung eines ,,Bleibaumes®, also feinen Bleifaden, die in
etwa die Richtung der elektrischen Feldlinien wieder-
geben, die zwischen Anode und Kathode verlaufen.

MnOy4

Abb. 4.1 Wanderung von Permanganat

Abb. 4.2 Bleibaum
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4.1.3 Tonenreibung

Dafl Tonen aus eine Masse besitzen und damit bei ihrem Auftreffen auf die
Elektrode einen Impuls an diese abgeben, konnen wir an einer recht einfalls-
reichen Apparatur erkennen. In ein Becken ist eine Losung von Eisen(IT)sulfat
gefullt. Ein Stab in der Mitte des Beckens ist die Kathode, die Anode besteht
aus einem Ring, der um diese Achse frei beweglich aufgehangt ist. Seine Bewe-
gung wird durch ein aufgesetztes kleines Schiffchen angezeigt. Wird nun eine
Spannung angelegt und zusatzlich ein Magnetfeld parallel zum Kathodendraht
geschaltet, so dreht sich das Schiffchen.

Magnetfeld

l

Abb. 4.3 lonenreibung

Dies ist mit der Lorentzkraft zu erklaren, auf die wir erst in einem spateren
Kapitel eingehen werden. Sie wird vom Magnetfeld auf bewegte Ladungen
ausgetibt und sorgt daftur, dafl diese von der geraden Richtung auf eine ge-
bogene Bahn abgelenkt werden. Sie lafit also die Eisen(Il)ionen, die in der
wassrigen Losung vorhanden sind, nicht senkrecht, sondern etwas schrag auf
den Anodenring treffen, und diese geben dort ihren Impuls an den Ring ab, der
sich zu drehen beginnt.

4.2 Die elektrische Stromstarke

Die Einheit der elektrischen Stromstarke I ist nach dem franzosischen Physiker
André Marie Ampere (1775-1836) benannt. Wird in einer Sekunde von den
Ladungstragern die Ladung von einem Coulomb transportiert, so hat man einen
elektrischen Strom von einem Ampére vorliegen. Oder, in Formeln ausgedriickt:

_Q _, ¢
I=3 1A=l (4.2)

Die konventionelle Stromrichtung lauft zum positiven zum negativen Pol einer
angelegten Stromquelle. Chemisch mefibar ist das Ampere durch die Abschei-
dung von Metallionen in einer Metallschicht an der Kathode. So lautet eine
gangigere Definition:

1 Ampére [A] ist der Strom, der in 1 Sekunde 1.118mg Silber (Ag)
aus einer Silbernitratiosung (AgNOs) abscheidet.
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SchlieBlich entspricht 1A dem Transport von 6.2-10'® Elektronen pro Sekunde
entgegen der konventionellen Stromrichtung. Doch wie bewegen sich diese Elek-
tronen? Einfache Beispiele bieten schon eine recht gute Ubereinstimmung mit
der Realitéat.

4.2.1 Elektrische Stromdichte und Kontinuitatsgleichung

Das einfachste mogliche Modell geht von gleichformig bewegten gleichgeladenen
Teilchen aus. Die Zahl der Teilchen, die im Zeitintervall At eine gegebene
Flache @ durchstréomen, ist proprotional zu dem Volumen AV = @ - vAt, wobei
U die Geschwindigkeit der Teilchen ist. Als Proportionalitatskonstante dient die
Teilchendichte n. Tragt jedes Teilchen eine Ladung ¢, so verlagert der Strom
der Teilchen eine Ladung

AQ = gnAV = gnad - At (4.3)

aus dem Bereich vor der Flache in den Bereich dahinter. Die Stromstarke, also
die Ladungsverschiebung pro Zeiteinheit, ist somit gegeben als I = ¢na - v.

Nun tragen die Teilchen weder gleiche Ladung noch bewegen sie sich mit
derselben Geschwindigkeit. Dennoch konnen wir sie zu solchen Klassen von
Teilchen zusammenfassen, die jede einen Beitrag [ zur Gesamtstromstarke
liefern. Insgesamt folgt also

I:ZIk:&’-qunkUk::c_i-j (4.4)
k k

Dabei haben wir fur die Summe abktrzend ; geschrieben, und gleich eine
neue Grofle eingefithrt, die elektrische Stromdichte. Die Fléche d, die als
»MeBapparat® aulen vor bleibt, ist bislang als ebene Flache betrachtet worden.
Fir die allgemeinere Situation mussen wir tiber die verschiedenen Flachenele-
mente integrieren,

I= /j- da. (4.5)
Eine Besonderheit bietet die geschlossene Flache. Anschaulich klar ist, dafl
ein nichtverschwindender Gesamtstrom aus dem Volumen durch die Flache
eine Verringerung der Ladung im Volumen zur Folge hat. Das geschlossene
Flachenintegral kann dabei mit Hilfe des Gauflschen Satzes gleichfalls in ein
Volumenintegral verwandelt werden:

o pdV——dﬁQ I = %] da—/divc_idV

<d1v i+ ) dV =0 (4.6)

Da dies fur ein beliebiges Volumen gilt, mufl der Integrand verschwinden, und
dies liefert die Kontinuitatsgleichung
Jp
div ) 4+ — T = 0. (4.7)
Rechentechnische Beachtung verlangt die Verwandlung der totalen Zeitablei-
tung in eine partielle. Diese Ersetzung ist notwenig, da der Integrand im Ge-
gensatz zum Integral eine Funktion des Ortes ist.
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4.2.2 Beweglichkeit und Leitfahigkeit

Warum aber bewegen sich die Ladungstrager in einem metallischen Leiter
gleichmafig, wenn von auflen eine Spannung angelegt wird? Naiv wurde man
doch erwarten, dafl sie unter der Wirkung dieser elektromotorischen Kraft eine
gleichformige Beschleunigung erfithren. Grund fur die im Mittel gleichformige
Bewegung ist letzten Endes das Metall selbst, das nicht als eine ideale Flussig-
keit oder gar als leerer Raum betrachtet werden darf, sondern fur die Elektronen
Hindernisse autbaut. Eine Analogie findet sich hier zum bertihmten Kugelvis-
kosimeter im Oltropfchenversuch von Millikan, wo die Beschleunigung durch
eine Reibungskraft gebremst wird, die proportional zur Geschwindigkeit ist.
Wie sieht die Reibung nun in unserem Fall aus?

Wir betrachten ein geladenes Teilchen, das mit einer Geschwindigkeit
startet. Wahrend der Zeit ¢, in der es sich frei im Metall bewegen kann, wird
es vom elektrischen Feld E beschleunigt. Es erhalt wahrend dieser Zeit den
Impuls

mv = mv + th. (4.8)

Nach dieser Zeit wird das Teilchen erneut gestreut. Die Geschwindigkeit des
Teilchens direkt nach dem Stofl ist im Mittel usotrop, es kann in jede Rich-
tung gestreut werden. Mitteln wir tber gleichgeladene und gleichschwere La-
dungstrager, so fallt folglich die Mittlung der Geschwindigkeiten direkt nach
dem Stof heraus, (') = 0, nicht aber die Mittlung der Geschwindigkeiten ¢”,
hier ergibt sich vielmehr eine Driftgeschwindigkest

~ 1 ~ q o q S A

p =) =)+ E<t>E = E<t>E =: BE. (4.9)
Wir haben dabei die Beweglichkeit 3 eingefiihrt. (¢) ist die mittere freie Lauf-
zeit, die tiber L = |U|(t) mit der mittleren freien Weglénge L in Zusammen-
hang steht, wobei allerdings der Betrag der Geschwindigkeit des einzelnen Teil-
chens eingeht. Wir erkennen, dafl die Driftgeschwindigkeit der Ladungstrager
tatsachlich proportional zum angelegten elektrischen Feld ist. Nun kann er-
neut die Stromdichte ausgerechnet werden. Um einfacher rechnen zu konnen,
nehmen wir an, dafl sich der Strom aus der Bewegung gleich vieler, einfach
geladener positiver und negativer Ladungstréager zusammensetzt. Es ergeben
sich dann die Driftgeschwindigkeiten

- e - - Hh_ o
F N B UL B S S VLY (4.10)

my m_

und damit

j = nevy —nev_ = ne(By — B_)E = ne? <& + L) E=:0cE. (4.11)
my m_

Die Leutfahigkest o ist nun eine makroskopisch mefibare Grofle, wahrend die vor-

hergehenden es nicht waren. Vernachlassigen wir den Effekt der positiven La-

dungstrager und betrachten nur die Elektronen als frei beweglich, so ergibt sich
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die einfache Beziehung o = —nel zwischen Beweglichkeit und Leitfahigkeit.
Um einen Sinn fur die makroskopisch nicht mef3baren Groflen zu erhalten, wol-
len wir sie fur ein Beispiel abschatzen.

Fiir ein Metall mit einer Teilchendichte n = 10*®*m™3 und einer Leitfahig-
keit ¢ = 107C?s/kgm®, die von Elektronen der Masse m = 107*kg und
Ladung —e = —1.6- 1071?C getragen wird, ergibt sich eine mittlere freie Lauf-
zeit von (t) = 4 -107™s. Dies kann mit einem mikroskopischen Gittermodell
es Metalls verglichen werden. Aus der Thermodynamik wissen wir, daf die ki-
netische Energie eines in drei Raumrichtungen beweglichen Teilchens von jeder
dieser Freiheitsgrade einen Beitrag kT /2 (2-10721J fiir eine Temperatur von
T = 300K) erhélt. Die Geschwindigkeit des Elektrons ist also v = 10°m/s, und
setzen wir als mittlere freie Weglénge einfach den Gitterabstand L =5-10"?m
an, so erhalten wir als mittlere freie Laufzeit einen Wert von (t) = 5 - 107 14s.
Die Abschatzung funktioniert also recht gut.

Schlieflich schatzen wir fur einen angelegten Strom von 1A und einer Quer-
schnittsflache @ = 0.1mm? des Drahtes eine Stromdichte j = 107C/m?s und
damit eine Driftgeschwindigkeit vp = 6.3mm/s. Hier ist leicht zu erkennen:
Die Driftgeschwindigkeit ist um Groflenordnungen kleiner als jene Geschwin-
digkeit, die in der thermischen Bewegung der Teilchen eine Rolle spielt.

4.3 Ohmsches Gesetz und elektrischer Widerstand

Alle diese Modellvorstellungen konnten wir nur entwickeln, weil die Grundlagen
dafiir bereits recht frith gelegt und die Zusammenhange nachgewiesen waren.

Der deutsche Physiker Georg Simon Ohm (1787-1854) stellte fest:

In metallischen Leitern ist ber konstanter Temperatur das Verhdltnis
der Spannung, also der Potentialdifferenz zwischen zwer Punkten, und
dem zwischen diesen Punkten flieffenden Strom eine Konstante.

In Formeln geschrieben lautet das Ohmsche Gesetz

V  kem
U=RI, [R]:X: 7

=: Q (Ohm) (4.12)

R ist der elektrische Widerstand. Wir konnen diesen Widerstand fiir einfache
Beispiele berechnen und damit mit der Leitfahigkeit in Beziehung setzen.

4.3.1 Beispiel: Metalldraht

Gegeben sei ein Metalldraht der Lange [ und der Querschnittsflache a. Dann
ist der elektrische Strom tber I = ja und die Spannung tuber U = E! mit
Stromdichte bzw. elektrischem Feld verbunden. Fur den Widerstand berech-
nen wir

U FElI El ) )
I ja oFEa oa apW ( )

Wahrend Leitfahigkeit ¢ und ihr Kehrwert, der spezifische Widerstand pw
Materialgroflen sind, hangt der Widerstand also von den Ausmaflen des Leiters

R
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ab, steigt mit wachsender Lange und kleinerem Querschnitt. Sind also die
Materialgroflen gegeben, so laflt sich der Widerstand eines gegebenen Drahtes
bestimmen. Dazu eine Liste der Leitfahigkeiten verschiedener Materialien:

Material: | Leitfahigkeit o
Silber [ 6.25 - 10"Q " 'm™!
Kupfer [5.9-107Q " 'm™!
Aluminium | 3.45 - 107Q " tm~!
Eisen | 1.17-107Q tm™!
Wismut [ 8.5 10°Q " 'm~!
Glas | 1078Q 'm™~!
Dielektrikum [ 1071Q = 1m~1

Abb. 4.4 Metalldraht und Metallrohr

4.3.2 Beispiel: Metallrohr

In diesem Beispiel werde die Spannung zwischen Innen- und Auflenflache des
Rohres angelegt. Der Konvention halber sei innen der positive, auflen der nega-
tive Pol. Das axialsymmetrische elektrische Feld zwischen diesen beiden Polen
besitzt ein 1/r-Verhalten, und die Proportionalitédtskonstante k& wird durch
die Randbedingungen festgelegt. Sind r; und re die Radien von Innen- und
AuBlenzylinder, so berechnet sich

2 2 ]_ 9 U 9 -1
U = Edr =k —dr=kln| — = F=—{(In|—
1 1 T ™ T ™

(4.14)
Das elektrische Feld in einem Abstand r zur Achse verursacht gemaf} der Be-
ziechung j = o F einen elektrischen Strom durch die Flache 277 L, es ist also

o

—1
I= /; dd = j 277 L = 2xorLE = 2rnc LU <1n (—)) , (4.15)

r

der Widerstand ist folglich

R= % S (r—2> . (4.16)
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4.4 Die Kirchhoffschen Gesetze

Wir koénnen nach diesen anfanglichen Uberlegungen zu den mikroskopischen
Vorgangen in Metallen den Widerstand fortan als ein Schaltelement betrach-
ten, das Spannung und Widerstand gemafl dem Ohmschen Gesetz miteinander
verkniipft. Widerstande lassen sich zusammen mit anderen Schaltelementen
wie Spannungs- oder Stromquellen und weiteren (beispielsweise Konsensatoren,
vgl. Abschnitt 4.6) zu Netzwerken zusammenschalten, die wie ein Fischernetz
Knoten und Maschen besitzen. Der deutsche Physiker Gustav Robert Kirch-
hoff (1824-1887) entwickelte fiir solche Netzwerke unter der Annahme eines
stationaren, also zeitunabhéangigen Stromes die folgenden Gesetze:

1. Knotenregel: Die Summe der in einen Knoten einlaufenden Strome st
gleich der Summe der aus dem Knoten auslaufenden Strome

2. Maschenregel: Die Summe der Spannungen oder Potentialdifferenzen ent-
lang des Umlaufs um eine Masche verschwindet

(Kirchhoffsche Gesetze)

Diese Gesetze haben zunachst einmal Konsequenzen fur Serien- und Parallel-
schaltungen von Widerstanden. Fur die Serienschaltung ergibt sich aus der
Knotenregel, dafl jeder Widerstand von derselben Stromstarke durchflossen
wird, die Maschenregel liefert die Aussage, dafl die angelegte Spannung gleich
der Summe der an den Widerstanden abfallenden Spannungen ist. So erhalten

WIr
U=) U;=) RI=IY R = R=) R (4.17)

der Ersatzwiderstand R ist also die Summe der Einzelwiderstande. Fur die
Parallelschaltung liefert die Maschenregel, dafl die Spannung, die an jedem
Widerstand anféllt, gleich der angelegten Spannung ist, wahrend die Knoten-
regel die Teilung des Stromes in die Einzelstrome ergibt. Somit erhalten wir in

U
I:ZL:ZE:UZR% = %:ZR%. (4.18)

?

diesem Fall

Hier addieren sich die Kehrwerte der Widerstande zum Kehrwert des Ersatzwi-
derstandes. Die Situation ist also genau umgekehrt zu der bei Kondensatoren

(vgl. Gleichungen (2.31) und (2.32)).

Abb. 4.5 Serienschaltung und Parallelschaltung von Widerstanden
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4.4.1 Ein einfaches Beispiel

Wir betrachten die nebenstehende Vernet-
zung von Widerstanden. Gesucht ist der
Ersatzwiderstand der Schaltung. Dabei
mussen wir ganz zu Beginn festlegen, in wel-
che Richtung der Strom flielen soll. Es ist
dabei unwichtig, ob der Strom im Endeffekt
wirklich diese Richtung nimmt, wichtig ist
nur, dafl wir bei dieser Konvention bleiben,

die naturlich auch etwas tiber die Vorzeichen
der Spannungen im Netzwerk aussagt. Fest-
gelegt sind lediglich der Strom der Strom-
quelle und deren Spannung, die beide vom

Plus- zum Minuspol gezahlt werden. Nun
wenden wir konsequent die Kirchhoffschen
Gesetze an. Die Knotenregel liefert folgende

vier Gleichungen: Abb. 4.6 Einfaches Netzwerk
Iy=5L + 1, I =I5 + I I, =1, + I Iy =13 + 1. (4.19)
Die Maschenregel ergibt
0=U,+Us —Uy =Ri1, + RsI5s — Ry 1
0=U; —Uy —Us = R3l3 — Ryly — Rs15
Up=U,+Us =1 + Rs13
Uy =Us + Uy = Roly + Ryly.

Aufzulosen ist dieses Gleichungssystem nach den Stromstarken. Zunéchst ein-
mal scheint das Gleichungssystem tiberbestimmt zu sein, doch erkennt man
schnell, dafl dich jeweils die letzte Gleichung aus den drei vorangegangenen
ergibt. Da diese Uberbestimmtheit und damit mogliche Unlosbarkeit des Pro-
blems physikalisch ebenso unsinnig ist wie die Unterbestimmtheit des Systems,
also der Existenz einer ganzen Klasse von Losungen, kann man sich an das
folgende Rezept halten:

(4.20)

Ist ng die Anzahl der Knoten, so verwende man nyx — 1 Knoten-
gleichungen und erganze sie durch soviele Maschengleichungen, dafl
die Zahl der Gleichungen gleich der Zahl der Strome ist. Dabei soll-
ten diese Maschengleichungen samtliche Widerstande und die ange-
legte Spannung Uy enthalten, sonst ist die Gefahr gegeben, dafl die
Gleichungen linear abhangig voneinander sind und somit das System
unterbestimmt wird.

Zur Losung des vorliegenden Problems verwenden wir daher jeweils die ersten
drei Gleichungen und erhalten nach langerer Rechnung fur den Ersatzwider-
stand den Wert

R— (R1 4+ R3)(Rz + R4)Rs + RiR:R3 + RiR; Ry + RiRsRy + R2Rs Ry
(R1 + Ry + R3 + Ry)Rs + (R1 + R2)(R3 + R4)

(4.21)
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und beispielsweise fur den Strom I5 den Wert

Uo(RyRs — RiRy)

(R1 4+ R3)(Rz + Ry)Rs + RiR:R3 + RiR; Ry + RiRs Ry + RyR3Ry’
(4.21)

Is =

4.4.2 Die Wheatstone’sche Briicke

Nach eben diesem Prinzip ist die Wheat-
stone’sche Bricke ausgebaut, die dazu die- | T —
nen kann, Widerstande im Vergleich zu mes- R« Ro

sen. Statt des Widerstandes Rj ist hier ein
Strommefgerat eingebaut, die beiden Wi-

derstande R; und R, sind zu einem Schie- - ]
bewiderstand kombiniert, es gilt Ry = 2Ry, XRm | (1-X)R m
und Ry = (1 —2)R,, fir € [0,1]. Ry = R3 |
ist ein Referenzwiderstand mit genau be-
kanntem Wert, R, = R; der auszumessende

Widerstand. Abb. 4.7 Wheatstone’sche Briicke
Der Schiebewiderstand wird nun so eingestellt, daf3 die Bricke, also die Ver-
bindung tiber das MeBgerat, stromlos wird. Aus Gleichung (4.21) entnehmen
wir dann

Rx o R1 R2 J?Rm X

> Ro R3 R4 (1—$>Rm 1—=x ( )

4.5 Messung von Spannungen und Stromen

Wir haben bereits von einem ,,Strommefgerat® gesprochen, ohne eigentlich zu
wissen, um was fur ein Gerat es sich dabei handelt, welche Eigenschaften es
haben muf, um seiner Aufgabe gerecht zu werden. Verwendung finden sowohl
fur die Strom- wie fur die Spannungsmessung Drehspulmeflinstrumente, die
jedoch unterschiedliche Innenwiderstande besitzen. Und gerade hierauf kommt
es an. Sie werden entsprechend als Ampéremeter und Voltmeter bezeichnet.

4.5.1 Strommessung

Fir die Messung des Stroms, der durch ein N

Netzwerk flielt, wird ein Amperemeter mit N
dem Netzwerk in Serie geschaltet. Der nun Uo Rx

durch das Mef3gerat wie durch das Netzwerk
flielende Strom verringert sich um den Fak-
tor, um den sich der Widerstand erhoht.
Die Messung liefert also dann ein realisti- ﬂ@
sches Ergebnis, wenn der Innenwiderstand Rm

R,, des Amperemeters klein gegentiber dem
Widerstand des Netzwerkes ist.

Abb. 4.8 Prinzip des Ampéremeters
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Eine Mefibereichserwerterung konnen wir erzielen, indem wir mit einem Teil des
Stromes das Mefigerat meiden, also durch Parallelschaltung von Widerstanden
R,, die etwa in der Grofle des Innenwiderstandes des Amperemeters oder darun-
ter liegen. Zeigt das Amperemeter beispielsweise bei 1A Vollausschlag, wollen
wir damit aber einen Strom bis zu 10A messen, so muf} gelten:

I +1 1 1 1\7"' R 1
10 = P — — (=] =1+ = R,=-Rn.
I, (Rm + Rp> (Rm> + R, P9
(4.23)

4.5.2 Spannungsmessung

Die Spannungsmessung erfolgt durch Parallelschaltung eines Voltmeters. Da-
durch wird ein Teil des Stroms abgespalten, was die Messung verfalscht. Ist
jedoch der Innenwiderstand R, des Voltmeters grofl gegentiber dem Wider-
stand des Netzwerkes, so ist diese Stromabzweigung zu vernachlassigen.

Hier 1a3t sich eine Mef3werterweiterung
erreichen, indem bereits ein Teil der Span-
nung an anderen Widerstanden abfallt, das
Voltmeter also mit Widerstanden R, in Se- Rm
rie geschaltet wird. Wieder wollen wir als - Ry
Beispiel den Meflbereich um einen Faktor
zehn erhohen. Lag der Vollausschlag des

Voltmeters ohne Erweiterung bei 1V, so soll

er nun 10V betragen. Dazu berechnen wir Abb. 4.9 Prinzip des Voltmeters

Upn +Us Ry, + Ry R
= = = ]_
i R 7.

10 = R,=9R,. (4.24)

7777777777777777

Uo Ry i i
O
Rm ;TJ in
R 0 S |
[ . o

Abb.4.10 Mefibereichserweiterungen fiir Ampéremeter und Voltmeter
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4.6 Kondensator im Widerstandsnetz

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir einen nichtstationaren Strom be-
trachten, wie er beispielsweise beim Zusammenschalten von Widerstand und
Kondensator entsteht. Zunachst wollen wir anschaulich tberlegen, wie sich
eine Serienschaltung dieser beiden Elemente verhélt, wenn die an eine Span-
nungsquelle angeschlossen werden. Der Strom, der tiber den Widerstand flief3t,
ladt den Kondensator auf. Dabei kann nicht davon ausgegangen werden, dafl
dieser Strom zeitlich konstant ist, denn der Kondensator lauft irgendwann un-
weigerlich in die Sattigung. Es ist daher sinnvoll, den Strom nicht weiter als
Ladungsmenge pro Zeiteinheit zu betrachten, sondern differentiell als zeitliche

Ableitung der Ladung.

Damit aber wird die Gleichung

B B Q _dQ 1 aQ
Uo=Ur+Uc=RI+5=R_Z+-Q = RC—_Z+Q=Clp (4.25)

zu einer Differentialgleichung. Die zugehorige homogene Differentialgleichung

besitzt die Losung
Qnom () = Ae™H/EC (4.26)
die inhomogene Gleichung selbst die spezielle Losung Qpare = C'Up, und setzen

wir in die Summe dieser beiden Anteile die Anfangsbedingung Q(0) = 0 ein,
so erhalten wir

Q(t) = CUy (1 - e—t/RC> . (4.27)

Ersetzen wir nun die Spannungsquelle durch ein Stiick Draht, schliefen also den
Stromkreis kurz, so entladt sich der Kondensator. In Gleichung (4.25) ist dann
Uy durch 0 zu ersetzen, und die Gleichung hat daher auch nur den homogenen

Anteil (4.26). Einsetzen der Anfangsbedingung Q(0) = Qo liefert hier
Q(t) = Qe 1/ RC. (4.28)

Dafl der Strom beim Laden des Kondensators tatsachlich nicht konstant ist,

erkennen wir durch einfaches Ableiten der Funktion Q(#) aus Gleichung (4.27).
Wir erhalten dann namlich

U,
I(t) = ﬁoe—t/RC, (4.29)
und die Spannung, die am Widerstand abfallt, ist entsprechend
Ur(t) = Upe 1/ EE, (4.30)
Q
UR CUg [
R
63% [ :
e e Ue
t::RC t

Abb.4.11 Serienschaltung von Widerstand und Kondensator
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5. Magnetostatik

Wir beginnen dieses Kapitel gleich mit ei-
nem Experiment, das uns am Ende dazu
fuhren wird, ein neues Feld einzufiihren, das
magnetische Feld. Dazu betrachten wir zwei
stromdurchflossene Dréahte, die dicht neben-
einander aufgehangt sind. Lassen wir durch
jeden einen Strom flielen, der in dieselbe
Richtung weist, so ziehen sich die Drahte

an, flieflen sie in entgegengesetzte Richtung,

so stoflen sie sich ab. Abb. 5.1 Wechselwirkung stromdurchflossener Drahte

Womit ist dieser Effekt zu erklaren? Tatsache ist, dafl hier bewegte La-
dungstréager vorliegen. Kann man vielleicht ein Bezugssystem finden, in dem die
Ladungstrager ruhen und wo das Phanomen ein rein elektrisches ist? Schon im
ersten Fall versagt dieser Versuch. Gehen wir ins Ruhesystem der Elektronen,
so muflten diese sich abstoflen und nicht anziehen. Ein Gedankenexperiment,
in dem wir zwei ., Elektronenkanonen® nebeneinander stellen und die Wirkung
der herausgeschleuderten Elektronen aufeinander beobachten, bestatigt dies.
Auflerdem wird die Ladung der Elektronen durch das Metall ja genau kom-
pensiert. Im zweiten Fall konnen wir gar nicht erst ein solches gemeinsames
Ruhesystem finden.

5.1 Magnetostatik als relativistischer Effekt

Eine Theorie, die bestens mit verschiedenen Ruhesystemen umzugehen weif3,
ist die spezielle Relativitétstheorie Albert Einsteins (1879-1955). Sie wird uns
auch in diesem Fall helfen, den Effekt zu erklaren. Es ist eine etwas unkonven-
tionelle Vorgehensweise, gewif3, aber sie sie steht in direkter Fortsetzung der
bisherigen Kapitel und konstruiert das magnetische Feld nicht ad hoc. Wir
machen zuvor jedoch die folgenden unverzichtbaren Annahmen:

1. Die Ladungserhaltung, die sich in dem Gauflschen Satz

%E-d&:g (5.1)

€o

ausdruckt, gilt unabhangig vom Bewegungszustand, in dem sich die La-
dungen, aus denen sich ) zusammensetzt, voneinander befinden. Diese
Annahme wird experimentell dadurch gestutzt, dafl Atome und Molekiile,
in welchem Schwingungszustand sie sich auch befinden, stets elektrisch
neutral bleiben.

2. Im Ruhesystem der Quelladung @ gilt das Coulombsche Gesetz, die ru-
hende Quelladung erzeugt also ein elektrisches Feld

E(7) = Qr (5.2)

dregrd”
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3. Ort, Zeit sowie Impuls und Energie eines Teilchens transformieren sich aus
einem System S in ein dazu gleichformig mit der Geschwindigkeit v entlang
der x-Achse bewegtes System S’ gemafl den Lorentztransformationen

B

c

!

=7z +0ct'), y=y Pe =3P + —E'), py=p,

t=(t'+ gx’)a z=2 E =~(E'+ Bep,), p- =1l

mit vy =1/4/1— (2 und g =v/ec.

5.1.1 Lorentzransformation des elektrischen Feldes

(5.3)

Wir wollen den Gauflschen Satz dazu benutzen, die Transformation des elek-
trischen Feldes parallel und senkrecht zur Bewegungsrichtung zu bestimmen.
Als Testobjekt dient uns das homogene elektrische Feld eines Plattenkonden-
sators. Wir legen nun in Gedanken einen flachen Kasten um die Kondensator-
oberflache, der mit der einen Flache knapp oberhalb der Platte endet, mit der
anderen eben in diese eintaucht. Die Ladung, die in diesen Kasten eingeschlos-
sen ist, sei (). Dann liefert der Gauflsche Satz fur das elektrische Feld einen

Wert von E = Q/c0AF, wobei AF die Fliache des Kastens ist.

Bewegen wir uns nun relativistisch zu diesem Kasten entlang den Kon-
densatorplatten und beobachten wir die Kondensatorplatte zu einem festen
Zeitpunkt t’ unseres bewegten Systems, so scheint die Langenskala in Flug-
richtung und damit die Flachenelemente um einen Faktor ~~!
Kasten ist also kleiner geworden, enthalt aber nach wie vor dieselbe Ladungs-
menge. Dies ist eine Konsequenz der Gultigkeit des Gauflschen Satzes auch fur
bewegte Systeme, die wir postuliert hatten. Fur das elektrische Feld senkrecht
zur Flugrichtung gilt also

O R 1
L €0AF/ 50"}/_1AF €0AF

verklurzt. Der

=~E,;. (5.4)

Bewegen wir uns dagegen senkrecht zu den Kondensatorplatten, so werden
die unwichtigen und daher klein gewahlten Kanten des Kastens verkiirzt, das

elektrische Feld bleibt also erhalten, E|’| = E).

5.1.2 Elektrisches Feld einer bewegten Punktladung

Diese Eigenschaft des elektrischen Feldes gilt nun nicht nur fir den Plattenko-
nensator, sondern allgemein. So konnen wir beispielsweise das elektrische Feld
einer Punktladung ¢ betrachten. Seine x- und z-Komponente sind

B )= qAx
WY 2= dreg(Ax? + Ay? + A22)3/27 (5.5)
A )
E.(z,y,2) 90z

- dreg(Ax? + Ay? + A22)3/2 '

Es ist nun egal, ob sich die Ladung selbst bewegt oder ob eine ruhende La-
dung aus einem bewegten System betrachtet wird. Wir wollen letzteren Weg
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einschlagen. Von einem in z-Richtung mit der Geschwindigkeit v bewegten
System aus betrachtet verkiirzt sich die Lange Az auf Az’, es gilt also

Az’
E'(2',y,2") = Eu(z,y,2) = 77 . 5.6
HEINTND (2,y,2) 47750(7A:1;’2—|—Ay’2—|-AZ’2)3/2 (5.6)
Fur die z-Komponente gilt andererseits
A !/
El(a',y,?) =vE.(2,y,2) = T (5.7)

N 47750(7A:1;’2 + Ay’z + AZ’2)3/2 '

Erstaunlicherweise ist weiterhin F,./E.. = x'/z', das Feld ist also nach wie vor
radial, wenn auch nicht radialsymmetrisch. Fur seinen Betrag erhalten wir

B ’yQ\/A:L"z + Ay’ + A2 B
47750(72A:1;’2 + Ay’z + AZ’2)3/2
gAY 1— 52 B
dmeg (Ax'? 4 (1= B2)(Ay"? + Az))3/2
e (5:5)
dregAr’® (1 — B2 sin® 6)3/2

wobei 6 der Polarwinkel zur x-Achse ist. Es ergibt sich

’ _0_‘](1_52) 'ro _ an0y _ vq

Betrachten wir wiederum die Ladung als bewegt, so erkennen wir, daf} sich die
Feldlinien in Bewegungsrichtung verdunnen, senkrecht dazu verdichten.

Abb. 5.2 Elektrisches Feld einer bewegten Punktladung

Die Rotation des elektrischen Feldes verschwindet nicht. Wird die Punktladung
indes abrupt abgebremst, so werden die Feldlinien wieder aquidistant. Dieser
Vorgang breitet sich innerhalb einer Kugel mit der Lichtgeschwindigkeit radial
nach auflen aus. Auflerhalb dieser Kugel scheint sich die Ladung weiterhin zu
bewegen. Auf der gedachten Kugeloberflache kommt es wegen der Stetigkeit
zu einem zirkularen elektrischen Feld, zu einer Art Schockwelle.
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5.1.3 Kraft bewegter Quelladungen

Wieder lassen wir die Ladung ruhen und bewegen uns relativ zu ihr. Dies-
mal sollen auch die Anderungen des Impulses und der Energie gemafl Glei-
chung (5.3) betrachtet. Wir wollen die Kraft berechnen, welche eine ruhende
Quelladung auf ein in unserem bewegten System ruhende Ladung austbt. Da-

bei soll die Probeladung in Ruhe bleiben, Az’ = Ay’ = Az’ = 0, und damit

auch keine Energie gewinnen kénnen, AE’ = 0. Es ergibt sich dann

Apl, v 'Aps Ap,  Ap. Ap.
Flo= P = F, und F':=—1z= =
T TUAN T AIA ST Ny T 1A T A

— —

oder ﬁﬁ = F’”, F| =~F,. (5.9)

= ~F.,

Zu beachten ist, dafl die Kraft kein Vierervektor ist. Sie verhéalt sich auch
umgekehrt zum elektrischen Feld. Wir erkennen leicht, dafl wir durch die Rela-
tivbewegung einer Probeladung zu einer Quelladung zunachst nichts gewonnen
haben. Ist namlich im Ruhesystem der Probeladung das elektromotorische
Kraftgesetz als F' = qE’ gegeben, so gilt im Ruhesystem der Quelladung

ﬁll = F)’|'| = qEﬁ = qEH und FH_ = ’7_1]*:’1 = 7_1qu = qEU_. (5.10)

5.1.4 Wirkung unterschiedlich bewegter Quelladungen

Die Situation verandert sich, wenn sich kein gemeinsames Ruhesystem fur die
verschiedenen Quelladungen finden lafit, die auf eine Probeladung wirken. Wir
nehmen an, daf es in einem stromdurchflossenen Draht positive und negative
Ladungstrager gebe. Im Ruhesystem des Drahtes oder Laborsystems kom-
pensieren die Ladungen sich gerade. Daher tben sie keine Kraft auf eine in
diesem System ruhende Probeladung aus. Doch wie sieht es aus, wenn sich die
Probeladung bewegt?

Bewegt sich die Probeladung parallel zum Draht, also parallel zur Bewe-
gungsrichtung der Ladungstrager, so kann es sehr wohl zu einer Wirkung der
Quelladungen auf die Probeladung kommen. Wie beim Plattenkondensator
kommt es nun zur Veranderung des elektrischen Feldes beider Komponenten,
das sich dann nicht mehr kompensiert. Um dies zu berechnen, bezeichnen
wir die Ruhesysteme der verschiedenen Quelladungskomponenten mit Si, das
Laborsystem mit S und das Ruhesystem der Probeladung mit S’. Diese Be-
zeichnungen werden in diesem Abschnitt auch die Grofilen v = (1—3%)7! zieren
und darauf hindeuten, daf in ihnen jeweils die Relativgeschwindigkeit zu ver-
wenden ist. Betrachtet werden braucht lediglich die senkrechte Komponente
der Felder und Krafte, da die parallele wie gesehen unverandert bleibt.

Von S oder S aus betrachtet gilt fiir das elektrische Feld der Quelladungen
des Typs k

E11(S") =4(S",St)ELi(Sk) und E1x(S)=~(S,S)ELr(Sk).  (5.11)
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Die Gesamtkraft auf die Probeladung ist also in ithrem Ruhesystem

S=qay . ELi(S N =q) (S, Sk) VELk(Sk) =

= qz (S, S)v(S, Sk) T ELK(S). (5.12)
Ins Laborsystem ubersetzt, ist die Kraft dann
= qz (S, Si)V(S, Sk) T ELk(S). (5.13)

Der Koeffizient ist zu berechnen. Die Relatlvgeschwindigkeiten zwischen S und
Si sowie zwischen S und S’ sind als vy = B¢ bzw. v = (¢ einfach einzusetzen,
fir die Relativgeschwindigkeit zwischen S’ und S} ergibt sich, sofern diese
Bewegungen entlang derselben Achse stattfinden, nach dem Additionstheorem

(B = Bi)e
= Bre = 1— 068k (5.14)

Damit berechnet sich

WSS VI=BI- B (=681 821 5;

7(5/75)7(575’6) B 1= 1/62 \/(1_66k)2_(ﬁ_6k)2

_(=B8VI-VI-BE 5.14
R i o

Wir erhalten also die einfache Beziehung
— — — Uk —
Fi(S) = qzku — BB)ELk(S) = qEL(S) — qu Zk < Eu(8). (5.15)

Die Zusatzkraft proportional zur Geschwindigkeit wird folgerichtig als Lorentz-
kraft bezeichnet, da sie sich aus Lorentztransformationen ergibt. Fiir den elek-
trisch neutralen Draht ist E(S) = > Ep = 0, aber auch der allgemeinere
Fall wird mit dieser Rechnung erfafit. Zu fragen ist naturlich, was mit einer
Probeladung geschieht, die sich senkrecht zum Leiter bewegt. Auch hier kann
Gleichung (5.13) angewandt werden, jedoch ist das Additionstheorem ein an-
deres, namlich

B

’ :52+W:52+(1_52)51€7 (5.16)
damit gilt
7(5/75’6) _ \/1_62\/1_613 -1 (5 17)
WS S(8.50) — I-E (-5 |
also

FL(S)=qEL(S). (5.18)
Die neue Kraftkomponente wirkt also nur fir eine Ladung, die sich parallel
zumn Leiter bewegt, und diese Lorentzkraft wirkt senkrecht zu dieser Richtung.
Wir konnen sie daher als Vektorprodukt mit einer dritten Grofie schreiben, die
wir mit B bezeichnen und deren Bedeutung uns hier zunachst unklar bleibt.
Dann lauten die Gleichungen (5.15) und (5.18) zusammengefaflt

F =¢(E + 7 x B). (5.19)
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5.2 Das magnetische Feld

Das elektrische Feld eines geladenen Fadens hatten wir bereits im ersten Ka-
pitel berechnet. Es war gegeben durch \/27eqr, wobei A die Linienladungs-
dichte bezeichnete. Diese verbindet sich nun mit der Geschwindigkeit vy der
Ladungstrager zum Strom I = Apvg. Fur den Betrag der Grofle B gilt daher

I

Bl=—r. 5.20

5] 2mweocir ( )
Der Vektor B weist dabei an jedem Punkt in eine Richtung, die senkrecht zur
Radialrichtung und senkrecht zur Drahtrichtung zirkular um den Draht herum
lauft. Diese Vektoren zusammen bilden ein Feld, das magnetische Feld B(i").
Der Einheit des magnetischen Feldes tragt seinen Namen von dem amerika-

nischen Physiker Nicola Tesla (1856-1943), es ist 1T = 1kg/Cs. Wir wollen

sehen, welchen Integralsatzen dieses Feld gentigt.
5.2.1 Flufl des magnetischen Feldes

Der magnetische Fluff @5 durch eine Flache S ist gegeben durch
@M:/Eda (5.21)
S

Seine Einheit ist nach dem deutschen Physiker Wilhelm Eduard Weber (1804
1891) benannt, 1W = 1T m®. Zur Berechnung des Flusses durch eine geschlos-
sene Flache legen wir einen Zylinder achsensymmetrisch um den elektrischen
Strom, wie in Abbildung 5.3(a) gezeigt. Wir erkennen, dafl weder auf den
Stirnseiten noch auf dem Mantel ein Beitrag zustandekommt, da stets der Vek-
tor des magnetischen Feldes in diesen Flachen liegt. Nun versuchen wir es
mit einem Zylinderrohrsegment, wie in Abbildung 5.3(b) zu sehen. Zwar gibt
es nun Flachen, die zum magnetischen Feld senkrecht stehen, doch sind die
Beitrage der beiden gegentiiberliegenden Flachenelemente gleich grofl. Auch
hier verschwindet der Fluf}. Eine beliebige geschlossene Flache schliellich 1aft
sich aus beliebig feinen Elementen beider Kategorien aufbauen. Da die verbin-
denden Flachen jeweils kompensierende Beitrage liefern, gilt allgemein fur jede
geschlossene Flache

%éwﬁzO. (5.22)

; _—
@

(©

Abb. 5.3 Geschlossene Flachenintegrale zur Bestimmung des magnetischen Flusses
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Dies hat zur Folge, daf3 die Flache, durch die der Flufl berechnet wird, ein-
deutig durch ihre Randkurve gegeben ist. Fugt man namlich zwei Flachen mit
derselben Randkurve zusammen, so gelangt man zu einer geschlossenen Flache,
durch die der Fluf} verschwindet.

5.2.2 Zirkulation des magnetischen Feldes
Wir betrachten den Weg (a) in Abbildung 5.4. Er beginnt an einem Punkt

im Abstand rq zum senkrecht in die Zeichenebene fliefenden Strom. Entlang
des ersten, radialen Wegs zum Abstand ry stehen Richtungsvektor und ma-
gnetischer Feldvektor senkrecht aufeinander, hierher kommt also kein Beitrag.
Dasselbe gilt fur den dritten Weg, der vom Abstand ry zurtick zum Abstand r4
fuhrt. Dagegen liefern die beiden zirkuldren Anteile des Wegs Beitrage. Da je-
doch die magnetische Feldstarke umgekehrt proportional, der Weg aber direkt
proportional zum Abstand vom Draht ist, sind diese Beitrage entgegengesetzt
gleich grof}, heben sich also weg. Ein ebensolches Ergebnis erhalten wir, wenn
wir den Weg noch feiner in Wege zirkular und radial zum Strom unterteilen,
wie es in Abbildung 5.4(b) dargestellt ist. Auch Wegkomponenten parallel zum
Draht andern nichts daran. In allen Fallen verschwindet das Umlaufintegral.

(d)

Abb. 5.4 Geschlossene Wegintegrale zur Bestimmung der Zirkulation des magnetischen Feldes

Ganz anders verhalt es sich, wenn wir den stromfithrenden Draht von diesem
Integrationsweg umschliefen. Halten wir zunéchst wie in Abbildung 5.4(c)
einen festen Abstand r ein, so gilt

e I I
%B -ds = C———— 2rr = o =: pol. (5.23)
Die Zirkulation des magnetischen Feldes ist also proportional zum eingeschlos-
senen Strom. Daran andern auch in diesem Fall feinere Abstufungen des Weges
nichts, wie in Abbildung 5.4(d) dargestellt. Wird der stromfithrende Draht gar
n mal umfahren, so ergibt sich die Zirkulation npugl. Die Proportionalitat wird
durch die Permeabilitatskonstante pg vermittelt. Aus der Herleitung des ma-
gnetischen aus dem elektrischen Feld im letzten Abschnitt folgt also, dafl diese
eine abgeleitete Grofe ist und uber

coplo = ¢ ? (5.24)

mit der Dielektrizitdtskonstante in Verbindung steht. Gleichung (5.23) stellt
das Ampeéresche Gesetz in seiner stationaren Form dar.
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5.2.3 Divergenz und Rotation des magnetischen Feldes

Uber die Integralsitze lassen sich FluB und Zirkulation erneut differentiell dar-
stellen. Auf der anderen Seite kann der Strom durch die Stromdichte j aus-
gedrickt werden. Die Beziehung

1:/ 7. da. (5.25)
A(C)

1aBt jedoch zunéchst eine gewisse Willkiir zu, denn A(C') bezeichnet die Flache,
welche der bei der Zirkulation verwendete Weg einschlielt. Und diese ist nicht
eindeutig festgelegt. Ist A'(C') eine andere solche Flache, so schliefen diese
beiden ein Volumen V (A, A’, C') ein, und es gilt nach der Kontinuitétsgleichung

- = - - . . 8,0 _d _dQ
/j-da— /]-da— /le]dV— /Edv—% pdV—%, (5.26)

A(C) A(C) V(A,A,C) V(A,A,C) V(A,A,C)

wenn @) die im Volumen eingeschlossene Ladung ist. Die Beziehung (5.27) gilt
also nur dann, wenn die Ladung in jedem Volumenelement unverandert bleibt.
Wir sprechen dann von einem stationdaren Strom. So gilt schliefflich fir diesen

Fall

%E-d&: /divédvzo = divB=0 und (5.27)

s V(S)

%E-dgz /rotg-d&’:/lo /j_')-dc_i =  rotB = o). (5.28)
C A(C) A(C)

5.3 Das Vektorpotential

Die Gleichung div E(F) = 0 &8t sich durch den Ansatz E(F) = rot }Y(F) l6sen,
denn flir jedes Vektorfeld }Y(F) gilt div rot }Y(F) = 0. Das hier verwendete Vek-

torfeld }Y(F) wird in Analogie zum skalaren Potential des elektrischen Feldes
als Vektorpotential bezeichnet. Es ist allerdings wie dieses nicht eindeutig be-
stimmt. Um dies zu sehen, erinnern wir uns, dafl ebenso rot grad f(r') = 0 gilt,
wobei f(i") eine beliebige Funktion des Ortes ist. Die Rotation von }Y(F) und

A'(7) = A(F) 4 grad f(7') (5.29)

erbringen also dasselbe Ergebnis und mithin dasselbe magnetische Feld. Diese
Freiheit in der Wahl eines zusatzlichen Gradienten nennen wir Fichfrethest.
Wie der Name es schon sagt, konnen wir diese Freiheit ausnutzen, um eine
bestimmte Eichung zu wahlen. Das werden wir gleich benutzen. Zuerst jedoch
kénnen wir den Ansatz auch in die zweite Gleichung (5.28) einsetzen. Es ergibt
sich dann

rotrot A(F) = grad div A(7) — AA(F) = poj (7). (5.30)
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Der Term mit der Divergenz von }Y(F) stort uns. Wir konnen aber die Eich-
freitheit nutzen, um diese verschwinden zu lassen. Angenommen, die Divergenz
von }Y(F) liefere eine Funktion ¢(). Dann ist die Eichfunktion f(7) in Glei-
chung (5.29) so zu wéahlen, dafl divgrad F(7) = Af(i") = —¢(r) ist. Dies
ist aber die bereits bekannte Poissongleichung, die eine Losung besitzt. Ohne
diesen Weg 1m Detail zu gehen, konnen wir stattdessen einfach div }Y(F) =0
setzen. Diese Eichung wird Coulomb-Eichung genannt. Mit ihr ergibt sich die
Gleichung . .

AA(T) = —pog (7). (5.31)

Auch dies ist die Poissongleichung, allerdings fiir Vektoren. Sie lafit sich aber
nach dem gleichen Schema behandeln wie im skalaren Fall und liefert die sta-

dV’
r / 7 (5.32)

Merkmal der so geeichten Losung ist, dafl die Information tber den Strom in-
stantan an das Feld weitervermittelt wird. Dies gilt nicht mehr im dynamischen

tionare Losung

Fall, wie wir noch sehen werden.

5.4 Das Biot-Savart’sche Gesetz

Mit der Berechnung des Vektorpotentials aus der Stromdichte haben wir uns
von dem geraden Draht selbstandig gemacht. Aus einem gegebenen Verlauf
des elektrischen Stromes kann nun also das Vektorpotential berechnet werden.
Ist jedoch dieses bestimmt, so mit ithm auch das magnetische Feld. Doch gibt
es einen direkteren Weg?

Der franzosische Physiker Jean Baptiste Biot (1774-1862) und sein Kol-
lege Savart haben einen direkten Weg gefunden. Fur einem angenommen
beliebig dunnen Draht, der vom Strom I durchflossen wird, bestimmen wir
zunachst das Vektorpotential. Betrachten wir das Integrationsvolumen der
Formel (5.32), so kann dieses auf den Draht zusammengezogen werden. Es ist
dann j(7')dV' = IdF’, wobei di' entlang des Drahtes gerichtet ist. Nun gilt
fur das Vektorpotential

e /,L()I dF/

A(F) = 5.33
U= (5.33)
und damit fur das magnetische Feld zunachst
B(F) = I"OtA(F) = ILLL rot ﬁd?ﬁl =
dr |7 — 7|
/,L()I 1 _,, /,L()I / (F— F’) x dr’
= — d|{ ——= dr’ = — . (5.34
ar | 8 <|F—r’|> T Ty Forp 53

Wir haben dabei die Beziehung rot(f(7)¢) = grad f(7') x ¢ benutzt, wobei der

die Rotation wie der Gradient in unserem Fall nur auf Funktionen von " wirkte



Vorlesung zur Physik II — Elektrodynamik ......................... Seite 55

und daher dr’ wie den konstanten Vektor ¢ in der verwendeten Beziehung
behandelte. Schliefllich kann Stromstarke und Wegelement wieder vereinigt
werden, es gilt somit

g

= o po [ J(F) x (F—7")
B(T)ZE/ L av (5.35)

Das Biot-Savart’sche Gesetz gilt dann auch wieder allgemeiner fur beliebige
Stromdichteverteilungen j("').

5.4.1 Magnetfeld eines Kreisstroms entlang der Achse
Wir wollen die Formel (5.34) gleich dazu

verwenden, um ein einfaches Beispiel zu be-
rechnen. Wir betrachten einen Kreisstrom

und berechnen das Magnetfeld auf der Sym- T

metrieachse dieses Kreises. Dazu wahlen
wir 7 = z€. und 7 = b(cos p€, + sinpéy).
Es i1st nun

Abb. 5.5 Magnetfeld eines Kreisstroms

|7 — 7| = /22 + b2, dr' = b(—sin ¢€, + cos ¢, )d¢ und (5.36)
(F—7") x dr'’ = b((x cos ¢ + ysing)e. + z(cos @&, + sin péy ) — be. )do.

Da der Nenner offensichtlich nicht von ¢ abhéngt, mitteln sich die Winkelfunk-
tionen im Zahler heraus. Ubrig bleibt

50,02y = ol [T _WEds gl 2mbE
Y5 A Jo (22 +b2)3/2 Ar (22 +b2)3/2
_ Ho 9 5o
= oy e (5.37)

Dabei ist piyy := wb%I€., also das Produkt aus Flache und Stromstarke, das ma-
gnetische Analogon zum Dipolmoment. Wir sprechen hier vom magnetischen
Dipolmoment. Fur grofle Abstande gilt

B(0,0,2) ~ 2% 5y, (5.38)

2723

5.4.2 Magnetfeld eines Kreisstroms in der Ebene

Bei der Berechnung des Magnetfeldes in der Ebene soll gleich fur grofle Abstan-
de genahert werden. Es gilt, iibrigens auch im allgemeinen Fall in erster Ord-
nung in ' /r

Lo Lo _ 1 rer!
7= 77 = (=27 P ) 3/2%7“_3(1—'_3 2 )

und damit

. ]' hond d_’/ 3 _" -/ d_’/ -/ d_’/
B(F)%—MO /(rxr_l_gr(r rlxr_rxr>‘ (5.39)

4r r3
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Mit 7 x dr’ = rr'sin(x/2 + ¢)doe, = rr’ cospdoe,, - 7' = rr' cosd und
7' x dit = 12 dge, verschwindet der erste der drei Terme, mit den anderen

beiden ergibt sich

polr’?

2 27
— —~ ILLOIT'/ . 92 - - /LLO —
B(z,0,0) ~ — 3 /0 (3sin”“ ¢ — 1) doe, = — 8 6T T s bm
(5.40)

5.4.3 Magnetfeld einer Spule

Eine Spule kann als ,,Stapelung® von Kreisstromen aufgefafit werden. So kann
das Magnetfeld als U'berlagerung der Magnetfelder der Kreisstrome berechnet
werden. Wir betrachten die Spule der Lange L von einem Punkt (0,0, z) aus.
Ist n die Zahl der Kreisstrome pro Langeneinheit, so ist der Beitrag eines
Spulenabschnitts der Dicke dz’ in der Hohe z' nach Gleichung (5.37) gegeben
durch

npolIb?dz B

dB = -
2((2/ _ 2)2 n 52)3/2 €

(5.41)

Insgesamt liefert die Integration mit der Substitution z’ — z = btan ¢, mit

dz' = bde/ cos* ¢ und (2 — 2)* +b* = b?/ cos? ¢ schliefllich

E(O 0,2) = npol /L b dz s npol /¢2 b3 cos® pdo s
T 2 Jo ((2/ —2)2 +02)3/2 77 2 . DPcos? o :
I
= n/,;o (sin gy — sin ¢y ) €. (5.42)

mit tan ¢ = —z/b und tan ¢y = (L — z)/b. Man kann iibrigens auch direkt mit
den Winkeln argumentieren, welche die Blickwinkel zum unteren bzw. oberen

Rand der Spule darstellen (vgl. Abbildung 5.6).
5.4.4 Magnetfeld einer unendlich langen Spule

Fir diesen Sonderfall beschreiten wir einen

einfacheren Weg, indem wir Symmetrie-
uberlegungen anstellen. Das Magnetfeld ei- 2
ner unendlich langen Spule kann nur parallel P+
zu der Spulenachse verlaufen. Daher kann 1 N c c
(PZ 1 2

mit Wegen gearbeitet werden, die teils par- o)l |
allel, teils senkrecht zu den Feldlinien lau- | * &
fen. So gilt der Spezialfall %

/ B-di=0 (5.43)

C

Abb. 5.6 Endliche und unendlich lange Spule
des Stokesschen Satzes fir einen Weg C', der entweder ganz im Innern oder ganz
auferhalb der Spule verlauft. Beispiele fur einen solchen Weg sind die Wege Cy
und Cy der Abbildung. Es ergibt sich jeweils die Gleichheit der Magnetfelder

auf den beiden gegentiiberliegenden Kanten parallel zur Spule, weil die anderen
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beiden Seiten keinen Beitrag liefern, also die Konstanz des Magnetfeldes im
gesamten Bereich. Fur den Auflenbereich bedeutet dies zunachst, daff dort
das Magnetfeld verschwinden muf}, da es sonst in jedem Abstand gleich grof3
ware. Lassen wir den Weg zuletzt in Form von C3 durch den Spulenmantel
hindurchtreten, so liefert der vollstandige Stokessche Satz (5.23)

B = nuolé., (5.44)
also den Spezialfall von Gleichung (5.42) fiir ¢1 = —7/2 und ¢ = +7/2.

5.5 Energie des magnetischen Feldes

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir die Energie des magnetischen Feldes
berechnen. Dazu betrachten wir wieder ein ideales Modell: eine unendlich
ausgedehnte, zur (z,z)-Ebene parallele und stromdurchflossene Metallplatte
der Dicke Ay. Die Stromrichtung sei die z-Achse, und um diese Stromrichtung
legen wir einen rechteckigen Weg, der die Platte durchdringt. In dieser Richung
seil seine Abmessung klein, in der anderen besitze er die Lange Az. Durch den
umschlossenen Bereich der Platte fliefit damit ein Strom I = 7 AyAz, der zu
einem magnetischen Feld in z-Richtung parallel zur Platte fuhrt. Ist B_ das
magnetische Feld ,hinter” der Platte und B4 dasjenige ,vor® ihr, gerechnet
bezuglich der y-Achse, so gilt nach dem Stokesschen Satz

%E-dgz (B_—By)Az = pol = pojAyAz = B_—Bi = puojAy (5.45)

und aus Symmetrietiberlegungen B_ = —B, = %/,LojAy. Stellen wir zwel
solche Platten mit gegensinnig flieenden Stromen wie in Abbildung 6.1 ge-
zeigt parallel nebeneinander, so addieren sich die magnetischen Felder im Zwi-
schenraum zu B = pgjAy, wahrend sie sich im Auflenbereich ausloschen. Auf
den Strom jeder der Platten wirkt ein mittleres Feld B¢ = %BZ. Damit
ubt dieses Feld auf die im Strom bewegte Ladung pAV im Volumenelement
AV = Az AyAz eine nach auflen drickende Lorentzkraft

AF = pvB*TAV = jBTAV (5.46)

aus. Der Druck auf die Platte und damit die Energiedichte des eingeschlossenen
Feldes ist also

B AF
- AzAz

1 1 1 -
= jB"Ay=-BjAy=-—B* = Wy =-— [ B%V.
2 210 240
(5.47)

Die Aufintegration der Arbeit, die bei der Verlegung infinitesimaler stromfiih-
render Drahte von der einen zur anderen Platte, analog zum Gedankenexpe-
riment im elektrostatischen Fall, ist eine weiter Moglichkeit, die Energie des

b

magnetischen Feldes zu berechnen.
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6. Magnetische Induktion

Wir knupfen gleich an das zuletzt benutzte Modell an und setzen damit Uber-
legungen fort, die zu Beginn des Kapitels zum Begriff des magnetischen Feldes
fuhrten. Dort war das magnetische Feld aus dem elektrischen durch geeignete
Relativbewegungen ,entstanden®. Wir stellen uns folgerichtig die Frage, ob
dies umgekehrt auch moglich ist, ob magnetisches und elektrisches Feld also so
etwas wie duale Erscheinungen ein und desselben Phanomens sind.

z

»-m¢
Nm\b

ANANAN

y

LRI

s
y

B, B, B, B,

Abb. 6.1 Gedankenexperiment zur Dualitdt von elektrischem und magnetischem Feld

Die beiden stromdurchflossenenen Platten werden durch zwei Kondensatorplat-
ten ersetzt, die sich mit einer Geschwindigkeit vy gegentuiber dem Laborsystem
S in positive z-Richtung bewegen. Dann erzeugen sie sowohl ein elektrisches
wie auch ein magnetisches Feld. Ist die Flachenladungsdichte im Laborsystem
durch og gegeben, so berechnen sich die entsprechenden nichtverschwindenden
Feldkomponenten zu
Ey = @, BZ = HoO00Vo. (61)
€0
Im Ruhesystem S der Platten ist die Ladungsdichte dagegen o¢(So) = 00/70-
Ein Beobachter mit der Geschwindigkeit v relativ zum Laborsystem schlieflich
bewegt sich mit der Geschwindigkeit
v = flc= %, v=[c¢, wvg=[pc (6.2)
zu den Platten (entsprechend die Platten mit v, = —v’ relativ zum Beobachter),
er mif}t daher die Ladungsdichte

o/ NIER (-8R

7 200(50)7 N o - \/1—6’2 - \/(1—550)2 —(5—50)2 B
e = el k) 63

In diesem System gilt folglich

o' o o
By =T =2 (1= ) = (% - Bopoctan ) = (B, ~ GeB), (64
€0 €0 €o
r P Ug — VU o o
B, = poo vy = ypooo (1= BBo) = y(pooovo — vji000) =
1 — BB

00) =7(B: — g

v
=79 (MOUOUO - 5
gocC

E,). (6.5)
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Die Gleichungen

B =(E-+(cB,),  B,=+(B,+"E.) (6.6)

ergeben sich durch eine Umbenennung der Achsen y und z. Magnetisches und
elektrisches Feld in Bewegungsrichtung dagegen andern sich nicht,

E! = E,, B! = B,. (6.7)
Mit diesen Gleichungen haben wir das Transformationsverhalten zwischen elek-

trischem und magnetischem Feld entwickelt. Doch es fehlt noch so etwas wie
die zeitliche Komponente.

6.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, daf} ein elektrischer Strom tiber das von
ihm erzeugte Magnetfeld auf einen zweiten Strom eine Kraft austiben kann.
Dies galt natiirlich auch fur eine bewegte Ladung. Was aber geschieht mit ru-
henden Ladungstragern, wenn sich das magnetische Feld zeitlich andert? Dazu
fihren wir wieder eine Reihe von Versuchen durch.

6.1.1 Bewegter Magnet in einer Leiterschleife

In eine aus funf Windungen bestehende Spule wird ein Stabmagnet eingefiihrt
und wieder herausgezogen. Wir bemerken einen Spannungsstofl beim Einfihren
und Herausnehmen, also immer dann, wenn sich das Magnetfeld zeitlich andert.
Die Spannung, als Induktionsspannung Uj,q bezeichnet, ist proportional zur
zeitlichen Anderung des magnetischen Feldes, Uj,g ~ dB/dkt.

6.1.2 Bewegte kleine Spule im magnetischen Feld

Eine Helmholtzspule (benannt nach dem deutschen Naturforscher Hermann
Ludwig Ferdinand von Helmholtz, 1821-1894) besteht aus zwei gleichgrofien
kreisformigen und parallelstehenden Spulen, deren Abstand gleich ihrem Ra-
dius R ist. Ist N die Anzahl der Windungen in jeder der Spulen, so ergibt sich
in der Mitte zwischen den Spulen die magnetische Feldstarke

AN*? Nyl
B:<5> %. (6.8)

entlang der Symmetrieachse. In diese Mitte hdngen wir nun eine kleine Spule
und drehen diese um eine Achse, die senkrecht zum Feld steht. Je schneller
wir drehen, desto hoher wird die Amplitude der Induktionsspannung. Eine
Verdopplung der magnetischen Feldstarke fihrt zur Verdopplung des Effektes.
Die Induktionsspannung verschwindet in dem Moment, in dem der magnetische
Feldvektor in die Ebene der kleinen Spule fallt. Daraus lesen wir ab, daf} die
Induktionsspannung proportional zum Skalarprodukt aus zeitlicher Anderung
der Flache und magnetischer Feldstarke ist, Uj,q ~ B- da/dt.
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Helmbholtzspul

-

Abb. 6.2 Experimente zur Induktion

Aus beiden Experimenten folgern wir, dafl die Induktionsspannung proportio-
nal zum magnetischen Flufl sein muf, Ujpq ~ ®3y.

6.1.3 Berechnung der Induktion

Zur genauen Bestimmung des Zusammenhangs zwischen Induktionsspannung
und zeitlicher Anderung des magnetischen Flusses gehen wir erneut den umge-
kehrten Weg und bewegen eine rechteckige Leiterschleife in einem Magnetfeld,
das senkrecht zur Flache der Schleife steht und senkrecht zur Bewegung der
Schleife homogen ist, in Bewegungsrichtung jedoch stetig abnimmt. Ein sol-
ches Feld steht als Auflenfeld einer endlichen Spule in deren Symmetriebene in
mittlerer Entfernung zur Verfigung. Die Geschwindigkeit sei jedoch diesmal
nicht relativistisch.

pUJ y

- .

Abb. 6.3 Gedankenexperiment zur Induktion

Auf jeder der zur Bewegungsrichtung senkrechten Kanten der Schleife wirkt auf-
grund der Bewegung eine Lorentzkraft. Da jedoch die magnetische Feldstarke
Lhinten® (By) grofer ist als ,,vorne® (Bz), verschwindet die Arbeit entlang des
Gesamtumlaufs nicht. Stattdessen ergibt sich mit der Breite w der Schleife

S 1 [ = 1
Uind = %E - ds = —%F - ds = —(Flw - FQU)) = vw(31 - Bz) (69)
q q

Zur gleichen Zeit verliert die Schleife magnetischen Flufl, denn sie bewegt sich
in der Zeit At um die Strecke vAt voran, gewinnt die Flache wvAt ,vorne*
hinzu, verliert sie aber ,hinten“ wieder. Damit ist die Anderung des Flusses
Adyy
At
Der Vergleich beider Formeln liefert schliellich

d® s > . d .
Umd——7 oder %E-ds——a/B-da. (6.11)

APy = BowvAt — BiwvAt = = vw(By — By). (6.10)
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6.2 Die Lenzsche Regel

Eine Spule wird aufrecht stehend von einem zeitlich konstanten Strom durch-
flossen und erzeugt damit ein Magnetfeld. Es ist etwas schwierig, einen Me-
tallring dicht tber dieser Spule fallen zu lassen. Ist es aber einmal gelungen,
so schwebt dieser Ring frei in der Luft. Gleichzeitig messen wir eine deutliche
Erwarmung, die auf einen Stromflufl durch diesen Ring schlieflen last. Was ist
geschehen? Die Fallbewegung durch das inhomogene Endfeld der Spule hat im
Ring eine Induktionsspannung induziert, die zu einem Strom fuhrte. Auf diesen
wirkt eine Lorentzkraft, die den Ring im Mittel nach oben zieht und somit die
Fallbewegung bremst. Gleichzeitig erzeugt der Strom ein magnetisches Feld,
das dem Randfeld entgegengerichtet ist. Der beobachtete Effekt bestatigt eine
Regel, die in ihrer vollen Form lautet:

Der von einem magnetischen Feld induzierte Strom fliefit so,
dafs er seiner Ursache entgegenwirkt. (Lenzsche Regel)

Unipolarinduktor

Stromzéahler

Abb. 6.4 Experimente und Apparturen zur Lenzschen Regel

Ein Unipolarinduktor besteht aus einer rotierenden Metallscheibe, an die wahl-
weise ein Messingrohr angeschlossen werden kann, und einem runden Stabma-
gneten, der halb in das Messingrohr hineinragt. Mit und ohne Rohr messen wir
zwischen Zentrum der Scheibe und ihrer Peripherie eine Induktionsspannung.
Diese ist eine Folge der Lorentzkraft, mit der das Polfeld des Magneten die
rotierenden Ladungstrager der Scheibe nach auflen zieht. Aber auch langs der
Messingrohre kann eine Spannung gemessen werden, denn das Polfeld durch-
dringt den Mantel der Rohre. Drehen wir dagegen nur den Magneten und
lassen die anderen Teile in Ruhe, so ist keine Induktionsspannung zu messen.

Auf ahnliche Weise funktioniert der Strom- oder genauer Energiezahler in
unseren Haushalten. Eine Metallscheibe ist drehbar um ihre Symmetrieachse
gelagert und wird zugleich eingefafit von einem Elektromagneten, dessen Ma-
gnetfeld senkrecht zur Scheibe steht. Fliefit nun ein Strom durch die Achse in
die Mitte der Scheibe und dann nach auflen zu einem Abnehmer, so wirkt auf
diesen Strom durch das Magnetfeld eine Lorentzkraft, die sich auf die Scheibe
ubertragt und diese in Drehbewegung versetzt. Wird dieser Strom zugleich
durch den Elektromagneten geschickt, so kann damit die verbrauchte elektri-
sche Arbeit auch fir Wechselstrome gemessen werden. Die Apparatur findet
aber nicht nur als Antrieb, sondern auch als Bremse Verwendung. Wir sprechen
dann von Induktionsbremsen (z.B. in U-Bahnen).
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6.3 Die Gegeninduktion

Wir haben erkannt, daf§ die Anderung der Stromstarke, die durch eine Spule
flieB3t, in einem benachbarten Stromkreis eine Induktionsspannung und damit
ihrerseits einen Stromflufl hervorruft. Dieser Effekt wird im Transformator
verwendet. Durch einen Weicheisenkern geleitet kann dabei das Magnetfeld,
das die Primarspule erzeugt, beinahe ohne Verluste zur Sekundarspule gelan-
gen. Die Spannungen auf Primar- und Sekundarseite verhalten sich direkt
proportional zu den Windungszahlen der Spulen. Auch ein Transformator mit
gleichen Windungszahlen hat seinen Sinn: Er vermag als Trenntransformator
Potentialdifferenzen zwischen zwei Stromkreisen zu tuberbriicken.

6.3.1 Ein Beispiel fur die Gegeninduktion

Als Rechenbeispiel soll eine kreisformige
Feldspule des Radius Ry betrachtet werden,
in deren Mitte in gleicher Ebene eine kleine
kreisformige Induktionsspule des Radius Ry
liegt. Bei angelegtem Wechselstrom soll die
induzierte Spannung gemessen werden. Da-
bei haben wir das Magnetfeld in der Mitte
der Spule bereits berechnet. Es ist in Glei-
chung (5.37) fiir den Spezialfall z = 0 gege-

ben als

Nipol
By =~ (6.12)
2R1 Abb. 6.5 Experiment zur Gegeninduktion
Aus ithm berechnet sich der magnetische Flufl durch die kleine Flache als
] - Nipolh 2 MOFR%
$y1 = [ By -day = NomR5 = N1 N I =: Loy T 6.13
21 / 1 as °R, 2T Lo 14V2 °R, 1 2141, ( )

die Induktionsspannung ist also

ch)Ql d[l
— — [, —L 14
dt 21 (6.14)

Uy = e

Loy ist die Gegeninduktivitat der Anordnung. Thre Einheit ist nach dem ame-
rikanischen Physiker Joseph Henry (1797-1878) benannt, 1H = 1kgm?*/C?.
Gebrauchlich sind die Einheiten 1uH = 107%H und 1nH = 107°H.

6.3.2 Symmetrie der Gegeninduktion

Die Induktion der Spule 1 auf die Spule 2 ist dieselbe wie umgekehrt. Um dies
zu sehen, berechnen wir beide magnetischen Flisse. Es ist

@M:/E-daz/mtﬂ-da:%idg. (6.14)

Fuar

. j1dV I dr
_po [ adV oy % 1 (6.15)
C

A(F) = =
W= F=rl = 4 b =7
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I dr - dF
By :f A (7y) - diy = ’“‘0 L % % R (6.16)
Co Cs J Oy |7“2 Ml

Da die beiden Integrationen vertauschen und das Doppelintegral symmetrisch

in den Indizes ist, gilt in der Tat Loy = @9y /11 = ®13/13 = Lyo.

ergibt sich

6.4 Die Selbstinduktion

Es ist naheliegend, dafl ein zeitlich veranderlicher Strom auch sich selbst be-
einfluft. Die Gleichung (6.14) und ihre entsprechend umgekehrte Gleichung
lassen sich erweitern zum Gleichungssystem

drl dl
U :—Lnd—;—led—f
(6.17)
U, = —L di — L dﬁ
2 — 21 dt 22 dt .

Die hinzugefiigten Elemente Ly := Li; und Ly := Lgy werden als (Selbst-)
Induktivitaten bezeichnet. Die Vierpoltheorie, die eine Apparatur wie den
Transformator in einen ,schwarzen Kasten® legt und nur die Reaktionen der
Schaltung auf Stroméanderungen zwischen den vier Polen betrachtet, beschreibt
das System (6.17) als die Verbindung zwischen einem Stroméanderungsvektor
und einem Spannungsvektor iiber eine Induktivitatsmatrix.

6.4.1 Ein Beispiel fur die Selbstinduktion

Berechnet werden soll die Induktivitat einer
Torowdspule, also einer Spule, deren Eisen-
kern die Form eines Hohlzylinders mit nicht
zu vernachlassigender Wanddicke hat. Die
Hohe dieser Spule sei h, der Innenradius a
und der Ausflenradius b. Legen wir einen
geschlossenen Weg des Radius r (a < r < b)
ins Innere des Eisenkerns auf gleicher Hohe,
so gilt nach dem Ampereschen Satz

%E-d§:2er:NMOI:MO/f-d6

(618) Abb. 6.6 Aufbau einer Toroidspule
und damit
h b
- Nugl 1 b
@M:/B-da:N/ / Ho drdz:N”‘thn(—). (6.19)
o Ja 2mr 27 a
Die Induktivitat ist damit gegeben als
d h b
L=-Y _N2Eoty, (2, (6.20)
e 2r a

Fir N = 10°> Windungen, h = 20cm, b = 10cm und a = 5cm erhalten wir
L =27."7TmH.
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6.5 Schaltungen mit Induktivitaten

Spulen und andere Induktivitaten konnen wie normale Schaltelemente in eine
elektrische Schaltung eingebaut werden. Ahnlich wie ein Kondensator spei-
chern sie Energie in Form des magnetischen Feldes. Sie berechnet sich als die
Arbeit, die gegen die induzierte Spannung aufgewandt werden mufl. So ist

dI dq
dW = —Upadg=L —dg=L —dl =LIdI 21
W= —Unadg =1L dg =L (6.21)
und damit ,
W :/ Lr'dr = %le. (6.22)
0

6.5.1 Schaltungen aus Spule und Widerstand

In einem ersten Schritt soll eine mit einem Widerstand in Reihe geschaltete
Spule an eine konstante Spannungsquelle angeschlossen sein. Mathematisch
driickt sich das durch die Maschenregel

Uy=RI+ LI mit der Anfangsbedingung I(tg) =0 (6.23)

aus. Diese inhomogene Differentialgleichung hat die Losung

I(t) = % (1 — exp (—%(t - t0)>> . (6.24)

Wir erkennen, dafl mit dem Erreichen der Sattigung der Widerstand der Spule
auf Null zurtuckgeht. Ist diese Sattigung erreicht, so schalten wir die Anordnung
kurz. Nun ist die zugehorige homogene Differentialgleichung RI + LI =0 zu
l6sen, diesmal mit der Anfangsbedingung I(#1) = Up/R. Die Losung ist dann

I(t) = %exp (—%(t — t1)> : (6.25)

Schalten wir die Anordnung nicht kurz, sondern unterbrechen vielmehr den
Stromkreis, so kommt es zum Funkentiberschlag. Da der Strom nahezu augen-
blicklich vom Wert Uy/R auf Null fallt, ist die induzierte Spannung entspre-
chend hoch.

—

%) R, =800Q
f \ 220V
60 W

T T R, = 26Q

L S O+ S

R,=12Q 6V 5A

Abb. 6.7 Schaltungen aus Spule und Widerstand
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Wir konnen die Spannungsverhaltnisse aber auch sichtbar machen, wenn wir
den Widerstand durch eine Glithbirne ersetzen und auflerdem eine andere mit
hohem Widerstand zur Spule parallel schalten. Wir beobachten, wie beim
Ladevorgang die in Serie geschaltete Gluhbirne langsam heller wird, wahrend
die parallelgeschaltete verlischt. Bei Unterbrechung des Stromkreises leuchtet
dagegen die parallelgeschaltete hell auf.

6.5.2 Schaltungen aus Spule und Kondensator

Spule und Kondensator konnen beide Energie speichern, doch jeder auf seine
Art: Der Kondensator durch ruhende, die Spule durch bewegte Ladungen.
Somit ist es naheliegend, dafl in einem Stromkreis, der nur aus Spule und
Kondensator besteht, diese Energie standig zwischen beiden Schaltelementen
ausgetauscht wird. Dabei ist die Energiesumme konstant,

1o 1Q* ) 1 ..,
W= L) + 2 = SO
AW Al QdQ  _dQ [($Q 1

Diese Differentialgleichung fiir Q(t) 148t sich auch aus der Maschenregel erhal-
ten. Als Anfangsbedingung wahlen wir den voll aufgeladenen Kondensator,

Q(0) = Qo = CUg, Q(0) = 0. Es ergibt sich die Losung

Q(t) = Qo coswot wo = \/%—C (6.26)

6.5.3 Schaltungen aus Spule, Kondensator und Widerstand

Fir eine Ringschaltung aus Spule, Konden-
sator und Widerstand ergibt die Maschen-

regel Yo
dl Q
L— I - == 2
7 + R c 0 (6.27)
oder
d*’Q RdQ 1 ¢
W-I-f%—l-ﬁQ—O. (6.28)

m

Mit dem Ansatz Q = Ae* ergibt sich die R L

charakteristische oder FEigenwertgleichung
A? + R/\/L + ]‘/LC = 0 mit den Lésungen Abb. 6.8 Gedampfter Schwingkreis

R 1
M2 =—-v+1/7? —w? mit ’y:ﬁ und w:\/T_C. (6.29)

Je nach dem Vorzeichen des Radikanden unterscheiden wir drei Falle:
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Im Schwingfall w? > ~v? werden die Eigenwerte komplex, es ergibt sich

Ma=—v+/Jwg—7?=—ytiw (6.30)

und somit als allgemeine Losung
Qt) = e_vt(clem + cze_m). (6.31)

¢1 und ¢y sind ebenfalls i.a. komplex. Sind jedoch Anfangsbedingungen vorge-
geben, so fihren diese trotz des komplexen Ansatzes zu einer reellen Losung.

Mit Q(0) = Qo = CUp und Q(O) = 0 ergibt sich

c1+c2=0Qo, —vy(arte)+tiw(leg—c)=0 =

1 1
a=5(1+1)Q, e=5(1-2)q (6.32)
2 7w 2 7w
und damit wegen e = cosx +isinT
Q(t) = Qoe " <cos wt + 7 sinwt) : (6.33)
w

Fiir den aperiodischen Grenzfall w? = ~* fallen die beiden Eigenwerte zusam-
men. Dann ist die Losung gegeben als Q(t) = e~ 7 (c1t + ¢2) und speziell fir
die bereits verwendete Anfangsbedingung

Q(t) = Qoe (4t + 1). (6.34)
Der Kriechfall wi < ~? schlieBlich liefert

/\172 — —f)/j: A /72 — ujz = —"y:l:uj/ = Q(t) = e_yt(clew/t —|—02€_w/t) (635)

und mit derselben Anfangsbedingung

Q) = 20 (! +9)e + (& 7)) (6.36)

2w!

Wir erkennen einen langsam abklingenden ersten und einen schnell abklingen-
den zweiten Term. Insgesamt kommt es zu keiner Schwingung.

1
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Abb. 6.9 Losungen des gedampften Schwingkreises
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6.6 Wechselstrome

In einen gedampften Schwingkreis des letzten Abschnitts sei als antreibende
Kraft eine Wechselspannungsquelle eingefiigt, also ein Schaltelement, dessen
zeitlicher Spannungsverlauf sich mit Hilfe einer trigonometrische Funktion be-
schreiben laft. Eine Moglichkeit, die Reihenschaltung von Kondensator, Wi-
derstand und Spule mit dieser Wechselspannungsquelle mathematisch zu fassen,
besteht in der Maschengleichung

Lﬂ + RI + iQ = Up cos(wt) = Up(t), (6.37)
dt C

wobel w die Kreisfrequenz der Wechselspannung und Uy ihre Amplitude ist.
Im eingeschwungenen Zustand, also in einem Zustand, in dem die Anfangsbe-
dingungen keine Rolle mehr spielen, lassen sich bereits an dieser Stelle einige
Feststellungen machen. So wird der Strom, der durch den Schaltkreis flief3t,
dieselbe Frequenz wie die Spannung haben und gegen diese lediglich um eine
Phase ¢ zeitlich verschoben sein. Der Ansatz

I(t) = I cos(wt + ¢) (6.38)

ist so allgemein gehalten, dafl er (bzw. die durch Integration berechenbare La-
dung Q(t) auf den Kondensatorplatten) die Gleichung (6.37) 16st. Um einfacher
rechnen zu konnen, soll jedoch ein komplexer Ansatz gewahlt werden,

Ug(t) = Ugexp(iwt), I(t) = Iy exp(iwt), (6.39)

wobei Iy als allgemein komplex angenommen wird, also auch die Phase ¢
enthalt. Dabei kann wie bereits vorher darauf vertraut werden, dafi dieser
komplexe Ansatz den physikalischen Sachverhalt richtig beschreibt, denn die
physikalischen Randwerte, hier beispielsweise als Anfangsbedingung gegeben,
wiirden diese komplexen Funktionen dann wieder in den Raum der reellen Funk-
tionen zuruckholen. Wie im folgenden zu zeigen sein wird, konnen von diesem
Ansatz ausgehend, Spule, Kondensator und Widerstand im eingeschwungenen
Zustand als normale Schaltelemente betrachtet werden, die einem verallgemei-
nerten Ohmschen Gesetz gehorchen.

6.6.1 Komplexe Widerstande

Zunachst seilen Widerstand, Spule und Kondensator jeweils einzeln an die
Wechselspannungsquelle angeschlossen. Fur den Widerstand gilt

ﬁR(t) = Up exp(iwt) = RI, exp(iwt) = RI(t), (6.40)

es ist also wie bisher Uy = Ry, der Widerstand ist der konventionelle Ohmsche
Widerstand R. Das andert sich fir die Spule. Hier ergibt sich

N . dI(t
Up(t) = U exp(iwt) = iwLIyexp(iwt) = L% (6.41)
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und damit der Widerstand RL = wl. Fur den Kondensator schlieflich ist

Ue(t) = Uy explivst) = @ioc explist) = é / F(t)dt (6.42)

und als Widerstand R¢ = (iwC)~!. Der Ohmsche Widerstand Zy := R wird
auch als Wirkwiderstand, die Summe Zp := R¢c 4+ Ry als Blindwiderstand
bezeichnet.

6.6.2 Erzwungene Schwingung

Das verallgemeinerte Ohmsche Gesetz

- ~ ~ ~ 1
U(t) = RI(t) mit Rp:= R, Rp:=iwwl und R¢:= - c (6.43)

ww

verwandelt Gleichung (6.37) in eine algebraische Gleichung,

Up(t) =Ur(t) + UL(t) + Uc(t) = RI(t) + iwLI(t) + - 10 I(t).  (6.44)

ww

Der Ersatzwiderstand ist wie bei einer Reihenschaltung von Ohmschen Wi-
derstanden auch hier als Summe der Widerstande gegeben,

~ , 1 , wo? ) 1
R:R—I—@wL—I—iwC:R—I—zwL<1—w—02> mit wozzﬁ, (6.45)
und mit v = R/2L ist
~ . Uy wUo
I — I = — = —
0 0 exp(lqb) R L(Z’yw T i(wz o woz)
_ wlp (29w — i(w? — wo?) ‘ (6.46)
L2 + (2 = w02 P)
Als reelle Parameter ergeben sich
2 _ .2
Iy = «“Uo und tan¢ = YT (6.47)
L\/472w? + (w? — wp?)? 2vw

Fiir die ungedampfte erzwungene Schwingung (v = 0) erkennen wir fiir w = wq
ein singulares Verhalten, die Resonanzkatastrophe. Der ohmsche Widerstand,
der stets in einer Schaltung vorhanden ist, dampft dieses Verhalten auf endliche
Werte herab. Gleichzeitig verschieben sich die Resonanzpunkte fur die dre:
Schaltelemente. Wir wollen daher zunéchst die Amplituden der Spannungen
an Widerstand, Kondensator und Spule bestimmen.
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6.6.3 Resonanzverhalten

Fur die Amplitude der Spannung an Widerstand, Kondensator und Spule ist

2ywUy

Ugo(w) = RIy = , 6.48
RO( ) 0 \/472w2—|—(w2 —w02)2 ( )
Iy w02U0
Uco(w) = — = , 6.49
o) = 26 = T =T (6.49)
2
U
Uso(w) = wLly = © 0 (6.50)

\/47%;2 n (wz _ woz)z'

Die entsprechenden Resonanzfrequenzen wpr, we und wy,, also die Kreisfrequen-
zen maximaler Spannung, ergeben sich als Extremwerte dieser Funktionen,

4
w
wh =wo?, Wi =wo® -2 und wi = m. (6.51)
Ferner ist
wo U,
Ugro(wr) = Uy, Uco(we) =Uro(wr) = 0 0 (6.52)
2v+v/wo? — ~?
sowie
Uro(w = 0) =Urp(w — 0) = Urg(w — 00) = Ugp(w — o0) =0,
Uco(w—>0) :UL()(CU—>OO) :Uo. (653)

Die so grob umzeichneten Spannungsverldufe sind in Abbildung 6.10 darge-
stellt.

1.6 £ e
1.4 F =
1.2 F e
‘] - [
08 £ e § 782 3
oo b i)/ U
04 | B g
02 [ T //(0%4/(@02_272)) é
o Bt n o WA T
0 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2

Abb. 6.10 Resonanzkurven der Spannung an Widerstand, Kondensator und Spule
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6.6.4 Hoch- und Tiefpafl

Im gedampften Schwingkreis verschieben sich die Resonanzpunkte der einzel-
nen Bauelemente von der Resonanzfrequenz wg des ungedampften Schwingkrei-
ses weg. Am Kondensator fallt bei relativ niedrigen, an der Spule bei relativ
hohen Frequenzen die grofite Spannung ab. Das macht man sich in der Hoch-
frequenztechnik zunutze, um ein breites Frequenzspektrum in die einzelnen
Freuquenzbereiche aufzuspalten. Man spricht hier von Hoch- bzw. Tiefpassen.
Dabei kann jeweils auf Spule bzw. Kondensator verzichtet werden.

Abb. 6.11 Hochpaf}, Tiefpal und stabilisierter Gleichrichter

In der Schaltung in Abbildung 6.11 links stellt der Kondensator den Tief- und
der Widerstand den Hochpafl dar. An letzterem féllt eine Spannungsamplitude

RUO wRC’eri¢
Uprn = = 6.54
BT Ry (wC) T VPRECE 41 (6.54)
und damit eine Spannung
wRCUy cos(wt + ¢) mit tang = 1
Vw?R2C? 4+ 1 wRC
ab. Fur die mittlere Schaltung ist der Hochpafl durch die Spule gegeben. IThre
Spannungsamplitude ist

Un(t) = (6.55)

wLU LUge'®
Upo = —0 = 2200 (6.56)

T Rtiwl VolIztRe

Die Spannung also

_ wLUgcos(wt + ¢) ) R
Un(t) = N R mit  tan¢ = I (6.57)
In beiden Fallen erkennt man, dafl fiur hohe Frequenzen fast die gesamte Span-
nung am Hochpafl abfallt, wahrend die Phase sich dem Wert ¢ = 0° nahert.
Anders beim ungedampften erzwungenen Schwingkreis, bei dem der Wider-

stand fehlt. Fir die Spannung an der Spule gilt hier

iwLlUy U
iwL + (iwC)™t w2 —w?’

ULo = (6.58)
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Die Phase verandert sich hier nicht, lediglich in einem Schritt um den Wert
7 beim Uberschreiten der Resonanzstelle w = wq. Diese Schaltung eignet sich
nicht zur Frequenzteilung. Eine einfache Anwendung des RC-Schaltkreises ist
hingegen die Stabilisierung eines durch einen Gleichrichter geschichten Wech-
selstroms. Die stabilisierte Spannung wird dabei am Kondensator abgegriffen,
die Schaltung ist in Abbildung 6.11 ganz rechts dargestellt.

6.7 Leistung des elektrischen Stroms

Die Arbeit, die eine Spannung U auf die Ladungsmenge A@) ausibt, ist als
AW = UAQ gegeben. Im elektrischen Strombkreis ist diese Ladungsmenge der
pro Zeiteinheit flieende Strom. Damit ergibt fur diese Arbeit

T
W(T) = / U(t)I(t)dt. (6.59)
0
Fur eine Gleichspannung, also zeitlich konstante Spannung und Stromstarke,

1483t sich dieses leicht integrieren und liefert, dividiert man durch die Zeit T,
die Leistung

P=UI = RI". (6.60)
Fir eine Wechselspannung dagegen gibt man eine maittlere Leistung an,
_ 1 [* 2
P = f/o U)I(t)dt mit T = — (6.61)

(hier darf wegen Re(UI) # Re(U)Re(I) nicht komplex gerechnet werden).
Fallt die Spannung am Widerstand ab, so ist die Spannung U(t) = Uy cos(wt)
(Up = RIp) mit der Stromstérke I(t) = Iy cos(wt) in Phase und damit

_ Uy [T Uol,
p =290 / cosz(wt)dt = 020 = Uegrlewr (6.62)
0

mit den effektiven GréBen Usg = Up/v/2 und Ig = Ip/v/2. Fillt die Spannung
an einer Spule ab, so gilt dagegen U(t) = —Up sin(wt) (Uy = wLlp) und damit

Uoly

p=—
T

/T sin(wt) cos(wt)dt = 0, (6.63)

dasselbe auch fur die mittlere Leistung an einem Kondensator. Im allgemeinen

Fall U(t) = Up cos(wt + ¢) ergibt sich schliefflich

_ I ¥
P = Uolo / cos(wt + @) cos(wt)dt =
T Jo
Uolo ("
=7 / (cos? (wt) cos ¢ — sin(wt) cos(wt) sin ¢)dt =
0

- Uo[o ZW

cos ¢ = Upgp Iofr cos @ = Uerlogr .
2 VZw? + Zp*

(6.64)
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7. Magnetfelder in Materie

Bringt man verschiedene Probekorper in die Nahe von Spulen, so wirken auf sie
ganz unterschiedliche Krafte. Die grofite Kraft wirkt am Spulenende und nicht
in ihrem Zentrum. Entscheidend fur die Wirkung des Magnetfeldes auf den
Probekorper ist also die raumliche Anderung, nicht die absolute Grofle. Einige
Substanzen werden immer in Richtung zunehmender Feldintensitat, andere in
Richtung abnehmender Intensitat gezogen. Wir unterscheiden

diamagnetische Substanzen:

Substanzen, die vom Magnetfeld schwach abgestolen werden

(H0, Cu, Pb, NaCl, SiO,, S, C, Ny, ... )

paramagnetische Substanzen:

Substanzen, die vom Magnetfeld schwach angezogen werden

(Na, Al, CuCly, NiSOy, O, ... )

ferromagnetische Substanzen:

Substanzen, die vom Magneten stark angezogen werden

(Fe, Fe3Oy4, Co, Ni, ... )

Dieses verschiedene Verhalten 1a3t sich durch das Modell kleiner Elemen-
tarmagnete erklaren, deren jeder als ein Kreisstrom gedacht werden kann. Die-
ses Modell besitzt auf den ersten Blick eine physikalische Untermauerung im
mikroskopischen Mafistab. Das Bohrsche Atommodell geht davon aus, dafl
Elektronen den Kern umkreisen. Das elektrische Dipolfeld mittelt sich zeitlich
heraus, aber es bleibt ein magnetisches Moment tibrig. Da ein Elektron der
Geschwindigkeit v in einer Sekunde v/27r Umldufe ausfiihrt, resultiert daraus
ein magnetisches Moment

)
PM =TT 27 = 7r? d—?— %. (7.1)
Zugleich besitzt das Elektron den Bahndrehimpuls L=ix mv, zwischen beiden
besteht also die Beziehung
€ =

py=——0L (—i ist das gyromagnetische Verhdltnis) (7.2)
2m 2m

Wiahrend jedoch das gyromagnetische Verhaltnis auch bei genauerer Betrach-
tung Bestand hat, ist der Rest des Modells fragwirdig. Erstens wtrde das
elektrisch geladene Elektron auf seiner kreisformigen Bahn seine Energie ab-
strahlen und so langsam in den Kern stturzen. Zweitens aber ist nicht klar,
warum das Elektron gerade eine Kreisbahn und nicht beispielsweise eine El-
lipsenbahn beschreiben soll. Jedoch ist das Modell fur die hier anzustellenden
Uberlegungen durchaus ausreichend. Daher wollen wir hier zunéchst die Kraft-
wirkung eines Magnetfeldes auf einen Kreisstrom betrachten.



Vorlesung zur Physik II — Elektrodynamik ......................... Seite 73

7.1 Magnetische Kraftwirkung auf einen Dipol

Wir wollen die Kraft berechnen, die ein inhomogenes Feld auf einen Kreisstrom
ausiibt. Dazu betrachten wir den Sonderfall eines zylindersymmetrischen Fel-
des, dessen Achse zugleich die Symmetrieachse des Kreisstroms ist. Die Kom-
ponenten der Lorentzkraft

dF = dq( x B) (7.3)

in der Ebene des Kreisstroms kompensieren sich, nicht jedoch diejenigen senk-
recht dazu. Fur die Gesamtkraft in diese Richtung berechnet sich

FZ:/(ﬁxé)-gqu:/(éxgz)-ﬁdq:

B,
- —/B,st = —97rB, I = —2PM7r (7.4)

7

Die Komponente B, verschwindet nur dann nicht, wenn die Magnetfeldlinien
auseinanderweichen oder dichter zusammentreten. Damit hangt diese Kompo-
nente direkt mit der Veranderung des Magnetfeldes in z-Richtung zusammen.
Der mathematische Zusammenhang ergibt sich aus dem Verschwinden der Di-
vergenz des Magnetfeldes. Betrachten wir namlich einen flachen Zylinder der
Hohe Az und der Querschnittsfliche 712, so gilt fiir das Oberflichenintegral

0= %B) ‘ dg ~ —777“232(1;7 Y, Z) + FTzBZ(T, qb, Z+ AZ) + QWTAZBT(rv Qb, Z)
(7.5)
und damit im Grenzfall Az — 0
r 0B.(r,¢,2)

5 3 (7.6)

B, (r,¢,z) =

Also ergibt sich F, = py0B./0z, und im allgemeinen Fall erhalten wir wie

beim elektrischen Dipol . .
F = (pu-V)B. (7.7)

Sl

>
N
[e—

Abb. 7.1 Inhomogenes Magnetfeld und Kreisstrom
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Nicht nur ein raumlich, sondern auch ein zeitlich veranderliches magnetisches
Feld beeinflufit einen Kreisstrom. Doch fithrt es primar nicht zu einer Kraft
auf den Kreisstrom, sondern zu einer Veranderung des magnetischen Moments.
Nach dem Induktionsgesetz gilt namlich

- dd ,dB,
2rrEy = %E - ds =Uipq = i —7r 7 (7.8)
und damit IB
r z
0= 3 g (7.9)

Die induzierte Spannung bewirkt eine Beschleunigung der Ladungsmenge g,
deren Umlauf das magnetische Moment bestimmt. Es wirkt auf sie die Kraft
dv qr dB,
o T T
Bringt man nun einen Kreisstrom vom feldfreien Raum in ein Magnetfeld der
Starke B, so fuhrt dies zu einer Geschwindigkeitszunahme

(7.10)

qr qr
Av=—AB=—B= 11
V=g Y rwr, (7.11)
(wr, := ¢B/2m ist die Lamorfrequenz), wobei angenommen wird, daf§ der Ra-

dius r sich nicht andert. Mit der Geschwindigkeitszunahme verkleinert sich
aber auch das magnetische Moment des Kreisstroms um einen Betrag

¢*r? -

B. (7.12)

Afv = —%Mx =t

Schliellich kann auch ein raumlich homogenes und zeitlich konstantes Magnet-
feld auf einen Kreisstrom einwirken. Ist die Achse des Kreisstroms gegen das
Magnetfeld um einen Winkel « gekippt, so wirken auf die beiden Halbkreise
Jeweills entgegengesetzt gerichtete Lorentzkraftanteile

dq — —

dF = dq(¥ x B) = —(d x B) = I(dF x B) (7.13)
und damit Drehmomente
AN =7 x dF = I(7- B)dr — IB(F - dF) = I(F - B)dr. (7.14)
Die Integration uber den gesamten Kreis ergibt dann schliellich
N = jpy x B. (7.15)

Dieses Drehmoment dreht das Moment in Richtung des Magnetfeldes.

Ty

Abb. 7.2 Drehmoment auf einen Kreisstrom
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7.2 Veranschaulichung der Materialeigenschaften

Die Betrachtungsweise, welche sich die Materie im Magnetfeld als eine An-
sammlung kleiner magnetischer Elementarmagnete oder Kreisstrome vorstellt,
reicht aus, um die grundlegenden drei magnetischen Eigenschaften der Mate-
rie zu verstehen. Die Vorarbeit haben wir im letzten Abschnitt geleistet, als
wir die Wirkung des magnetischen Feldes auf Kreisstrome bestimmten. Diese
kann nun verwendet werden, um die Wirkung des Feldes auf eine Ansammlung
solcher Kreisstrome zu veranschaulichen.

7.2.1 Diamagnetismus

In diamagnetischen Materialien kompensieren sich die magnetischen Momente
der atomaren Kreisstrome paarweise. Diamagnetismus tritt daher nur bei Sub-
stanzen mit einer geraden Anzahl von Elektronen in jedem Orbit auf. Beim
U'bergang vom feldfreien Raum ins Magnetfeld wird, so haben wir erkannt, ein
Dipolmoment in Feldrichtung abgeschwacht, ein solches entgegengesetzt dazu
verstarkt. Kompensierten sich also im feldfreien Raum die Magnetfelder von
zwel atomaren Kreisstromen, so wird im Magnetfeld ein Dipolmoment resultie-
ren, das entgegengesetzt zum Feld gerichtet ist. Es ist proportional zu B und
temperaturunabhéangig.

7.2.2 Paramagnetismus

In Atomen mit einer ungeraden Anzahl von Elektronen in einem oder mehreren
Orbits kompensieren sich die magnetischen Momente nicht. Es existiert also
bereits im feldfreien Raum ein magnetisches Moment. Allerdings sind diese ma-
gnetischen Momente dort im Mittel ungerichtet. Wird ein magnetisches Feld
angelegt, so bewirkt dieses ein Drehmoment auf die Dipole, welches diese paral-
lel zum Feld ausrichtet. Die strenge Ausrichtung der Dipole wird immer wieder
durch die thermische Bewegung der Atome zerstort. Der Paramagnetismus ist
daher temperaturabhangig.

7.2.3 Ferromagnetismus

Im gewissen Sinne ist der Ferromagnetismus eine starke Form des Paramagne-
tismus. Sein wesentlicher Unterschied ist jedoch die Tatsache, daf3 die Aus-
richtung der Momente auch dann noch andauert, wenn das magnetische Feld
nicht mehr wirkt. Die Momente benachbarter Atome sind so stark miteinander
korreliert, daf3 es energetisch gunstiger ist, die Momente dieser benachbarten
Atome parallel auszurichten, anstatt sie statistisch zu kompensieren. Erst ober-
halb einer bestimmten Temperatur, der Curie- Temperatur, bricht diese kollek-
tive Ausrichtung der Momente zusammen, das Material wird paramagnetisch.
Diese Temperatur liegt fiir Eisen bei 770°C, fiir Nickel bei 358°C. Wir werden
den Ferromagnetismus in einem spateren Kapitel noch einmal genauer unter
die Lupe nehmen.
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7.3 Magnetisierung und Magnetfeld

Wir haben mit Hilfe eines Modells vieler kleiner Kreisstrome die magneti-
schen Eigenschaften der Materie interpretieren konnen. Makroskopisch duflert
sich diese magnetischen Eigenschaften als Magnetisierung M oder magneti-
sche Dipolmomentendichte, die als magnetisches Dipolmoment 1y, pro Volu-
men erklart ist.

7.3.1 Homogen magnetisierte Materieschicht

Wir betrachten eine Schicht der Dicke Az, die homogen in positive z-Richung
magnetisiert sei. Jede Saule der Querschnittsflache Aa besitzt also dasselbe
magnetische Moment py; = MAaAz. Dieses kann durch einen Kreisstrom
der Starke I im das Flachenelement herum ersetzt werden, der das magne-
tische Moment py;r = IAd besitzt. Die Magnetisierung ist also durch die
Flachenstromdichte J auf der Randflache dieser Saule zu ersetzen,

I

M = - J. (7.16)
Wird die Schicht also in Saulen aufgeteilt, so kann die Magnetisierung jeweils
durch eine Flachenstromdichte ersetzt werden. Auf benachbarten Flachen die-
ser Unterteilung heben sich jedoch diese Strome wegen der konstanten Magne-
tisierung auf, so dafl schliellich nur der Strom auf der Randflache der Schicht
ubrig bleibt. Die magnetisierte Scheibe ist also einem gleichgeformten Volu-
men aquivalent, dessen Wand von der Flachenstromdichte J = M durchflossen
wird. Dieser Strom wird auch gebundener Strom genannt, da er an die Magne-
tisierung gebunden ist.

Ad
—
Az

_
J%

>
A
l‘!‘

y

Abb. 7.3 Homogen magnetisierte Materieschicht

Wir legen nun in Gedanken einen flachen Weg der Ausmafie Az und Ad um
den Rand dieser Schicht. Der Strom, der die Magnetisierung ersetzt, fliefit
entsprechend der Rechte-Hand-Regel von der positiven z-Achse aus gesehen im
Gegenuhrzeigersinn um die Schicht herum. Gleichermaflen nach dieser Regel
umschlieft der Weg den Strom auf der Randflache der Schicht. Nach dem
Ampereschen Gesetz (5.23) gilt dann

% B-ds=B"™" Az — BN = 0]

oder ~ pimmen — pavben 00, (7.17)

Ist also ein von auflen, beispielsweise durch Spulen erzeugtes Magnetfeld vor-
handen, so wird dieses durch die magnetisierte Materie verandert. Um diese
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Magnetfelder unterscheiden zu konnen, bezeichnen wir dasjenige, welches allein
von den freten Stromen erzeugt wird, mit /,Loﬁ, wahrend das Symbol B fiir das
Magnetfeld in Materie stehen bleibt. Das Amperesche Gesetz gilt nun fiir das
freies magnetisches Feld H in modifizierter Form,

%ﬁ - dS = Iire; bzw. rot H = jfrei, (7.18)

die beiden Felder sind tiber die Beziehung

— —

B = poH + poM (7.19)

miteinander verbunden.
7.3.2 Suszeptibilitat und Permeabilitat

Mefigrofle in Materie ist analog zur elektrischen Feldstarke E die magnetische
Feldstirke B. Im Falle von Dia- und Paramagnetismus ist die Magnetisie-
rung proportional zum magnetischen Feld. Naheliegend ist daher die lineare
Naherung

poM = XmB, (7.20)

es ergibt sich dann fiir das freie magnetische Feld
poH = (1— Ya)B. (7.21)

Dieser Weg ist jedoch nicht der traditionelle. Vielmehr wird hier die Magneti-
sierung proportional zum freien magnetischen Feld angesetzt, M = 3 H, und
es gilt

B =po(l+ xm)H =: popH. (7.22)

Y M ist die magnetische Suszeptibilitat, p die Permeabilitat, und beide hangen
vom Material ab. Die beiden Suszeptibilitaten yj3; und yp; sind uber die
Beziechung 1+ xar = (1 — Yas) ' miteinander verbunden. Ist Y, klein gegen
Eins, so stimmen beide etwa tiberein, fur vy, — 1 wachst x 37 uber alle Grenzen,
es kommt zur Magnetisierungskatastrophe.

7.3.3 Besonderheiten der Permeabilitat

Zu bemerken bleibt noch, dafl nach wie vor divB =0 ist, denn der Fluf} des
magnetischen Feldes bezog sich immer auf das effektive und nicht das freie
Feld. Damit folgt jedoch nicht automatisch div H= 0, denn die Permeabilitat
kann durchaus ortsabhangig sein. Weiterhin ist die lineare Beziehung zwischen
Magnetisierung und freiem magnetischen Feld nur beim Dia- und Parama-
gnetismus gegeben. Fir den Ferromagnetismus kann die Abhangigkeit ganz
anders aussehen, die Permeabilitat ist dann eine Tensorgrofle. Dies soll uns im
nachsten Abschnitt beschaftigen.
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7.4 Ferromagnetismus

Ferromagnetismus ist eine verstarkte Form des Paramagnetismus, die sich je-
doch dadurch auszeichnet, dafl sich die Spins der an der Magnetisierung betei-
ligten Elektronen gegenseitig beeinflussen. So ist der gleich ausgerichtete Spin
benachbarter Elektronen energetisch giinstiger als die willkiirliche Verteilung
oder gar die paarweise Kompensation der Spins (was im tibrigen bei mehr als
eindimensionaler Anordnung auch zu Effekten wie der ,,Spinfrustration® fuhrt,
auf die wir hier jedoch nicht weiter eingehen werden). So kommt es, dafl das
Material auch nach Abschaltung des aufleren Magnetfeldes noch seine Magne-
tisierung behalt.

7.4.1 Die Curie-Temperatur

Der Effekt bleibender Magnetisierung wird erst oberhalb der bereits erwahnten
Curie- Temperatur durch thermische Bewegung aufgehoben. Ferromagnetische
Materialien wie Eisen werden in Transformatorkernen verwendet, um das Ma-
gnetfeld von der einen Spule gebiuindelt auf die andere zu ubertragen. Wir
konnen daher das Temperaturverhalten beobachten, indem wir in einer ein-
fachen, in Abbildung 7.4 gezeigten Transformatorkonstruktion den Eisenkern
erwarmen. Die induzierte Spannung in der Sekundarspule fallt dann bei der
Curie-Temperatur auf Null zurtck.

A& [ 0
T

=3 v

18

Abb. 7.4 Messung der Curie-Temperatur

—

7.4.2 Weiflsche Bezirke

Die Austauschwechselwirkung, die zur Gesamtenergie des magnetisierten Mate-
rials einen Anteil —.J 48} - 33 beisteuert, sorgt fiir die Parallelstellung der Spins.
Jedoch ist eine gleichmafBige Polarisation des gesamten Materials auch nicht
glnstig. Daher wird ein Kompromifl gewahlt: Es werden groflere Bezirke, auch
Domdanen oder Weifische Bezirke ausgebildet, welche dieselbe Polarisation be-
sitzen.

Daf} die Uberginge zwischen diesen Domé#nen nicht flieBend sind, sich viel-
mehr Domanenwande ausbilden, dafur sorgen die ,leichten Richtungen® im
Material, also Richtungen, in die Spins bevorzugt ausgerichtet werden. Es sind
dies meist die Achsen des kristallinen Materials, beim Eisen beispielsweise die
Richtungen (100), (010) und (001), wie sie in Abbildung 7.5 dargestellt sind,

symbolisch daneben die Doménen und ihre Wande.
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Domanenwand

(1o0)| (010) _ \

(011

CEAN / ¢ \
A

(111) WeiRscher Bezirk

Barkhausen-Effekt

Abb. 7.5 Weifische Bezirke und Barkhausen-Effekt

Wird ein aufleres Magnetfeld angelegt, so werden diese Wande verschoben.
Dieser Barkhausen-Effekt 1a3t sich sogar horbar machen, denn das Umklappen
fuhrt zu Induktionsstoflen, die in einer Induktionsspule registriert und tber
einen Lautsprecher wiedergegeben werden kénnen (vgl. Abbildung 7.5).

7.4.3 Die Hysteresekurve

Wieder an dem Eisenkern eines Transformators soll die makroskopische Aus-
wirkung des Ferromagnetismus demonstriert werden. Dazu schliefen wir die
Sekundarspule an die Vertikal-, die Priméarspule an die Horizontalablenkung
eines Oszillographen an. Es wird also quasi das effektive gegen das freie ma-
gnetische Feld ,aufgetragen®. Beim ersten ,Hochfahren® des Magnetfeldes geht
die Kurve vom Ursprung aus. Dann jedoch andert sich ihre Charakteristik:

Fur hohe Werte des freien Magnetfeldes H tritt eine Sattigung ein, der Ei-
senkern ist maximal magnetisiert. Geht danach das freie Feld auf Null zurtck,
so bleibt ein effektives Magnetfeld erhalten. Wir sprechen hier von Remananz.
Es verschwindet erst dann, wenn das freie Feld auf einen entgegengesetzt gerich-
teten Wert gestiegen ist, welcher als Koerzitivfeldstarke bezeichnet wird. Dieses
Verhalten setzt sich punktsymmetrisch zum Ursprung fort, den die Kurve jetzt
jedoch nicht mehr trifft. Wir sprechen von einer Hysteresekuruve.

B B= H e
| HEo .~ Sattigung
i
O Remanenz
\ §
~o g % erstes
O "Hochfahren"
Koerzitiv- H (damit I;)
Feldstarke / .~

Abb. 7.6 Die Hysteresekurve und ihre Messung
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7.5 Die Energie des magnetischen Feldes mit Materie

Die Energie ist gleich derjenigen Arbeit, die ein freier Strom gegen ein effektives
Magnetfeld leistet. Es ergibt sich dann ziemlich direkt

AW = UAQ = IUAt = I nA®y =
= InAAB = HIAAB =V HAB (7.23)

und damit fur die Energiedichte

— —

B
wM:/ H.dB. (7.24)
0

Diese Energiedichte 1lafit sich tiber ein beliebiges felderfulltes Volumen integrie-
ren, wenn die lineare Naherung B = pouH verwendet wird. Es ist dann

1 1[5 = 1
Wy = —,,LO,,L/HMV = —/B -HdV = /B2dv. (7.25)
2 2 20t

Die mittlere Formel ist die allgemeinste, sie gilt auch fur ferromagnetische Sub-
stanzen, also bei Nichtgultigkeit der linearen Beziehung zwischen freier und
effektiver magnetischer Feldstarke. Diese Formeln sind in direkter Analogie zu
den entsprechenden Ausdriicken fiir das elektrische Feld,

D
wE:/ E-dD (7.26)
0

und

1 1 [ = = 1
- D¥V =- | E-Ddv == E%d 2
W 2505/ v 2/ v 2505/ v (7.27)

zu sehen.

7.6 Induktivitat in Materie

Nach Gleichung (6.20) ist die Induktivitdt oder Selbstinduktion einer Spule
gegeben durch den Quotienten aus dem magnetischen Flufl @ 3; und dem freien
Strom, also umgekehrt

LI:CI)M:/E-dcY:/,LO/,L/ﬁ-dcY. (7.28)
Im materiefreien Raum wird g zu Eins, es ist daher

L = pLo, (7.29)

wobel Lg die Induktivitat ohne Materie bezeichnet.
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8. Die Maxwellschen Gleichungen

Der physikalische Gauflsche und Stokessche Satz fiir die elektrische Feldstarke in
den Gleichungen (1.64) und (1.65) sowie der GauBlsche Satz fiir das Magnetfeld
in Gleichung (5.27) wie auch das Amperesche Gesetz in Gleichung (5.28) bilden
einen Satz von Gleichungen, die erstmals von dem englischen Physiker James
Clerk Maxwell (1831-1879) zusammengesetellt und nach ihm benannt wurden.
Es handelt sich hierbei um die stationaren Mazwellschen Gleichungen,

divE =2 rot E =0
o (8.1)
divB =0 rot B = poy.

Diese Gleichungen haben bei uns im Laufe der Kapitel zwei wichtige Erweite-
rungen erfahren. So ersetzte die aus Gleichung (6.11) ablesbare differentielle
Form des Faradayschen Induktionsgesetzes

rotE = —%—f (8.2)

die einfache Stokessche Formel. In einem zweitliche veranderlichen Magnetfeld
ist die Arbeit, die das elektrische Feld leistet, also nicht mehr wegunabhangig.
Ferner konnten wir im dritten und im letzten Kapitel diese Gleichungen auf
materiegefiillte Bereiche des Raumes uibertragen und erhielten so die nichtsta-
tionaren Mazwellschen Gleichungen

— — aé — — —
divD=p ot B = —— mit D=¢E+P
ot , (8.3)
divB =0 rotﬁ:f mit ﬁ:—E—M,
Ho

wobel p und j die freie Ladungs- bzw. Stromdichte und P und M die Pola-
risation bzw. Magnetisierung waren (ugeg = ¢~%). Wir miissen jedoch auch
nach diesen Anderungen feststellen, dafl die Gleichungen immer noch nicht
vollstandig sind. Denn berechnen wir die Divergenz der Rotation des freien
magnetischen Feldes, so verschwindet dieser Ausdruck aus mathematischen
Grunden, auf der anderen Seite steht jedoch die Divergenz der Stromdichte,
die nach der Kontinuitatsgleichung

- Op
divy+ =— =0 8.4
vyt & (8.4
gleich der zeitlichen Abnahme der Ladungsdichte ist. Im nichtstationaren Fall
ist dieses System also nicht konsistent. Um diesen Defekt auszugleichen, suchen
wir eine sogenannte Verschiebungsstromdichte jp mit div jp = dp/0t, so daBl
mit rot H = j—l— fD die Divergenz auf beiden Seiten verschwindet.
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8.1 Berechnung des Verschiebungsstroms

Ein typisches Beispiel fir nichtstationares
Verhalten ist, wie bereits erlautert, der Plat-
tenkondensator, der sich tber einen Wi-
derstand entladt. Wir legen in Gedanken
um die positiv geladene Platte des Kon-
densators eine geschlossene Flache. Die
Oberflache wird von einer auf ihr verlaufen-
den Kreislinie €' in zwei ungleiche Halften
zerlegt: die Kreisflache S, durch die der
Strom flie3t, und die Restflache S’. V' sei
das eingeschlossene Volumen. Dann gilt we-
gen div(rot ﬁ) = 0 nach dem mathemati-

schen GauBschen Satz Abb. 8.1 Der Verschiebungsstrom

/ div(rot ﬁ)dV = / rotH - di = 0, also
14 S+457

/rotﬁ-dc_i: —/ rotﬁ-dc_i, (8.5)
S i

wobei die Normalenvektoren beider Flachen nach auflen zeigen. Lassen wir die
Kreislinie nun zusammenschrumpfen, so gilt

/mtﬁ-da:/j-dazf. (8.6)
S S

Dies bedeutet aber, daf$ auch die rechte Seite von Gleichung (8.5) ebenfalls
einen Strombeitrag liefern mufl, den Verschiebungsstrom Ip. Um dies zu
erfullen, kann das Amperesche Gesetz erweitert werden zu

rot H = f—l—fp mit D= —. (8.7)

Der Verschiebungsstrom ist der Strom, der bei der Entladung des Kondensa-
tors durch diesen hindurchzuflieflen scheint. Es ergibt sich dann mit Hilfe der
Kontinuitatsgleichung in Einklang mit der mathematischen Forderung

— — ﬁ — —
div(rot H) = div j + div (a—> =divj+ g(div D)=
Ot Ot
0
9P _o.

= divj—l— 5 =

(8.8)

Im materiefreien Fall, auf den wir uns nach dem nachsten Unterabschnitt be-
schranken wollen, gilt D = ¢o F und poH = B.
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8.1.1 Elektromagnetisches Feld und Poynting-Vektor

Zum Abschlufl des vorangegangenen Kapitels haben wir die Energie des elektri-
schen und des magnetischen Feldes getrennt dargestellt. Doch wie sieht es mit
der Kombination, dem elektromagnetischen Feld aus, das sich aus der Maxwell-
schen Theorie ergibt? Zunachst einmal wirkt das elektromagnetische Feld auf
Ladungen und verrichtet an ithnen Arbeit, indem es diese beschleunigt oder ab-
bremst. Die an der geladenen Materie pro Zeiteinheit und pro Volumenelement
verrichtete Arbeit ist

an-(E+Ux§):an-E:f-E (8.9)

(n ist die Teilchendichte). Aufgrund des Energieerhaltungssatzes mufl das elek-
tromagnetische Feld die Energie, die es in Form von Arbeit verbraucht hat,
selbst verlieren. Mit Hilfe der Maxwellschen Gleichungen ist es uns moglich,
diesen Energieverlufit durch innere Groflen des elektromagnetischen Feldes, also
die elektrische und magnetische Feldstarke, auszudriicken. Dazu setzen wir die
Stromdichte aus Gleichung (8.7) ein und erhalten

L. . . dD
- EFE=FE - (VxH)-F — =
— — — 16 — =
=-V-(ExH)+H (VXE)—§EE‘D:
—diviExH)-H -— ——-——F-D=
iv(E < H) ot 20t
_—dlv(ExH)—a<§E D-|-§B H)-
Dabei bezeichnet . L
Spm=E x H (8.11)

die Energiestromdichte oder den Poynting-Vektor (die Physiker O. Heavyside
und J.H. Poynting entwickelten in Jahre 1884 die in diesem Unterabschnitt
dargestellten Uberlegungen) und

— —

wg = E-ﬁ—|—§B-H (8.12)

1
2
die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes, die sich additiv aus den Ener-
giedichten des elektrischen und des magnetischen Feldes zusammensetzt. Inte-
griert lautet Gleichung (8.10)

- = o d
% oV dt Jyv

und bedeutet, daf3 die verrichtete Arbeit zusammen mit einem Energiestrom
aus dem Volumen heraus sich in einer Verringerung der inneren Energie des
elektromagnetischen Feldes niederschlagt.
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8.1.2 Eindimensionale Losung der homogenen Gleichungen

Im leeren Raum ist keine Ladung vorhanden, an der Arbeit verrichtet werden
konnte. Daher verringert sich die Feldenergie in dem Mafle, in dem Energie
aus dem Volumen herausstromt. Das elektromagnetische Feld transportiert
also anscheinend Emnergie, ist also eine wie auch immer geartete Strahlung.
Wir behandeln zunéchst das homogene, materiefreie System

divE =0 ot B = ——

ot (8.14)

S S OF
divB =0 rot B = /,Loafoa

und suchen Losungen E= E(l‘, t) und B= é(l‘, t), die auler von der Zeit ¢ nur
von der Koordinate x abhéngen. Die erste Gleichung liefert 0F, /0x = 0, das

elektrische Feld in z-Richtung ist also raumlich konstant. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit kann

E(z,t) = (0, E,(x,1),0). (8.15)

gesetzt werden. Die zweite Maxwellsche Gleichung liefert damit

0B 0B OF 0B
ot ot o ot (8.16)

Da statische magnetische Felder uninteressant sind, kann hier
B(x,t) = (0,0, B(z,1)) (8.17)

gewahlt werden. Die dritte Maxwellsche Gleichung div B = 0 bestatigt noch
einmal, daf3 die Komponente B, nicht von z abhéngt. Zusammen mit der
vierten Gleichung ergibt sich schlieflich das gekoppelte Differentialgleichungs-
system

OF 0B.  0B. OF
5~ o 9. = Mot g (8-18)

Dieses lafit sich entkoppeln, indem jeweils eine der beiden Gleichungen nach z
und die andere nach ¢ abgeleitet wird. Es ergibt sich dann

O*E *E 0*B. 0*B.
axzy — MHo€o atzy =0 axz — MO@O@T = 0. (819)

Wir brauchen uns nur mit der ersten Gleichung zu beschaftigen, die andere ist
analog zu behandeln. Es gibt nun zwei verschiedene Vorgehensweisen, diese
Gleichung zu losen, die hier vorgestellt und miteinander verbunden werden
sollen.
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Methode der Charakteristiken:

Eine Differentialgleichung der angegebenen Form laf}t sich allgemein durch den
Ansatz Ey(z,t) = fi(x—ct)+ fo(x+ct) 16sen. Die Argumente dieser zwei Funk-
tionen werden als Charakteristiken der Differentialgleichung bezeichnet, daher
der Name. Sie beschreiben, wie sich die Losungen, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 die
Gestalten fi(x) und f2(x) besitzen, zeitlich entwickeln. So beschreibt fi eine
Losung, die sich ,nach rechts® und f3 eine Losung, die sich ,nach links® bewegt,
und zwar jeweils mit einer Geschwindigkeit ¢, die zunachst allgemeine Werte
annehmen kann. Diese beiden Losungen tuberlagern sich zur Gesamtlosung.
Das Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

0*E, 0*E,
a2 ot
und damit ¢? = 1/pgeg. Die Geschwindigkeit der Ausbreitung ist also die Licht-
geschwindigkeit. Eine stehende Welle entsteht beispielsweise durch Uberlage-

rung zweler Losungen mit gleicher Anfangsgestalt. So ist aufgrund der Additi-
onstheoreme fur trigonometrische Funktionen

cos(kx — wt) + cos(kx + wt) = 2 cos(kx) cos(wt). (8.21)

— f// _I_g// — /~L050(02f” _I_ cZg//) — (820)

Hier sind Orts- und Zeitabhangigkeit getrennt. Dies fithrt uns gleich zum. . .
Separationsansatz und Trennung der Veranderlichen:

Wir wahlen hier den Ansatz E,(x,t) = f(x)g(t). Diesen in die Differentialglei-
chung eingesetzt, liefert

o= = i TE <o (8.22)

Diese Gleichung kann so umgestellt werden, dafl auf der einen Seite nur Groflen
stehen, die nur von z, auf der anderen Seite solche, die nur von ¢ abhangen,
die Veranderlichen also getrennt sind. Dann muf jede Seite gleich einer zeitlich
und raumlich konstanten Zahl sein,

L &f(z) 1 dg)

= = —k? 2
flz) da? c2g(t) dt? (8.23)
Umgestellt liefert dies die entkoppelten Gleichungen
d*f(x d*g(t
dJ;(Z ) +E*f(z) =0 dgtg ) + k%c%g(t) =0 (8.24)
und als Losungen dieser Gleichungen
flz) = for cos(kx) + fozsin(ka), (5.25)

g(t) = go1 cos(wt) + goz sin(wt) mit w := ke

Die Randbedingungen E,(0,t) = E,(L,t) = 0 ibertragen sich nur auf die
Funktion f und liefern fopo = 0 und kL = nx, und fur die Anfangsbedingung
E,(x,0) = g(0) = 0 ergibt sich die stehende Welle

E,(x,t) = Egsin(k,z)sin(wpt), knp = nL—ﬂ-, wy, = kye. (8.26)
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8.1.3 Wellenausbreitung und Wellenvektor

Die im letzten Unterabschnitt gewonnene Losung lafit sich verallgemeinern zu

—

E(F,t) = Eg cos(k - 7 — wt). (8.27)

Der Vektor k = (kyyky, k)T mit w = C|E| ist der Wellenvektor, der in Rich-
tung der Wellenausbreitung zeigt. Wir wollen nun diesen Ansatz fur E in die
Maxwellschen Gleichungen einsetzen, berechnen dazu zunachst

div E(F,t) = k- E, sin(lg 7 — wt)

_, - o - (8.28)

rot E(r,t) = —k X Egsin(k - 7" — wt).
Dann folgt aus divE = 0, dal das elektrische Feld transversal zur Ausbrei-
tungsrichtung steht, aus rot E = —0B/0t ergibt sich die magnetische Feld-
starke zu

E(F,t) = By COS(E -7 — wt), wBy =k x Eq (8.29)

und schlielich ergibt divB = 0, daf auch das magnetische Feld senkrecht
auf der Ausbreitungsrichtung steht. Der Poynting-Vektor schlieflich zeigt in
Richtung der Wellenausbreitung,

—

— k —
Sy = — cosz(k S — wt). (8.30)
Wi

Wir haben also ein Dreibein {EO, EO, E} paarweise aufeinander senkrecht ste-
hender Vektoren, welche die elektromagnetische Welle beschreiben.

8.1.4 Der Tesla-Transformator

Daf eine solche Ausbreitung elektromagnetischer Strahlung tatsachlich statt-
findet, kann an einem eindrucksvollen Versuch demonstriert werden. Der Tesla-
Transformator wurde 1892 von Nicola Tesla konstruiert. In die aus wenigen
Windungen bestehende Spule eines funkenerregten Primarschwingkreises wird
dazu eine aus vielen Windungen bestehende Sekundarspule gesteckt. Obwohl
die Induktivitaten sehr unterschiedlich sind, kann wegen der geringen Kapazitat
des Sekundarkreises die Kapazitat im Primarkreis so gewahlt werden, daf3 sich
die Kreise in Resonanz befinden,

1 1
VL,C,  I.Cy'

Zu beobachten sind im Resonanzfall starke Spriherscheinungen an der Se-
kundarspule. Ferner erkennen wir, dafl Elektronenrohren in einiger Entfer-
nung selbstandig aufleuchten. Diese Effekte sind auf die erzeugte hochfre-
quente Strahlung hoher Spannungsamplitude zuriickzufihren, die dabei ent-
stehenden Strome sind jedoch aufgrund der hohen Frequenz fur den Menschen
ungefahrlich.

(8.31)
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Abb. 8.2 Der Tesla-Transformator

8.2 Wellenerzeugung am Hertzschen Dipol

Ein periodisch wechselndes elektrisches Feld wird in einem Kondensator, ein
welchselndes magnetisches Feld in einer Spule erzeugt, wenn beide zu einem
Schwingkreis verbunden sind. Ein solcher Schwingkreis kann von einem zweiten
Stromkreis, an den eine Wechselspannung angelegt ist, induktiv angeregt wer-
den. Ist die Frequenz dieser Anregung gleich der Eigenfrequenz des Schwing-
kreises, so sorgt die Anregung fiir eine kraftige Schwingung. Es war eine der be-
deutendsten Leistungen des deutschen Physikers Heinrich Rudolf Hertz (1857—
1894), dafl er daraus eine Schaltung zur Erzeugung elektromagnetischer Wellen
konstruierte. Denn biegen wir den Schwingkeis an der Stelle des Kondensators
in Gedanken gerade und ziehen die Spule zu einem geraden Draht auseinan-
der, wie es in Abbildung 8.3 zu sehen ist, so kann weiterhin Resonanz erreicht

mﬁa@@@

Abb. 8.3 Konstruktion des Hertzschen Dipols

Das elektrische und das magnetische Feld greifen jetzt jedoch quasi ineinander.
Sind die beiden Enden des Drahtes, also die vormaligen Kondensatorplatten,
maximal polarisiert, so bildet sich zwischen ihnen ein elektrisches Feld. Zu
diesem Zeitpunkt ist der Strom zwischen ihnen verebbt. Als Entladungsstrom
schwillt er daraufhin an und erreicht seinerseits seinen Maximalwert, wenn die
Polaritat aufgehoben ist. Zu diesem Zeitpunkt ist dann das magnetische Feld,
das sich um den Draht herum bildet, am groften. Der Draht wird nun an-
dersherum polarisiert, der Vorgang setzt sich entsprechend fort. Die Feldlinien
l6sen sich vom Draht und bewegen sich radial von ihm weg. Die Phasenver-
schiebung um 7 /2, die noch zu Beginn der Erzeugung vorhanden war, wird im
Laufe dieser Ausbreitung zu Null, so daf} sich schliellich Wellenfronten wie die
im letzten Unterabschnitt berechneten ergeben, die naherungsweise eben sind.
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Abbildung 8.4 zeigt diese Wellenerzeugung. Aufgrund der wechselseitigen Aus-
bildung eines elektrischen und eines magnetischen Dipols wird diese primitive
Sendeantenne als Hertzscher Dipol bezeichnet.

)@ () (Cley)

Abb. 8.4 Wellenerzeugung am Hertzschen Dipol

8.2.1 Empfang der elektromagnetischen Strahlung

Die elektromagnetischen Wellen konnen ahnlich empfangen werden, wie sie er-
zeugt worden sind, namlich an einem Dipol. Die elektrischen und magnetischen
Felder erzeugen auf einem parallel zum elektrischen Feldvektor stehenden Dipol
einen Wechselstrom, den wir in einem ersten Versuch mit Hilfe einer Glihbirne
nachweisen, die in seiner Mitte liegt (Abbildung 8.5 links). Drehen wir diesen
Dipol relativ zum Sender, so erkennen wir eine Abnahme der Empfangsinten-
sitat. Sie besitzt das Verhalten cos? 6, wobei 8 den Winkel zwischen den beiden

Dipolen angibt.

Zu einem weiteren Versuch benutzen wir einen Sender mit einer Frequenz
von 433MHz (Frequenzen werden {ibrigens auch nach dem Physiker Heinrich
Hertz benannt, 1Hz = 1s71) und einer sich daraus ergebenden Wellenldnge
von 68cm. Der Dipol hat daher eine Lange von 32cm. In einer Glaswanne sind
zwel Empfangsdipole angebracht, einer von 32c¢m und einer von 6cm Lange.
Zunachst empfangt der erste Dipol. Gieflen wir aber in die Wanne Wasser, so
empfangt der zweite die elektromagnetische Strahlung (Abbildung 8.5 mitte).
In Wasser ist die Ausbreitung der Strahlung um einen Faktor 1/./c geringer
geworden, also die Wellenlange auch. Wir berechnen aus diesem Experiment
die frequenzabhéngige Dielektrizitatszahl zu e(v = 433MHz) = (32/6)* ~ 2.6.
Sie weicht sehr stark vom Wert (v = 0) = 81 ab.

‘ li Spannung—\l
Stromstérke
| P A
X |
:(:)& 32cm Hertzscher /)
Dipol ~~ / / gé /\/ \

32cm &
Lecherleitung

Abb. 8.5 Empfangsdipol und Lecher-Leitung
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8.2.2 Die Lecher-Leitung
Die Lecher-Leitung (E. Lecher, 1890) hat neben dem dem Drahtstiick, welches

parallel zum sendenden Hertzschen Dipol kapazitiv an diesen gekoppelt ist,
zwel dazu senkrechte Ableitungen. Auf diesen bilden sich Wellen der Spannung
und Stromstarke aus. Randbedingungen an das andere Ende der Ableitungen
fuhren zur Ausbildung stehender Wellen. So sorgt eine Metallbriicke dafir, dafl
an dieser Stelle die Spannung ausgeglichen ist, die reflektierte Spannungswelle
ist also gegen die einlaufende um 7 phasenverschoben. Als Beziehung zwischen
Lange L des nicht kurgeschlossenen Abschnitts und der Wellenlange A der Welle
ergibt sich hier L = 2. Sind dagegen die Enden der Ableitungen frei, so ver-
schwindet dort der Strom, die Empfangsbedingung ist hier L = (2n + 1)\ /4.
Wir konnen die stehenden Wellen beobchten, indem wir eine Drahtbriicke mit
Glithbirne an verschiedenen Stellen auf die Lecherleitung auflegen (siehe Ab-
bildung 8.5 rechts). Im Versuch messen wir das Verhéltnis von Linge und

Wellenlénge bei offenem Ende als 5/4.
8.2.3 Mikrowellenversuche

Wir experimentieren zum Abschlufl mit einem Mikrowellensender, der aus ei-
nem in einen Trichter eingebauten Hertzschen Dipol aufgebaut ist. Der Hert-
zsche Dipol gibt seine Polarisationsrichtung, also die Ausrichtung des elektri-
schen Feldvektors, vor. Mit einem darauf abgestimmten Mikrowellenempfanger
derselben Bauart kann die Strahlung empfangen werden. Stellen wir diesen um
90° gegen den Sender auf, so wird erneut kein Signal empfangen. Wir konnen
die Strahlung an einer Metallplatte reflektieren und erhalten hier das opti-
sche Prinzip ., Einfallswinkel=Ausfallswinkel“. An Materialien wie Pappe wird
nur ein Teil der Strahlung reflektiert. An einer Metallwand konnen stehende
Wellen ausgebildet werden. Damit a3t sich fur die Wellenlange ein Wert von
A = 2.8cm und damit eine Frequenz v &~ 10GHz bestimmen.

Ein Metallrost als Polarisationsgitter lafit nur die Strahlung einer Richtung
passieren. Hier erreicht die Strahlung den senkrecht stehenden Empfanger, da
es zu einer zweifachen Projektion des Polarisationsvektors kommt, wie Ab-
bildung 8.6 zeigt. Von einer zirkuldren Polarisation spricht man, wenn es
beim Durchgang durch ein Medium zu einer Drehung des Polarisationsvek-
tors kommt. Schlief8lich sei noch erwahnt, daf3 die Mikrowellen eines Mikro-
wellenherdes das Wasser und andere polare Molekiile durch Biegung der Mo-
lekulstruktur erwarmen.

: e
TR

Abb. 8.6 Polarisationsversuche mit Mikrowellen

Empfanger
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8.3 Eichung der Maxwellschen Gleichungen

Die in sich konsistenten Maxwellschen Gleichungen in ihrer materiefreien Form

. . B
divE =1L rotE:—%—t
=0 (8.32)

5 5 - OE
divB =0 rot B = gy —I—/,Loefoﬁ
bilden ein lineares partielles Differentialgleichungssystem erster Ordnung, das
gekoppelt und inhomogen ist. Es kann jedoch gelost werden, indem zwei bereits
verwendete Felder benutzt werden, die nun auch zeitabhangig sein konnen: Das
skalare Potential p(7,t) und das Vektorpotential A(7,t). Das Vektorpotential

ergibt sich zunachst aus der Tatsache, dafl stets div B = 0 gilt, also zu jedem
beliebigen Zeitpunkt und an jedem Ort. Damit ist das magnetische Feld dar-

stellbar als B = rot A. Dies setzen wir nun in die zweite Gleichung aus (8.32)
ein und erhalten

%—‘j) & rot(E+ a—A) = 0. (8.33)

rot B = —g(rotzﬁf) = —rot( 5

ot
Aus dieser Gleichung wiederum ergibt sich, dafl sich der Klammerausdruck als
Gradient einer Funktion schreiben laf}t. Aus den elektrostatischen Kapiteln
ubernehmen wir hier in Verallgemeinerung, daff diese Funktion das skalare
Potential sein muf}, genauer

- 04
E+ = — grad ¢. (8.34)

Als Ansatz zur Losung des Differentialgleichungssystems ergibt sich somit

B(7,t) =rot A(7,t)  E(Ft) = — grad o(F,t) — %E(m). (8.35)

8.3.1 Die Eichinvarianz

Die Grofien A und ¢ sind bei vorgegebenem elektrischem und magnetischem
Feld nicht eindeutig bestimmt. Das hatten wir schon im Kapitel zur Magne-
tostatik erkannt und eine Eichfreiheit oder Fichinvarianz proklamiert, die sich
dadurch auszeichnete, daff zum Vektorpotential der Gradient einer beliebigen
Funktion addiert werden konnte. Auch fur das skalare Potential war uns ein tri-
vialer Fall einer solchen Eichinvarianz bekannt, die Addition einer Konstanten
namlich. Im Fall der gekoppelten Gleichungen sind sind auch die Eichfreihei-
ten gekoppelt, und zu zeigen ist in diesem Unterabschnitt zunachst, dafl diese
Eichfreiheit gegeben ist durch

S - 0
A = A+ grad f c,o’:go—a . (8.36)
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Der erste Teil ist klar zu sehen, denn nach wie vor ist B' =rotA' = rot A = B.
Fur das elektrische Feld ergibt sich dagegen etwas komplizierter

E = —grad ' — %A’ (8.37)
0 g - 0 =
= —gradc,o—l—grad(af) — EA_ Egradf =F.

8.3.2 Die Lorentz-Eichung

Der Ansatz wird nun in die verbleibende erste und letzte der Gleichungen (8.32)
eingesetzt. Dies fithrt unter Zuhilfenahme der Gleichungen div(gradyp) = Ay

und rot(rot ff) = grad(div ff) — AA auf das Gleichungssystem

., 0 p

—Ap —div(=A4) = — 8.38

o~ div (g A) =2 (5.35)
—AA + grad(div A) = poj — poco = i (grad ) — poco wA

Wenn wir hier erneut die Coulomb-Eichung div A=0 verwenden, so konnen wir

das System dieser Gleichungen nur zum Teil entkoppeln. Die zweite Gleichung

bleibt weiterhin von ¢ abhangig. Erst die Lorentz-Eichung

div A = — 00 == (8.39)

ot”
entkoppelt die Gleichungen vollstandig und lait sie zugleich strukturell gleich
erscheinen,

62 — —

AA(F ) — MogowA(F,t) = — 10 (F, 1)
e X (8.40)
Ap(7,t) — poco 7 902 @(r,t) = —gﬂ(ﬁt)-

Die Lorentz-Eichung ist mit der Eichfreiheit (8.36) moglich. Denn ist zunéchst

0
div A + HoE0 =7

v = g(71) (8.41)

eine nicht identisch verschwindende Funktion, so kann fur die Groflen A’ und
¢’ dennoch die Lorentz-Eichung verlangt werden, denn dies fiithrt auf
0=divA + O 1 _ div A+ di df+ 0 an—
= div Hogo g ¢t = div 1v gra HoSo 3¢ — Hofo 5o f =
2

0
=g+ Af — poco wf & Af —pocoqy f = (8.42)

8t2
Koénnen die Gleichungen (8.40) aber fiir beliebige Ladungs- und Stromvertei-
lungen gelost werden, wie noch zu zeigen sein wird, so gilt dies auch fir Glei-
chung (8.42), die vom selben Typ ist, die Funktion f ergénzt die Eichfelder
aber dann zu solchen, welche der Lorentz-Eichung gentigen.
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8.3.3 Losung der inhomogenen Wellengleichung

Wir wollen zunéchst den Versuch unternehmen, die zweite Gleichung aus (8.40)
fiir das skalaren Feldes ¢(7,t) zu lésen. Da jedoch die mathematischen Hilfs-
mittel in Form der Fouriertransformation zunachst nicht zur Verfigung stehen,
soll hier versucht werden, einen Ansatz aus der bereits bekannten Losung fur
zeitunabhangige Ladungsverteilungen herzuleiten und diesen anschlieffend zu
bestatigen. Aus der Losung

1 21!
() = / o) d*r"  der Differentialgleichung Ay = _r (8.43)

47750 |F—F’| €0

und der soeben gewonnenen Erkenntnis, dafl sich die Losungen der Maxwell-
schen Gleichungen als Wellen der Geschwindigkeit ¢ ausbreiten, kann als allge-
meinster Ansatz zunachst einmal

L [p('.t)

|

7)) = A3 8.44
S‘Q(r7 ) 471_50 |F_F r ( )

angenommen werden. Die Beziehung zwischen dem Zeitpunkt ¢’ einer Ladungs-
verteilung und dem Zeitpunkt ¢ des sich daraus ergebenden Feldes liefert die
einfache U'berlegung, dafl das Feld zum Zuriicklegen des Weges |7 — 7’| die Zeit
t —t' = | —7"'|/c bendtigt. Der Losungsansatz

= 3.1
p(t) = : //J(F’,t—'r r') o (8.49)

 4rmeg c |7 — 7|

wird als retardierte Losung bezeichnet. Die avancierte Losung mit umgekehrter
Beziehung zwischen t und ¢/, die ebenfalls die Differentialgleichung 16st, wird
vom Prinzip der Kausalitat ausgeschlossen, welches besagt, daf3 eine Ursache
stets vor ihrer Wirkung kommt.

Die angegebene Losung ist die allgemeine Losung der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung. Da man normalerweise diese als Summe aus der allgemeinen
Losung ¢, der zugehorigen homogenen Differentialgleichung und einer spe-
ziellen Losung der inhomogenen Differentialgleichung gewohnt ist, soll diese
Darstellung auch hier konstruiert werden. Sie ergibt sich, wenn der Integrati-
onsbereich aufgeteilt wird auf ein Volumen innerhalb eines kleinen Balles U, (7)
um den Beobachtungsort und das Volumen auflerhalb.

1 7=\ &
(7, 1) = 7t — —— 8.46
c =g [ a(re-EE) sy

ist spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Das lafit sich leicht
erkennen, denn wahlen wir den Umgebungsradius ¢ sehr klein, so kann die
Differenz |7 — /| im Argument der Zeitvariablen fortgelassen werden, und es
ergibt sich eine quasistatische Losung, die zu jedem Zeitpunkt ¢ der Losung
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in Gleichung (8.43) flir eine praktisch punktférmige Ladungsverteilung ent-
spricht. Die zweifache zeitliche Ableitung dieser Losung verschwindet, denn
diese punktformige Ladungsdichte lafit sich aus dem Integral herausziehen, und
ubrig bleibt ein Integral

d? “drs?d
/ D :/ T2 ome?, (8.47)
U, (7) |7 — 7| 0 S

das fur ¢ — 0 gegen Null geht. Damit erfullt ¢; die zweite der inhomogenen
Differentialgleichungen (8.40). ¢, dagegen ist Losung der homogenen Diffe-
rentialgleichung. Die Integration erstreckt sich hier tiber den ganzen dreidi-

mensionalen Raum, ausgenommen ist lediglich eine winzige Umgebung um die
Polstelle des Nenners, was fur die Rechnungen recht praktisch ist. Im folgen-
den soll dieser Integrationsbereich nicht explizit angegeben sein. Wir fuhren
die Abkiirzungen Az = x — 2/, Ay =y —y', Az = 2 — 2/, Ar = |[F=7'| =
\/A:L'Z + Ay? + Az2 und ¢/ =t — Ar/c ein und schreiben

. 1 [ p(™,t)
o(Tyt) = L dV'. 8.48
ealiit) = o [ (8.49)
Unter Verwendung der Ableitungen
J(Ar) Ax ot' Ax ot'
berechnen wir
0v, 1 1 Az 1 Az '\ dp
= — R e _— —_— d ! =
ox dreg / ( Ar? Ar + Ar ( cAr) 6t’> v
-1 Ax Ar 9p
— 2EGP N gy
dreg | Ar3 (,0 * c 6t’> Ve
v, -1 1 Ax? Ar 9p
Ox?  4meg / ( (Ar3 a 3Ar5> (,0 + T%) + (8:50)

Ax Az dp Az Jp Ax Ax\ p ,
N (‘E%*E%*T(‘E) ) )V

Fur die Ableitungen nach y und z ergeben sich analoge Ausdrucke, insgesamt
ist also

Ao — -1 / 3Ar2—3(A:1;2—|—Ay2—|—A22) _I_g%
Pa = dmeg Ard p c Ot

B Az + Ay? + A22 9?%p JV —
¢z Ar3 ot'? N

(8.51)

1 1 2 1 8%,
- 1/ Op gy = L0 %0
dreg | 2Ar Ot c? Ot?
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8.4 Lorentzkovariante Formulierung der Theorie

Die erste der Gleichungen (8.40) 148t sich analog zu der vorangegangenen Rech-
nung ebenfalls durch ein retardiertes Potential 16sen. Die auffallige Ahnlichkeit
zwischen skalarem und Vektorpotential auf der einen und Ladungsdichte und
Stromdichte auf der anderen Seite 1afit sich in einer kompakten Schreibweise
fassen. Wir konnen diese Groflen namlich als Komponenten eines Vektors im
vierdimensionalen, quasimetrischen Minkowskiraum auffassen. Dieser Raum
wird bestimmt durch einen metrischen Tensor

1 0 0 0
0 -1 0 0

W) =10 o _1 o (8.52)
0 0 0 -1

mit welchem sich die Liinge eines Vektors v = (v*) = (%, v, 0%, v*)T (T be-

zeichnet die Transposition des Zeilen- zum Spaltenvektor) schreibt als

v? = Zvuv“ = Z Gopv ot = (v°)? — (v1)? — (v?)? — (v*)% (8.53)

Die Metrik vermittelt dem Raum die Eigenschaft, daf3 solche Langen oder allge-
meiner auch Skalarprodukte von Vektoren unter den Lorentztransformationen,
der wir in Kapitel 5 begegneten, invariant bleiben. Wir bezeichnen die Vektoren
v des Minkowskiraumes als Vierervektoren mit einer zeitartigen Komponente v°
und drei raumartigen Komponenten v!, »? und v3, die sich zu einem normalen
Dreiervektor v = (v!,v% v3)T verbinden lassen. Die Komponenten von Vie-
rervektoren werden definitionsgemaf in ihrer kontravarianten Form, also mit
hochgestelltem Index, geschrieben. Uber die Metrik ¢ ergibt sich die kovariante

Form

v, = Z G’ = (00, —vl —v? —0?). (8.54)

In allen bisherigen Summen erkennen wir, dafl stets uber Indizes summiert
wird, die gemischt kontra- und kovariant stehen. Diese Summation lauft von 0
bis 3. Um die Schreibweise zu vereinfachen, benutzen wir daher die ...

Einsteinsche Summationskonvention:
Uber jeden doppelt und gemischt ko- und kontravariant auftretenden

Index p wird summiert, o € {0, 1,2, 3}.

Schliefflich kann die kovariante Form eines Vektors mittels des Inversen
g~ ' = (¢g" des metrischen Tensors (mit ¢,,¢9"" = 6f) auch wieder auf die

kontravariante Form gebracht werden,

vt = g"v,. (mit Summationskonvention!) (8.55)
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8.4.1 Konstruktion der Vierervektoren von Ort und Impuls

Aus der speziellen Relativitatstheorie wissen wir, daf3 das ,,Streckensttick® der
Raumezeit, ds? = c¢?dt? — dz? — dy? — dz? invariant unter Lorentztransformatio-
nen ist. Wir konnen daher das Differential

(da™) = (cdt,dx,dy,dz)T = (cdt,di)T (8.56)

als einen ersten Vierervektor auffassen. Ein weiterer ist

i o9 90 0 a\' (19 _\'

) =|\—)=|l0—7=— = =) ==,V )] . 8.57

(9) (81‘“) (8(ct)76:1;78y782> (c ot’ ) (8.57)
Ein kontravarianter Index im ,Nenner® wird als kovariant interpretiert. Aus
diesem Differentialoperator in Form eines Vierervektors ergibt sich der verallge-
meinerte Laplace-Operator, der gleich dem Negativen des d’Alembert-Operators
ist,
1 9 o? o? o?
- — — = —[1. 8.58
2 ot? Oz Oy?  02? (8.58)
Der Vierervektor von Energie und Impuls, der hier allerdings keine Rolle spielt,
besitzt schliefllich die Form

0,0" =

) = (EoperpypT = (£

’
C C

) (8.59)

8.4.2 Konstruktion der Vierervektoren zu Strom und Potential

Die Kontinuitétsgleichung (8.4) 1aft sich die kovariante Form
3" =0 (8.60)
bringen, wenn wir fur den Stromuvierervektor die Kombination

(") = (cp,jur iy, i) " = (cp. 7)) (8.61)

wahlen. Besitzt der Vierervektor der Stromdichte also eine ahnliche Gestalt
wie der Vierervektor des Ortes, so entspricht der Vierervektor des Potentials
in seiner Einheitenstruktur dem Impuls. Er kombiniert das skalare mit dem
Vektorpotential,

(a") = (%,AmAy,Az)T = (%,E)T. (8.62)

Mit Hilfe dieser Vierervektoren lassen sich nun die Maxwellschen Gleichungen
auf eine neue und kompaktere Form bringen. Wir wollen den gesamten Weg
abschreiten und beginnen mit den Gleichungen (8.38). Sie schreiben sich nun

wegen —A = — [1 — 92/9(ct)? als

10
H . ny —
0,05 — — = (0, A1) = op 563,

aual‘/f_|_ V(9,A*) = Mof
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Die beiden Gleichungen konnen als zeitliche bzw. raumliche Komponenten
einer Vektorgleichung aufgefalt werden, die kompakte Schreibweise ist nach
Division der ersten Gleichung durch ¢

0, 0" A” — 09, A" = 9,(0" A” — ¥ AM) = 110" (8.64)

Zunachst wollen wir dem bisher beschrittenen Weg weiter folgen, im nachsten
Unterabschnitt erst soll uns der mittlere Ausdruck interessieren. Die Eichinva-
rianz

At = At 4 O f (8.65)
in Analogie zu (8.36) erlaubt die Wahl der Lorentzeichung

9, A" = 0, (8.66)
und diese vereinfacht Gleichung (8.64) in

00" AV = jigj". (8.67)

8.4.3 Der Feldstarketensor

Der Klammerausdruck in Gleichung (8.64) kann als ein Vierertensor vom Rang
2 aufgefafit werden, ahnlich dem metrischen Tensor, der in dieser Gleichung in
seiner zweifach kontravarianten Schreibweise in Erscheinung tritt. Wir nennen
ihn den Feldstarketensor F. Mit ithm schreiben sich die Maxwellschen Glei-

chungen bereits vor der Einfuhrung einer Eichung in kompakter Form,
OuF" = pog”, Fry o= gAY — 0" A*. (8.68)

Wir konnen die einzelnen Komponenten dieses Feldstarketensors bestimmen.
Zunachst erkennt man, dafl F' in seinen beiden Indizes antimetrisch ist. Es
brauchen also nur sechs der sechzehn Komponenten bestimmt zu werden. So
ergibt sich

A Ay
F'? = —% + aay = —DB,
i _aéiz .\ aix _3, (8.69)
P23 _ _ag;z N 6£y _ B,
und damit 0 —~E./¢ —E,J¢ —E.Jc
R A A =

E./e -B, B, 0
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Verzeichnis der Naturkonstanten

242
Dielektrizitatskonstante: co = 8.854 - 10712 .
kg m
k
Permeabilitatskonstante: o = 4m - 107 i;n

Lichtgeschwindigkeit: c=2.998 1082
s
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Verzeichnis der Einheiten

Zur Lénge (in m), Zeit (in s) und Masse (in kg) tritt als vierte Grundgrofe
die Stromstéarke, Allerdings soll hier die Ladung (in Coulomb, C) anstelle der
Stromstarke wie eine Grundgrofie behandelt werden.

(Raum-)Ladungsdichte: || Stromdichte: Stromvierervektor:
C - C . C
[p]=1— b]=1—- '] =1—-
m m?s m?s
skalares Potential: Vektorpotential: Potentialvierervektor:
ke m? - kg m kg m
o) =122 ] =15 44 = 17

elektrische Feldstarke: | magnetische Feldstarke: || Feldstarketensor:
L kg m = kg kg
El=1 Bl=1—+ =1T (Tesl F]=1—==1T
El=1 28 | B=12 =7 (T | (=12

magnetischer Fluf:

1W = 1T m? (Weber)

Kapazitat: (Faraday) || Induktivitat: (Henry) Energiedichte:

C?s? kg m? kg
=1 =1F Ll=12-—=1H =1
[C] I m2 [ ] C? [w] m s?
Polarisation und Magnetisierung und Poyntingvektor oder
Verschiebungsdichte: freie magn. Feldstarke: Energiestromdichte
—» - C - = C = kg
Pl=[D]=1— (M]=[H]=1— [S]=1—3
m ms ms
Spannung:  (Volt) Stromstérke: (Ampere) || Widerstand: (Ohm)
kg m’ kg m’
U] =122 _1v n=1%-14 R =122 _10

Cs? s C?s




