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Vorwort

Das vorliegende Skript fa�t den Inhalt einer Vorlesung zusammen, die Professor

Dr. Uwe Brandt im Wintersemester 1985/86 an der Universit�at Dortmund als

eine der Einstiegsvorlesungen ins Hauptstudium f�ur das f�unfte Semester anbot.

Sie gliedert sich in vier gro�e Bl�ocke, beginnend mit der ph�anomenologischen

Thermodynamik �uber die klassische Statistik zur Quantenstatistik und als Er-

weiterung schlie�lich noch die Theorie der Phasen�uberg�ange. Roter Faden

durch den Lehrsto� ist die Entropie, die unter den verschiedensten Blickwinkeln

betrachtet, analysiert und neu de�niert wird.

Die Vorlesung, die Professor Brandt in seiner ihm eigenen poltrigen, aber

sehr liebenswerten Art hielt und die er nur in Gestalt der Rechnungen und

Formeln mit teilweise winzigen Lettern an der Tafel notierte, stellte eine Her-

ausforderung f�ur die Zuh�orerschaft und insbesondere f�ur denjenigen dar, der

nachher daraus ein Skript erstellen wollte. Und der Inhalt ging insbesondere

in seinen abschlie�enden Kapiteln �uber den sonst �ublichen Kanon hinaus. Die

Zweitver�o�entlichung dieses Skriptes (ein erstes, handgeschriebenes, machte

schon nach der Vorlesung die Runde im Studierendenkreis) geschieht zugleich

in dankbarer Erinnerung an diesen einmaligen Dozenten, der im vergangenen

Jahr nach langer, schwerer Krankheit, die ihn schon damals zeichnete, verstarb.

Jetzt, da ich dies schreibe, habe ich seine Stimme noch im Ohr und ihn selbst

vor Augen, wie er uns die Thermodynamik nahezubringen versucht.

Ithaca, im September 1999 Stefan Groote*

c

 Eine Produktion des christlichen Buchverlages Groote & Rei�

* Institut f�ur Physik der Johannes-Gutenberg-Universit�at,

Arbeitsgruppe theoretische Teilchenphysik (ThEP), 55099 Mainz
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I. Ph�anomenologische Thermodynamik

Wir betrachten in diesem Teil Systeme im Gleichgewicht. Dabei kann mit dem

"

System\ eine Vielzahl von Teilchen, aber auch ein Feld gemeint sein. Diese

Systeme beschreiben wir durch eine m�oglichst geringe Anzahl von Zustandsva-

riablen (wie Volumen V , Druck p oder Temperatur T ), die einen Zustandsraum

aufspannen. F�ur ein System im Gleichgewicht bleiben diese Variablen zeitlich

konstant, ein solches System wird also repr�asentiert durch einen Punkt im

Zustandsraum. Die Zustandsvariablen sind allerdings nicht ganz unabh�angig

voneinander, es bestehen Abh�angigkeiten in Form der Zustandsgleichungen

f(p; V; T; : : : ) = 0 (1:1)

zwischen diesen Variablen. Solche Gleichungen beschreiben Zustands�achen,

also Hyper�achen im Zustandsraum. Ein Beispiel f�ur eine Zustandsgleichung

ist die Gasgleichung des idealen Gases, pV �Nk

B

T = 0. Nichtgleichgewichts-

zust�ande k�onnen nur schwer behandelt werden, da nicht klar ist, welche Zu-

standsvariablen zus�atzlich zur Beschreibung herangezogen werden m�ussen.

Im Folgenden recht h�au�g benutzt werden wird der Begri� des vollst�an-

digen Di�erentials. Wir wollen es daher hier kurz vorstellen. Ein Di�erential

ist de�niert als Linearkombination der Koordinatendi�erentiale im IR

n

,

dF := f

1

(x

1

; : : : ; x

n

)dx

1

+ : : :+ f

n

(x

1

; : : : ; x

n

)dx

n

; (1:2)

wobei f�ur einen Weg mit der Parameterdarstellung (x

1

(�); : : : ; x

n

(�))

T

gilt:

dF

d�

=

n

X

�=1

f

�

(x

1

(�); : : : ; x

n

(�))

dx

�

d�

: (1:3)

Ein vollst�andiges Di�erential hat nun die Eigenschaft, da� es sich als totales

Di�erential einer universellen Funktion

^

F schreiben l�a�t,

F (�) :=

^

F (x

1

(�); : : : x

n

(�)) )

dF

d�

=

n

X

�=1

@

^

F

@x

�

dx

�

d�

: (1:4)

Die Zustandsfunktionen sind solche universellen Funktionen. Durch Vergleich

mit Gleichung (1.3) erhalten wir f

�

= @

^

F=@x

�

. Dann gilt nach dem Satz von

Schwarz

@f

�

@x

�

=

@

2

^

F

@x

�

@x

�

=

@

2

^

F

@x

�

@x

�

=

@f

�

@x

�

: (1:5)

Diese Gleichung, als Bedingung an die f

�

aufgefa�t, ist aber gleichzeitig auch

notwendige Bedingung daf�ur, da� sich ein Di�erential der Form (1.2) durch eine

universelle Funktion

^

F beschreiben l�a�t. Sie wird als Integrabilit�atsbedingung

bezeichnet und ist hinreichend, wenn sie in einem einfach zusammenh�angenden

Gebiet des Raumes IR

n

gilt.
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1. Die Haupts�atze der Thermodynamik

1.1 Innere Energie und erster Hauptsatz

Wir betrachten zun�achst ein thermisch isoliertes System. Um Unklarheiten zu

vermeiden, de�nieren wir dieses System durch die nachfolgend beschriebenen

Eigenschaften. Sp�ater werden wir sehen, da� es sich dabei um ein System han-

deln wird, welches mit seiner Umgebung keine W�arme austauscht. Ein solches

System gehe nun von einem Zustand A in einen anderen Zustand B �uber, be-

wege sich also von einem Punkt des Zustandsraums zu einem anderen. Leistet

das System auf diesem Wege Arbeit W , so ist diese nur von A und B, nicht je-

doch vom eingeschlagenen Weg im Zustandsraum abh�angig. Gleichbedeutend

damit k�onnen wir im Zustandsraum eine Funktion U(p; V; T; : : : ) de�nieren,

f�ur die gilt

U(B) � U(A) = �W (U(A) := U(p

A

; V

A

; T

A

; : : : )): (1:6)

Diese Funktion nennen wir innere Energie. Di�erentiell lautet diese Gleichung

(mit U als universeller Funktion)

dU = �dW: (1:7)

Die innere Energie eines zusammengesetzten Systems ist additiv. Wir betrach-

ten ein solches aus zwei r�aumlichen Bereichen zusammengesetztes System, das

als ganzes abgeschlossen sei. Experimentell �nden wir jedoch, da� bei unter-

schiedlichen Zust�anden der Einzelsysteme die Gleichung (1.7) nicht mehr f�ur

jedes einzelne erf�ullt ist. Daher f�uhren wir als neue Energieform die W�arme

Q ein, die von dem einen System abgegeben und vom anderen aufgenommen

wird und die gerade den Fehler in der Energiebilanz der Einzelsysteme aus-

gleicht. Wie diese W�arme gerechnet wird, h�angt ganz davon ab, wie die beiden

anderen Gr�o�en, insbesondere also die Arbeit, de�niert sind. Wir erweitern so

Gleichung (1.7) und gelangen zum ersten Hauptsatz der Thermodynamik,

dU = dQ� dW: (1:8)

Als Arbeit gelte im Folgenden nur die mechanische Arbeit. Es ist

dW = F � ds =

F

A

�Ads = p dV (1:9)

(vgl. Abbildung 1.1 links). Daraus ergibt sich

dU = dQ � p dV: (1:10)

Die W�arme ist im Gegensatz zur inneren Energie keine Zustandsfunktion, dQ

also kein vollst�andiges Di�erential. Wir wissen zwar, da� W�armezufuhr eine

Temperaturerh�ohung bewirkt, was sich ausdr�uckt durch

�Q = C ��T (C ist die spezi�sche W�arme): (1:11)

Jedoch ist diese Temperaturerh�ohung stark abh�angig vom Weg, der im Zu-

standsraum eingeschlagen wird. So unterscheiden wir sp�ater zwischen der spe-

zi�schen W�arme bei konstantem Druck und bei konstantem Volumen. Auch

andere Variablen wie ein m�oglicherweise vorhandenes Magnetfeld k�onnen kon-

stant zu halten sein.
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1.2 Spezi�sche W�arme und Enthalpie

Wir haben gleich zu Anfang betont, da� die Zustandsvariablen nicht unabh�an-

gig voneinander sind, sondern �uber die Zustandsgleichungen miteinander zu-

sammenh�angen. Zustandsfunktionen sind also strenggenommen Funktionen

auf den Zustands�achen. Welche rechnerischen Konsequenzen ergeben sich

daraus, da� wir auf diesen Zustands�achen rechnen? Die Zustands�achen er-

lauben es zumindest lokal, eine Zustandsvariable durch die �ubrigen Variablen

auszudr�ucken. Diese sind nunmehr unabh�angig. Betrachten wir zun�achst die

innere Energie als Funktion von Temperatur und Volumen, so erhalten wir

dU =

@U

@T

�

�

�

V

dT +

@U

@V

�

�

�

T

dV: (1:12)

Bei den partiellen Ableitungen wird die jeweils anderen Gr�o�en festgehalten.

Dies dr�ucken wir mit dem Senkrechtstrich aus. Vergleichen wir dies mit Glei-

chung (1.10), so erhalten wir f�ur die W�arme

dQ =

@U

@T

�

�

�

V

dT +

�

@U

@V

�

�

�

T

+ p

�

dV: (1:13)

Bewegen wir uns nun entlang eines Weges im Zustandsraum, auf dem sich das

Volumen nicht �andert, so ist

dQ =

@U

@T

�

�

�

V

dT = C

V

dT; also C

V

=

@U

@T

�

�

�

V

: (1:14)

Als Proportionalit�atskonstante erhalten wir die spezi�sche W�arme bei konstan-

tem Volumen, C

V

. Um die spezi�sch W�arme bei konstantem Druck, C

p

zu be-

stimmen, betrachten wir die innere Energie nun als Funktion von Temperatur

und Druck. Das Volumen wird nun auch eine Funktion dieser beiden Gr�o�en,

wir erhalten

dU =

@U

@T

�

�

�

p

dT +

@U

@p

�

�

�

T

dp = dQ � p

@V

@T

�

�

�

p

dT � p

@V

@p

�

�

�

T

dp = dQ � p dV (1:15)

oder

dQ =

�

@U

@T

�

�

�

p

+ p

@V

@T

�

�

�

p

�

dT +

�

@U

@p

�

�

�

T

+ p

@V

@p

�

�

�

T

�

dp: (1:16)

F�ur konstanten Druck ergibt sich

C

p

=

@U

@T

�

�

�

p

+ p

@V

@T

�

�

�

p

=

@

@T

(U + pV )

p

=

@H

@T

�

�

�

p

: (1:17)
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Wir haben damit sogleich eine neue Zustandsfunktion de�niert, die Enthalpie

H := U + pV: (1:18)

Um innere Energie, Enthalpie und spezi�sche W�arme f�ur ein ideales Gas mit

der Zustandsgleichung pV = Nk

B

T zu berechnen, machte Louis Joseph Gay-

Lussac folgendes Experiment (Abbildung 1.1 Mitte): Zwei luftgef�ullte Zylin-

der sind durch ein d�unnes Rohr miteinander verbunden. Dieses kann durch

einen Hahn verriegelt werden. Nun wird der eine Zylinder leergepumpt und

die Anordnung in ein Wasserbad gelegt, dessen Temperatur gemessen wird.

Nach

�

O�nen des Hahns und dem Einstellen des Gleichgewichtes stellt sich her-

aus, da� die Temperatur sich nicht ge�andert hat, also keine W�arme mit dem

Wasserbad ausgetauscht wurde. Auch Arbeit wurde nicht an dem Wasserbad

verrichtet. Daher mu� die innere Energie des Gases konstant geblieben sein,

obwohl sich das Gasvolumen verdoppelt hat.

Gay-Lussac schlo� daraus, da� die innere Energie eines idealen Gases nicht

vom Volumen abh�angig sein kann (vorausgesetzt, man kann Luft n�aherungs-

weise als ideales Gas ansehen!). Ferner stellte sich auch C

V

als nicht von der

Temperatur abh�angig heraus. Damit lie� sich die innere Energie durch Inte-

grieren der Gleichung

@U

@T

�

�

�

V

= C

V

(1:19)

bestimmen,

U(T; V ) = C

V

T + konstant )

H(T; V ) = U(T; V ) + pV = C

V

T + pV + konstant:

(1:20)

Zur Berechnung von C

p

schreiben wir die Enthalpie als Funktion von Tempe-

ratur und Druck,

H(T; p) = C

V

T + pV (T; p) + konstant = (C

V

+Nk

B

)T + konstant )

C

p

=

@H

@T

�

�

�

p

= C

V

+Nk

B

: (1:21)

Schlie�lich l�a�t sich der erste Hauptsatz der Thermodynamik in folgendem

Merksatz zusammenfassen:

Erster Hauptsatz der Thermodynamik:

Die Existenz einer Zustandsfunktion U , auch innere Energie genannt,

ist �aquivalent damit, da� kein Perpetuum mobile erster Art existiert.
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1.3 Entropie und zweiter Hauptsatz

F�ur den Charakter einer Zustands�anderung, also den

�

Ubergang zwischen zwei

Zust�anden, unterscheiden wir zwei F�alle:

- Die Zustands�anderung ist reversibel , l�a�t sich also zeitlich umkehren,

ohne da� sich die Umgebung �andert, oder

- die Zustands�anderung ist irreversibel .

Physikalische Prozesse, die wir beobachten, sind normalerweise irreversibel,

doch n�ahern sie sich meist die Reversibilit�at in hohem Ma�e.

Wasser

A
ds

F

VakuumLuft

Abb. 1.1 Arbeit am Kolben, Gay-Lussacsches Experiment und eine Abwandlung

Beispiel f�ur eine irreversible Zustands�anderung ist das bereits oben vorgestellte

Gay-Lussacsche Experiment. In einer in Abbildung 1.1 rechts gezeigten Ab-

wandlung dieses Experimentes verbinden wir die Expansion des Gases mit ei-

ner Energiespeicherung. Das System nimmt von der Umgebung W�arme auf

und verrichtet Arbeit. Die Zustands�anderung wird so ann�ahernd reversibel.

Schwierigkeiten macht uns die o�ensichtliche Volumenabh�angigkeit der inneren

Energie, die gespeichert wird. Die Volumenabh�angigkeit der inneren Energie

galt jedoch nur f�ur konstante Temperatur, die hier nicht gegeben ist.

Die Unterteilung in reversible und irreversible Zustands�anderungen erm�og-

licht es uns, den Zustandsraum in

�

Aquivalenzklassen aufzuteilen. Zust�ande,

zwischen denen reversible

�

Uberg�ange m�oglich sind, sollen zu derselben

�

Aqui-

valenzklasse geh�oren. Diese

�

Aquivalenzklassen bilden eine Hyperebenenschar

im Zustandsraum, und es l�a�t sich eine Zustandsfunktion S �nden, die auf

jeder solchen Hyperebene einen konstanten Wert annimmt.

Wir wollen einmal ausschlie�en, da� diese Ebenen durch

"

L�ocher\ und

"

Risse\ gespalten sind. Solche treten dann auf, wenn bestimmte Bereiche des

Zustandsraumes vom System nicht erreicht werden k�onnen. Sind die Ebenen

also zusammenh�angend, so l�a�t sich ein Gr�o�envergleich f�ur die Zustandsfunk-

tion de�nieren. Es gilt dann n�amlich S(A) < S(B), wenn der

�

Ubergang von A

nachB einer irreversiblen Zustands�anderung entspricht, w�ahrend der

�

Ubergang

von B nach A nicht m�oglich ist. Die Zustandsfunktion S ist dann bestimmt
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bis auf die Konstanten � und � der Transformation

S ! �S + �: (1:22)

Betrachten wir das obige Beispiel, so stellen wir fest, da� die Zustandsfunk-

tion S additiv ist. Denn die Expansion des Gases wie auch das Abrollen des

Zahnrades sind irreversibel, w�ahrend der Gesamtproze� reversibel ist. Die so

konstruierte Zustandsfunktion S nennen wir Entropie.

F�ur ein abgeschlossenes System, also ein thermisch isoliertes System ohne

Zu- oder Abfuhr von Arbeit, k�onnen nur reversible oder irreversible Prozesse

auftreten, die Entropie kann also h�ochstens steigen. Daraus folgt, da� der

Zustand gr�o�ter Entropie einen Gleichgewichtszustand des Systems darstellen

mu�. Beispiel f�ur diese Gleichgewichtseinstellung ist eine reibende Wand zwi-

schen zwei Gasvolumina, die zur Ruhe kommt. Da� dieser Zustand der einzige

Gleichgewichtszustand ist, dies ist, obwohl anschaulich klar, nicht zu beweisen.

Daher f�uhren wir dies als Axiom an.

Zur Bestimmung des Gleichgewichtszustandes eines zusammengesetzten

Systems k�onnen wir die einzelnen Gleichgewichte entkoppelt betrachten und

die Systeme danach zum Gesamtsystem zusammenf�ugen. Zum Beispiel wird

sich der Druck in zwei Kammern, die durch ein d�unnes Rohr miteinander ver-

bunden sind, einzeln rasch einstellen, w�ahrend sich der Druckausgleich �uber

das Rohr nur langsam vollzieht.

1.4 W�armeleitung und Temperatur

Die W�armeleitung ist eine irreversible Zustands�anderung, in der die Entropie

steigt. Dieser Anstieg kann zur De�nition der Temperatur T herangezogen

werden. Ein K�orper soll k�alter als ein anderer hei�en, wenn er von diesem

anderen W�arme aufnimmt. Diese De�nition entspricht �ubrigens der sp�ateren

De�nition des Drucks durch die spontane Verschiebung einer Trennwand. Doch

betrachten wir den Vorgang, der sich beim W�armeaustausch zwischen zwei

Teilsystemen abspielt, genauer. Die innere Energie des Gesamtsystems �andert

sich wegen der Abgeschlossenheit dieses Gesamtsystems nicht, die

�

Anderung

der einzelnen inneren Energien ist daher gleich dem W�arme�ubertrag,

U = U

1

+U

2

; dU = 0 ) dU

2

= �dU

1

= dQ > 0; (1:23)

d.h. System 1 gibt an System 2 die W�armemenge dQ ab. Die Entropie des Ge-

samtsystems setzt sich additiv aus dem Entropien der Teilsysteme zusammen,

S = S

1

(U

1

; V

1

) + S

2

(U

2

; V

2

). Die Volumina V

1

und V

2

�andern sich bei diesem

Proze� nicht, daher ergibt sich

0 < dS =

@S

1

@U

1

�

�

�

V

1

dU

1

+

@S

2

@U

2

�

�

�

V

2

dU

2

=

�

�

@S

1

@U

1

�

�

�

V

1

+

@S

2

@U

2

�

�

�

V

2

�

dQ

)

@S

1

@U

2

<

@S

2

@U

2

: (1:24)
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Vergleicht man dies mit T

1

> T

2

, so kann man, falls die partiellen Ableitungen

positiv sind, die Temperatur T de�nieren durch

1

T

:=

@S

@U

�

�

�

V

: (1:25)

�

Aquivalent zur Existenz der Entropie ist der : : :

Zweite Hauptsatz der Thermodynamik:

"

Es gibt kein Perpetuum mobile der zweiten Art\

Damit ist gemeint, da� es keine Maschine geben kann, deren einziger Zweck es

ist, W�arme in Arbeit zu verwandeln. Denn mit dieser Arbeit k�onnte ein Sie-

destab betrieben werden, der das w�armere Reservoir erw�armen w�urde, womit

e�ektiv W�arme vom k�alteren zum w�armeren Reservoir �osse.

T1

T2

T2 T2T1T1

2dQ dW dQdQ dQ

dW

dQdQ dQ

dW

Wärmekraftmaschine Wärmepumpe

T = Reservoir = Maschine

1 2 1

Abb. 1.2 Perpetuum mobile zweiter Art, W�armekraftmaschine und W�armepumpe

2. Thermodynamische Prozesse

2.1 W�armekraftmaschinen und Wirkungsgrad

In Abbildung 1.3 Mitte ist das Prinzip einer W�armekraftmaschine dargestellt.

Nach dem ersten Hauptsatz gilt f�ur eine solche Maschine dQ

1

= dQ

2

+dW , nach

dem zweiten Hauptsatz dS � 0. Die innere Energie der durch ihre Temperatur

charakterisierten Reservoire T

1

und T

2

kann nur durch W�armeab- und -zufuhr

ge�andert werden,

dQ

1

= �dU

1

; dQ

2

= dU

2

: (2:1)

Man erh�alt

0 � dS = dS

1

+ dS

2

=

@S

1

@U

1

�

�

�

V

1

(�dQ

1

) +

@S

2

@U

2

�

�

�

V

2

dQ

2

= �

dQ

1

T

1

+

dQ

2

T

2

: (2:2)
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Mittels des ersten Hauptsatzes eliminieren wir dQ

2

und erhalten

0 � �

dQ

1

T

1

+

dQ

1

� dW

t

2

=

�

1

T

2

�

1

T

1

�

dQ

1

�

1

T

2

dW

, dW � dQ

1

�

1�

T

2

T

1

�

= dQ

1

�

T

1

� T

2

T

1

�

: (2:3)

Als Wirkungsgrad � bezeichnet man nun das Verh�altnis der gewonnenen Arbeit

zur eingeossenen W�arme (beachte, da� die austretende W�arme (Abw�arme)

nicht ber�ucksichtigt ist),

� =

dW

dQ

1

�

T

1

� T

2

T

1

= �

max

f�ur T

1

> T

2

: (2:4)

Dabei steht das Gleichheitszeichen f�ur den reversiblen, das Kleinerzeichen f�ur

den irreversiblen Proze�.

Bei der W�armepumpe ist der Proze� gerade umgekehrt (vgl. dazu Abbil-

dung 1.3 rechts). Es wird Arbeit ins System hineingesteckt, um W�arme vom

k�alteren ins w�armere Reservoir zu pumpen. Hier eliminieren wir unter Aus-

nutzung des ersten Hauptsatzes dQ

2

und erhalten

dQ

1

� dW

T

1

T

1

� T

2

: (2:5)

Der Wirkungsgrad ist entsprechend anders de�niert,

� =

dQ

1

dW

�

T

1

T

1

� T

2

: (2:6)

F�ur T

1

= 300K und T

2

= 280K ergibt sich ein maximaler Wirkungsgrad der

W�armepumpe von �

max

= 15. Wir k�onnen die W�armepumpe auch als K�uhlung

f�ur das Reservoir T

2

au�assen. Dann ist

dQ

2

� dW

T

2

T

1

� T

2

) � �

T

2

T

1

� T

2

: (2:7)

2.2 W�armeleitung

Aus der De�nition der Temperatur in Gleichung (1.25) folgt unmittelbar

dS =

1

T

dU; (2:8)

sofern �au�ere Parameter wie das Volumen V , die Magnetisierung

~

M oder die

Polarisation

~

P konstant gehalten werden. Mit der Konstanz des Volumens

verschwindet aber auch die Arbeit, so da� wir nach dem ersten Hauptsatz der

Termodynamik f�ur dW = 0 auch

dS =

dQ

T

(2:9)
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schreiben k�onnen. Auch bei konstant gehaltenem W�armeinhalt, also f�ur dQ =

0, steigt die Entropie an. Bewegen wir uns im durch die W�arme und die Arbeit

aufgespannten Zustandsraum von einem Punkt A zu einem Punkt B, so kann

dieser Weg zerlegt werden in Teilst�ucke, auf denen jeweils entweder keine Arbeit

oder keine W�arme �ubertragen wird. Insgesamt ergibt sich damit

S(B) � S(A) =

Z

B

A

dS �

Z

B

A

dQ

T

: (2:10)

Das Gleichheitszeichen steht, falls die Arbeit reversibel geleistet wurde. 1=T

fungiert als integrierender Faktor. Als Anwendung betrachten wir einen W�ar-

meleitungsvorgang. Mit konstanten Volumina und T

1

> T

2

ist

dS =

@S

1

@U

1

(�dQ) +

@S

2

@U

2

dQ � 0: (2:11)

Der Gleichgewichtszustand ist dann erreicht, wenn S maximal geworden ist.

Notwendige Bedingung daf�ur ist also

dS =

�

@S

2

@U

2

�

@S

1

@U

1

�

dQ =

�

1

T

2

�

1

T

1

�

dQ = 0 , T

1

= T

2

oder

@S

@Q

�

�

�

V

= 0:

(2:12)

Ist weiterhin an dieser Stelle @

2

S=@Q

2

� 0, so existiert dort tats�achlich ein

Maximum der Entropie. Wir �uberpr�ufen dies:

@

2

S

@Q

2

�

�

�

V

=

@

@Q

�

@S

@Q

�

V

=

@

@Q

�

@S

1

@U

1

+

@S

2

@U

2

�

V

1

;V

2

=

@

2

S

1

@U

2

1

+

@

2

S

2

@U

2

2

?

� 0 (2:13)

,

 

@

@U

1

�

1

T

1

�

V

1

+

@

@U

2

�

1

T

2

�

V

2

!

T

1

=T

2

=T

= �

1

T

2

�

@T

1

@U

1

�

�

�

V

1

+

@T

2

@U

2

�

�

�

V

2

�

T

1

=T

2

=T

:

Wir erinnern uns an @U(T; V )=@T j

V

= C

V

, also @T=@

U

j

V

= 1=C

V

und erhal-

ten

�

1

T

2

�

@T

1

@U

1

�

�

�

V

1

+

@T

2

@U

2

�

�

�

V

2

�

T

1

=T

2

=T

= �

1

T

2

�

1

C

V

1

+

1

C

V

2

�

� 0: (2:14)

Letzteres gilt, da nach Messungen die spezi�sche W�arme stets positiv ist.

2.3 Expansion und Druck

Als n�achstes betrachten wir im Vergleich das frei expandierende ideale Gas im

Gay-Lussacschen Versuch (Abbildung 1.1) und ein ideales Gas, das ebenfalls

isotherm, aber reversibel expandiere. Da bei einem idealen Gas die innere

Energie nicht vom Volumen abh�angt, jedoch Arbeit geleistet wurde, mu� im

zweiten Fall auch W�arme aufgenommen worden sein. Die geleistete Arbeit

k�onnen wir mit Hilfe der Gasgleichung berechnen,

�W =

Z

V

1

V

0

p(V )dV = Nk

B

T

Z

V

1

V

0

dV

V

= Nk

B

T ln

�

V

1

V

0

�

: (2:15)
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Wegen �U = 0 ist nach dem ersten Hauptsatz

�Q = �U +�W = Nk

B

T ln

�

V

1

V

0

�

; (2:16)

was zu einer Entropiezunahme

�S

Gas

=

�Q

T

= Nk

B

ln

�

V

1

V

0

�

(2:17)

f�uhrt. Das W�armebad liefert diese W�armemenge bei gleichbleibender Tempe-

ratur, erf�ahrt also eine Entropieerniedrigung um denselben Betrag, die Gesam-

tentropie �andert sich nicht.

Da sich beim irreversiblen Gay-Lussacschen Proze� der Endzustand in

allen Zustandsgr�o�en nicht vom eben beschriebenen Proze� unterscheidet und

die Entropie eine Zustandsfunktion ist, k�onnen wir ihre Zunahme f�ur das Gas

hier als gleich ansehen. Dagegen gibt das W�armebad keine W�arme an das

System ab, die Entropie steigt daher insgesamt an.

Um schlie�lich noch den Druck mit der inneren Energie in Verbindung zu

bringen, betrachten wir ein abgeschlossenes System mit einer verschiebbaren

Trennwand. Aufgrund der Konstruktion ist V

1

+ V

2

= V = konstant, also

dV

1

= �dV

2

. Die innere Energie des Gesamtsystems �andert sich nicht. Gleich-

gewichtszustand ist derjenige mit maximaler Entropie. Aus der Anschauung

wissen wir, da� dann der Druckausgleich zwischen beiden Kammern hergestellt

ist. Damit ist mit �S = 0

0 = �U =

@U

@V

�

�

�

S

�V +

@U

@S

�

�

�

V

�S =

�

@U

1

@V

1

�

�

�

S

1

�

@U

2

@V

2

�

�

�

S

2

�

dV

1

= 0: (2:18)

Eine sinnvolle De�nition des Drucks ist damit gegeben durch

p :=

@U

@V

�

�

�

S

: (2:19)

2.4 Die TdS-Gleichungen

Allgemein ist, wie eben zwischenzeitig hingeschrieben,

dU =

@U

@V

�

�

�

S

dV +

@U

@S

�

�

�

V

dS: (2:20)

Aus Gleichung (1.25) und der Form T = @U=@Sj

V

und Gleichung (2.19) ergibt

sich dann der Ausdruck

dU = TdS � p dV: (2:21)
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Wir wollen uns in diesem Abschnitt zur Aufgabe setzen, den Ausdruck TdS in

seiner Abh�angigkeit von Temperatur und Volumen bzw. von Temperatur und

Druck durch direkt me�bare Gr�o�en auszudr�ucken. Diese sind : : :

: : :der thermische Expansionskoe�zient � =

1

V

@V

@T

�

�

�

p

; (2:22)

: : : die isotherme Kompressibilit�at �

T

= �

1

V

@V

@p

�

�

�

T

; (2:23)

: : :die diabatische Kompressibilit�at �

S

= �

1

V

@V

@p

�

�

�

S

: (2:24)

Dazu betrachten wir die innere Energie zun�achst als Funktion von Temperatur

und Volumen,

dU =

@U

@T

�

�

�

V

dT +

@U

@V

�

�

�

T

dV = C

V

dT +

@U

@V

�

�

�

T

dV: (2:25)

Dies setzen wir in die Energiegleichung (2.20) ein und stellen nach dS um,

dS =

1

T

@U

@T

�

�

�

V

dT +

1

T

�

@U

@V

�

�

�

T

+ p

�

dV: (2:26)

Da dS vollst�andiges Di�erential der Zustandsfunktion S ist, mu� die Integra-

bilit�atsbedingung (1.5) erf�ullt sein,

@

@V

�

1

T

@U

@T

�

�

�

V

�

T

=

@

@T

�

1

T

@U

@V

�

�

�

T

+

p

T

�

V

,

1

T

@

2

U

@V @T

= �

1

T

2

@U

@V

�

�

�

T

+

1

T

@

2

U

@T@V

�

p

T

2

+

1

T

@p

@T

�

�

�

V

,

@U

@V

�

�

�

T

+ p = T

@p

@T

�

�

�

V

: (2:27)

Dies k�onnen wir in Gleichung (2.26) einsetzen und erhalten

dS =

1

T

C

V

dT +

@p

@T

�

�

�

V

dV: (2:28)

Die verbleibende partielle Ableitung k�onnen wir aus der Zustandsgleichung

bestimmen, indem wir diese lokal nach V au�osen und anschlie�end dV = 0

setzen,

dV (T; p) =

@V

@T

�

�

�

p

dT +

@V

@p

�

�

�

T

dp = �V dT � �

T

V dp = 0

@p

@T

�

�

�

V

=

dp

dT

=

�

�

T

: (2:29)

Damit erhalten wir die erste TdS-Gleichung

TdS = C

V

dT + T

�

�

T

dV: (2:30)
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Wir betrachten nun die innere Energie als Funktion von Temperatur und Druck,

dU =

@U

@T

�

�

�

p

dT +

@U

@p

�

�

�

T

dp: (2:31)

In Gleichung (2.20) eingesetzt und nach TdS umgestellt ergibt dies

TdS =

@U

@T

�

�

�

p

dT +

@U

@p

�

�

�

T

dp+ p dV =

=

@U

@T

�

�

�

p

dT +

@U

@p

�

�

�

T

dp+ p

@V

@T

�

�

�

p

dT + p

@V

@p

�

�

�

T

dp;

dS =

�

1

T

@U

@T

+

p

T

@V

@T

�

p

dT +

�

1

T

@U

@p

+

p

T

@V

@p

�

T

dp =

=

1

T

@H

@T

�

�

�

p

dT +

�

1

T

@U

@p

+

p

T

@V

@p

�

T

dp =

=

1

T

C

p

dT +

�

1

T

@U

@p

+

p

T

@V

@p

�

T

dp: (2:32)

Wiederum mit der Integrabilit�atsbedingung erhalten wir

@

@p

�

1

T

@U

@T

�

�

�

p

+

p

T

@V

@T

�

�

�

p

�

=

@

@T

�

1

T

@U

@p

�

�

�

T

+

p

T

@V

@p

�

�

�

T

�

,

1

T

@U

@p

�

�

�

T

+

p

T

@V

@p

�

�

�

T

= �

@V

@T

�

�

�

p

: (2:33)

Dies in Gleichung (2.32) eingesetzt, liefert die zweite TdS-Gleichung

TdS = C

p

dT � �TV dp: (2:34)

Setzen wir die rechten Seiten von Gleichung (2.30) und (2.34) gleich, so ergibt

sich

C

V

dT + T

�

�

T

dV = C

p

dT � �TV dp: (2:35)

Nun sind T , V und p keine unabh�angige Variablen, sondern �uber die Zustands-

gleichung miteinander gekoppelt. L�osen wir diese lokal nach V auf, bilden das

totale Di�erential und setzen in Gleichung (2.35) ein, so ist

C

V

dT + T

�

�

T

�

@V

@T

�

�

�

p

dT +

@V

@p

�

�

�

T

dp

�

= C

p

dT � �TV dp

0 =

�

C

V

� C

p

+

�T

�

T

@V

@T

�

�

�

p

�

dT +

�

�T

�

T

@V

@p

�

�

�

T

+ �TV

�

dp; (2:36)

wobei T und p nun nicht mehr abh�angig voneinander sind. Daher m�ussen beide

Koe�zienten verschwinden. Der zweite tut dies aufgrund der De�nition von

�

T

in (2.23). Das Verschwinden des ersten Koe�zienten liefert mit (2.22)

C

V

� C

p

=

�

2

�

T

TV: (2:37)
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Eine zweite Beziehung zwischen C

p

und C

V

ergibt sich �uber die De�nition von

�

S

in (2.24). Da S f�ur adiabatische Prozesse konstant bleibt, setzen wir in

beiden TdS-Gleichungen die linken Seiten gleich Null und formen nach dT um,

0 = C

V

dT +

�

�

T

TdV , dT = �

�T

�

T

C

V

dV

0 = C

p

dT � �TV dp , dT =

�TV

C

p

dp; (2:38)

�

�T

�

T

C

V

dV =

�TV

C

p

dp ,

dV

dp

= ��

T

V

C

V

C

p

;

aus (2.24) folgt schlie�lich

�

S

= �

1

V

@V

@p

�

�

�

S

= �

1

V

dV

dp

= �

T

C

V

C

p

,

C

V

C

p

=

�

S

�

T

: (2:39)

Beachte folgendes:

� Wichtig an den beiden Beziehungen (2.37) und (2.39) ist, da� sich C

p

und C

V

durch experimentell bestimmbare Gr�o�en (�, �

T

, �

S

) berechnen

lassen.

� �

T

ist stets gr�o�er als Null!

� C

p

ist nach (2.37) stets gr�o�er alsC

V

, aber dies nicht, weil � stets gr�o�er als

Null w�are. Betrachte als Gegenbeispiel Gummi, das sich bei Erw�armung

zusammenzieht.

2.5 Der Joule-Thompson-E�ekt

Joule und Thompson (sp�ater von der englischen K�onigin zu Lord Kelvin ge-

adelt) betrachteten in ihremVersuch eine Menge Gas des Zustandes (V

1

; T

1

; p

1

),

dir durch einen por�osen Stopfen hindurch in die andere Kammer in einen

Zustand (V

2

; T

2

; p

2

) �uberf�uhrt wird. Das System ist thermisch isoliert, d.h.

�Q = 0.

2V1 V

Abb. 2.1 Der Joule-Thompson-Versuch

Der

�

Ubertritt des Gases wird durch eine leichte Druckerh�ohung in Kammer 1

hervorgerufen. Diese wird mit Hilfe des Stempels auf dieser Seite bewirkt. Die

Energiebilanz liefert nach dem ersten Hauptsatz

�U = ��W = ��W

1

��W

2

: (2:40)
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F�ur konstant gehaltenen Druck in den beiden Kammern ergibt sich

�W

1

= p

1

�V

1

= �p

1

V

1

und �W

2

= p

2

�V

2

= p

2

V

2

; (2:41)

also U

2

� U

1

= p

1

V

1

� p

2

V

2

und damit

H

1

= U

1

+ p

1

V

1

= U

2

+ p

2

V

2

= H

2

: (2:42)

Der Proze� l�auft also bei konstanter Enthalpie ab. Man kann sich diese Ent-

halphie nun vorstellen als Funktion von Temperatur und Druck. Dann bilden

alle Punkte auf der Zustands�ache mit konstanter Enthalpie eine Kurve, deren

Steigung im (T; p)-Diagramm als Joule-Thomson-Koe�zient bezeichnet wird,

@T

@p

�

�

�

H

: (2:43)

Um ihn zu berechnen, l�ost man H(T; p) = H

0

lokal nach T auf und leitet diese

Funktion nach p ab. Ist der Koe�zient negativ, so bedeutet dies, da� sich

das Gas abk�uhlt, wenn es von einem Gebiet h�oheren in ein Gebiet geringeren

Drucks �ubergeht. Beispiel f�ur ein solches Gas ist Freon, das in K�uhlschr�anken

verwendet wird.

3. Thermodynamische Potentiale

Unter einem thermodynamischen Potential wollen wir eine Zustandsfunktion in

geeigneten Variablen mit der Eigenschaft verstehen, da� durch Di�erenzieren

dieser Funktion alle thermodynamischen Beziehungen erhalten werden k�onnen.

Diese Eigenschaft verallgemeinert diejenige der Lagrange- und Hamiltonfunk-

tion der klassischen Mechanik.

3.1 Die innere Energie

Die innere Energie U , ausgedr�uckt durch Entropie und Volumen, ist ein solches

thermodynamisches Potential, denn es ist nach Gleichung (2.21)

T =

@U

@S

�

�

�

V

und p = �

@U

@V

�

�

�

S

: (3:1)

Dagegen ist die innere Energie, in den Variablen T und V geschrieben, kein

thermodynamisches Potential, denn es ist p 6= �@U=@V j

T

.

Als Beispiel betrachten wir das ideale Gas mit der inneren Energie

U(T ) = C

V

T + U

0

(3:2)

(man beachte, da� die innere Energie des idealen Gases nocht vom Volu-

men abh�angt). Die

"

st�orende\ Variable Temperatur m�ussen wir nun zun�achst
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durh Entropie und Volumen ausdr�ucken. Dazu benutzen wir die erste TdS-

Gleichung (2.29), die zusammen mit der Gasgleichung pV = Nk

B

T diese Um-

formung erlaubt,

TdS = C

V

dT + T

@p

@T

�

�

�

V

dV = C

V

dT +Nk

B

T

dV

V

, dS = C

V

dT

T

+Nk

B

dV

V

: (3:3)

Die Integrabilit�atsbedingung liefert eine Trivialit�at, das totale Di�erential l�a�t

sich also integrieren und liefert

S � S

0

= C

V

ln

�

T

T

0

�

+Nk

B

ln

�

V

V

0

�

: (3:4)

L�osen wir diese Gleichung nach T auf und setzen den Ausdruck in U(T ) ein,

so ergibt sich

T (S; V ) = T

0

exp

�

S � S

0

C

V

��

V

V

0

�

�Nk

B

=C

V

U(S; V ) = U

0

� C

V

T

0

exp

�

S � S

0

C

V

��

V

V

0

�

�Nk

B

=C

V

: (3:5)

Zur Probe rechnen wir die Beziehungen (3.1) nach,

@U

@S

�

�

�

V

= C

V

T

0

1

C

V

exp

�

S � S

0

C

V

��

V

V

0

�

�Nk

B

=C

V

= T;

@U

@V

�

�

�

S

=

C

V

T

0

V

0

exp

�

S � S

0

C

V

��

�

Nk

B

C

V

��

V

V

0

�

�(Nk

B

=C

V

)�1

= (3:6)

= �Nk

B

T

0

exp

�

S � S

0

C

V

��

V

V

0

�

�Nk

B

=C

V

1

V

= �

Nk

B

T

V

= �p:

Wir k�onnen umgekehrt auch die Entropie durch innere Energie und Volumen

ausdr�ucken, S = S(U; V ). Die Ableitung nach der inneren Energie kennen wir

bereits aus Gleichung (1.25). Doch was ist mit der Ableitung nach dem Volu-

men? Um diese bestimmen zu k�onnen, benutzen wir den uns schon gel�au�gen

Trick: Wir bilden das totale Di�erential der konstant zu haltenden Zustands-

funktion (in diesem Fall der inneren Energie) und setzen dieses gleich Null.

Dann stellen wir zum Di�erentialquotienten um,

dU =

@U

@S

�

�

�

V

dS +

@U

@V

�

�

�

S

dV = TdS � p dV = 0

)

@S

@V

�

�

�

U

=

dS

dV

=

p

T

: (3:7)

Die Bedeutung der inneren Energie besteht darin, da� sie in einem abgeschlosse-

nen System konstant ist und dieses seinen Gleichgewichtszustand f�ur maximale

Entropie annimmt.
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3.2 Die Enthalpie

Auch die Enthalpie H haben wir bereits eingef�uhrt (vgl. Gleichung (1.18)),

H = U + pV: (3:8)

In welchen Gr�o�en ausgedr�uckt ist H ein thermodynamisches Potential? Um

dies beantworten zu k�onnen, bilden wir unter Verwendung von Gleichung (2.21)

das totale Di�erential,

dH = dU + p dV + V dp = TdS � p dV + p dV + V dp

, dH = TdS + V dp: (3:9)

Dr�ucken wir die Enthalpie durch Entropie und Druck aus, so k�onnen wir

@H

@S

�

�

�

p

= T und

@H

@p

�

�

�

S

= V (3:10)

ident�zieren, d.h. H fungiert als thermodynamisches Potential. Desgleichen

l�a�t sich wieder die Entropie durch Enthalpie und Druck beschreiben.

3.3 Die Helmholtzsche freie Energie

Ein weiteres thermodynamisches Potential ist die freie Energie

A := U � TS: (3:11)

Durch Berechnung des totalen Di�erentials

dA = dU � TdS � SdT = TdS � p dV � TdS � SdT = �pdV � SdT (3:12)

erhalten wir die kanonische Abh�angigkeit von T und V sowie

@A

@V

�

�

�

T

= �p und

@A

@T

�

�

�

V

= �S: (3:13)

Naheliegende Frage ist diejenige nach der physikalischen Bedeutung dieses Po-

tentials. Wie stellen dazu die Behauptung auf, da� f�ur einen isothermen Proze�

die geleistete Arbeit nie gr�o�er ist als das Negative der

�

Anderung der freien

Energie. Diese Behauptung ergibt sich aus

�S �

Z

dQ

T

=

�Q

T

=

�U +�W

T

, �W � T�S��U = ��A: (3:14)

Wenn das System mechanisch (also auch elektrisch etc.) isoliert ist, d.h. wenn

�W = 0 gilt, dann ist �A stets negativ. Gleichgewicht ist damit im isothermen

Fall ohne Arbeitsverrichtung f�ur minimale freie Energie erreicht. Als Beispiel

betrachten wir ein isothermes, mechanisch abgeschlossenes System aus zwei

Kammern mit verschiebbarer Trennwand. Die freie Energie des Gesamtsystems

ist

A = A

1

(T; V

1

) +A

2

(T; V

2

): (3:15)

Wegen V

1

+ V

2

= V =konstant ist dV

1

= �dV

2

. Notwendige Bedingung f�ur

minimale freie Energie ist

0

!

= dA =

@A

1

@V

1

�

�

�

T

dV

1

+

@A

2

@V

2

�

�

�

T

dV

2

=

�

@A

1

@V

1

�

�

�

T

�

@A

2

@V

2

�

�

�

T

�

dV

1

= (�p

1

+ p

2

)dV

1

:

(3:16)

Man erh�alt also f�ur den Gleichgewichtszustand p

1

= p

2

.
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3.4 Das Gibbssche Potential oder die freie Enthalpie

Dieses Potential ist de�niert durch

G := U + pV � TS = A + pV = H � TS: (3:17)

Das totale Di�erential ist

dG = dA + p dV + V dp = �p dV � SdT + p dV + V dp = V dp� SdT: (3:18)

Das Gibbssche Potential ist also eine Funktion der Temperatur und des Druckes

und nur in dieser Darstellung ein thermodynamisches Potential. Es gilt

@G

@T

�

�

�

p

= �S und

@G

@p

�

�

�

T

= V: (3:19)

Halten wir bei einem Proze� sowohl die Temperatur als auch den Druck kon-

stant, so liefern die Ungleichung (3.14) und die De�nitionsgleichung (3.17)

�G = �A+ p�V � �p�V + p�V = 0: (3:20)

Ein Gleichgewichtszustand bei konstanter Temperatur und konstantem Druck

ist folglich ein solcher, bei dem das Gibbssche Potential minimal wird.

3.5 Die Maxwellrelationen

Die Berechnungsformeln f�ur die das jeweilige thermodynamische Potential nicht

bestimmenden Zustandsvariablen durch Ableitung der thermodynamischen Po-

tentiale werden Maxwellrelationen genannt. Sie seien an diesem Platz noch

einmal zusammengestellt:

@U

@S

�

�

�

V

= T

@H

@S

�

�

�

p

= T

@A

@V

�

�

�

T

= �p

@G

@T

�

�

�

p

= �S

(3:1) (3:10) (3:13) (3:19)

@U

@V

�

�

�

S

= �p

@H

@p

�

�

�

S

= V

@A

@T

�

�

�

V

= �S

@G

@p

�

�

�

T

= V

Sie sind recht �ubersichtlich im nebenstehenden Diagramm

dargestellt. Die Pfeile sagen etwas �uber das Vorzeichen der

Ableitungen aus. Der Vergleich mit den Maxwellrelationen

macht den Gebrauch dieses Diagramms klar.

V A T

U -% G

S H P

3.6 Das gro�kanonische Potential oder pV-Potential

Bisher wurde die Teilchenzahl nicht ber�ucksichtigt. Wir nahmen stillschwei-

gend an, da� weger Teilchen gewonnen noch verloren wurden. Diese Annahme

wollen wir nun fallen lassen. Beachtet man die Teilchenzahl, so ist folgende

Unterscheidung zwischen extensiven und intensiven Gr�o�en wichtig:
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� Intensive Gr�o�en sind unabh�angig von der Teilchenzahl. Beispiele daf�ur

sind Temperatur und Druck.

� Extensive Gr�o�en h�angen linear von der Teilchenzahl ab. Das zeigt sich,

wenn man den Grenzwert des Quotienten dieser Gr�o�e mit der Teilchen-

zahl N f�ur N ! 1 betrachtet, der demzufolge endlich bleibt, w�ahrend

die urspr�ungliche Gr�o�e divergiert. Beispiele sind das Volumen und die

Entropie und nat�urlich auch die Teilchenzahl selbst.

Die innere Energie ist eine homogene Funktion ersten Grades, was bedeutet,

da�

U(�S; �V; �N) = �U(S; V;N) (3:21)

ist. Leiten wir beide Seiten nach � ab, so ergibt sich

TS � pV +

@U

@N

�

�

�

S;V

N = U: (3:22)

Als neue intensive Gr�o�e f�uhren wir das chemische Potential

� :=

@U

@N

�

�

�

S;V

(3:23)

ein. Haben wir verschiedene Teilchensorten der jeweiligen Teilchenzahl N

i

vor-

liegen, so �nden wir i.a. f�ur jede Teilchensorte ein eigenes chemisches Potential

�

i

. Gleichung (3.22) geht dann �uber in

U = TS � pV +

X

i

�

i

N

i

: (3:24)

W�ahlt man in Gleichung (3.21) speziell � = 1=N f�ur nur eine Teilchensorte, so

ergibt sich

U(S=N; V=N; 1) = U(S; V;N)=N; (3:25)

was die Funktion dreier Variablen auf eine Funktion zweier Variablen reduziert.

Der Term

P

i

�

i

N

i

aus Gleichung (3.24) taucht in allen bisher behandelten

thermodynamischen Potentialen mit positivemVorzeichen auf, da sich alle diese

Potentiale aus U ableiten. Im Unterschied dazu f�uhren wir das gro�kanonische

Potential


 := A �

X

i

�

i

N

i

(3:26)

ein, sein totales Di�erential liefert die Abh�angigkeit von T , V und �,

d
 = dA� �dN �Nd� = �SdT � p dV �Nd�: (3:27)

3.7 Der dritte Hauptsatz der Thermodynamik

Man vermutete, angeregt durch die Anschauung, da� f�ur verschwindende Tem-

peratur die Entropie pro Teilchen, S=N , gegen eine Konstante liefe, die sich

dann willk�urlich als Null w�ahlen lie�e. Diese Vermutung erwies sich mit der

Einf�uhrung der Quantenmechanik als falsch.



Seite 24: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Thermodynamik

4. Anwendungen der Thermodynamik

Dieses Kapitel soll praktische Anwendungen der bisher vorgestellten ph�ano-

menologischen Thermodynamik vorstellen. Dazu z�ahlen der Osmotische Druck,

die Phasen�uberg�ange sowie chemische Reaktionen. Verwendung �nden hier die

im letzten Kapitel bereits eingef�uhrten extensiven Gr�o�en. So soll an dieser

Stelle bereits in allgemeinerer Schreibweise eine Entwicklung einer extensiven

Gr�o�e durchgef�uhrt werden. Gegeben sei eine solche Gr�o�e X, die homogen

vom Grade Eins in zwei Teilchenzahlen sei,

X(�N

0

; �N

1

) = �X(N

0

;N

1

) (4:1)

(weitere m�ogliche Abh�angigkeiten von X seien hier unterdr�uckt). W�ahlen wir

speziell � = 1=N

0

, so ergibt sich

N

0

X(1;N

1

=N

0

) = X(N

0

;N

1

): (4:2)

Wir bezeichnen die links stehende Funktion X, die e�ektiv nur noch von einem

Argument abh�angt, mit dem entsprechenden Kleinbuchstaben,

X(1;N

1

=N

0

) =: x(N

1

=N

0

): (4:3)

Ist N

1

� N

0

, so l�a�t sich diese Funktion nach dem KleinheitsparameterN

1

=N

0

entwickeln, wir erhalten

X(N

0

;N

1

) = N

0

x(N

1

=N

0

) = N

0

(x

0

+

N

1

N

0

x

1

+ : : : ) = N

0

x

0

+N

1

x

1

+ : : : (4:4)

Beachte: x

1

ist die Ableitung der Funktion x nach ihrem Argument an der

Stelle N

1

= 0, nicht

"

x pro Teilchen\!

4.1 Der Osmotische Druck

Zum E�ekt: H�alt man in ein L�osungs-

mittel eine unten mit einer semipermea-

blen Membran verschlossene R�ohre, in die

man die L�osung einer Substanz im selben

L�osungsmittel gibt, so steigt die Ober�ache

dieser L�osungsmenge �uber den Fl�ussigkeits-

stand des L�osungsmittels hinaus. Damit

eine solche Di�erenz auftreten kann, mu�

eine entsprechende Druckdi�erenz vorhan-

den sein.

Abb. 4.1 Osmotischer Druck

Wir arbeiten statt mit dem komplizierten Aufbau der Abbildung 4.1 mit ei-

nem vereinfachten Modell, in dem die Gravitation keine Rolle spielen soll.

Zwei Zellen seien durch eine semipermeable Membran voneinander getrennt.

Die ungestrichenen Gr�o�en sollen zur L�osung, die gestrichenen zum reinen
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L�osungsmittel geh�oren. So seien N

0

undN

0

0

die Zahl der L�osungsmittelmolek�u-

le, N

1

die Zahl der Molek�ule der gel�osten Substanz und N

0

1

= 0. N

1

(wie N

0

1

)

kann sich nicht �andern, da die (

"

dickeren\) Substanzmolek�ule die Membran

nicht passieren k�onnen. Ferner halten wir die Temperatur T sowie die Volu-

mina V und V

0

konstant, es werde also auch keine mechanische Arbeit geleistet.

Im Gleichgewichtszustand wird nach Abschnitt 3.3 die freie Energie A

minimal. Ver�anderlich sind N

0

und N

0

0

mit N

0

+N

0

0

= konstant, also

N

0

! N

0

+�N

0

; N

0

0

! N

0

0

��N

0

: (4:5)

Die freie Energie setzt sich aus den freien Energien der Einzelsysteme zusam-

men, A = A(T; V;N

0

;N

1

) +A(T

0

; V

0

;N

0

0

; 0). Dann ist das Gleichgewicht gege-

ben durch

0 = �A =

@A

@N

0

�N

0

+

@A

@N

0

0

(��N

0

) )

�

0

(T; V;N

0

;N

1

) = �

0

(T; V

0

;N

0

0

; 0): (4:6)

Die chemischen Potentiale des L�osungsmittels in den beiden Zellen m�ussen

also gleich sein. Gem�a� Gleichung (4.4) entwickeln wir nun innere Energie und

Volumen als extensive Gr�o�en in N

1

=N

0

,

U � N

0

u

0

(p; T ) +N

1

u

1

(p; T ); V � N

0

v

0

(p; T ) +N

1

v

1

(p; T ): (4:7)

Dann ist die Entropie�anderung des L�osungssystems gegeben durch

dS =

1

T

dU +

p

T

dV = (4:8)

= N

0

�

1

T

du

0

+

p

T

dv

0

�

+N

1

�

1

T

du

1

+

p

T

dv

1

�

+ : : : :

N

0

undN

1

sind voneinander unabh�angige Variablen (wir d�urfen nur nichtN

0

=

0 setzen, sonst k�onnten wir die Entwicklung nicht durchf�uhren). dS ist ein

vollst�andiges Di�erential, daher gilt dasselbe unabh�angig voneinander auch f�ur

die Koe�zienten von N

0

und N

1

,

ds

0

:=

1

T

du

0

+

p

T

dv

0

und ds

1

:=

1

T

du

1

+

p

T

dv

1

: (4:10)

Man erh�alt so dS = N

0

ds

0

+N

1

ds

1

und durch Integration

S = N

0

s

0

(p; T ) +N

1

s

1

(p; T ) + �(N

0

;N

1

): (4:11)

Um die Entropie des Gesamtsystems wirklich berechnen zu k�onnen, m�ussen wir

�(N

0

;N

1

) kennen. Da dieses aber weder von p noch von T abh�angt, k�onnen

wir zu hohen Temperaturen und tiefen Druckwerten, also in den Grenzfall
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des idealen Gases �ubergehen. In diesem Grenzfall ist pv = k

B

T und damit

@v=@T j

p

= k

B

=p. Die zweite TdS-Gleichung (2.34), durch N dividiert, ergibt

Tds = c

p

dT � T

@v

@T

�

�

�

p

dp = c

p

dT � T

k

B

p

dp ,

ds = c

p

dT

T

� k

B

dp

p

) s = c

p

ln

�

T

T

�

�

� k

B

ln

�

p

p

�

�

+ s

�

: (4:12)

Bei hoher Temperatur und niedrigem Druck als Gemisch idealer Gase angese-

hen, ergibt sich mit der Additivit�at sowohl der Partialdruckwerte p := p

0

+ p

1

als auch der Entropien aus p

0

V = N

0

k

B

T und p

1

V = N

1

k

B

T

pV = (N

0

+N

1

)k

B

T ) p =

N

0

k

B

T

V

�

1 +

N

1

N

0

�

= p

0

�

1 +

N

1

N

0

�

: (4:13)

Die Entropie des Gemisches ist

S = N

0

s(p

0

; T ) +N

1

s(p

1

; T ) = N

0

�

c

p

0

ln

�

T

T

�

�

� k

B

ln

�

p

0

p

�

�

+ s

�

0

�

+

+N

1

�

c

p

1

ln

�

T

T

�

�

� k

B

ln

�

p

1

p

�

�

+ s

�

1

�

: (4:14)

Die Logarithmen sind unterschiedlich zu entwickeln,

ln

�

p

0

p

�

�

= ln

�

p

p

�

�

� ln

�

1 +

N

1

N

0

�

� ln

�

p

p

�

�

�

N

1

N

0

;

ln

�

p

1

p

�

�

� ln

�

pN

1

p

�

N

0

�

= ln

�

p

p

�

�

� ln

�

N

1

N

0

�

:

Mit den so entwickelten Lograithmen ergibt sich

S = N

0

�

c

p

0

ln

�

T

T

�

�

� k

B

ln

�

p

p

�

�

+ s

�

0

�

+ k

B

N

1

+

+N

1

�

c

p

1

ln

�

T

T

�

�

� k

B

ln

�

p

p

�

�

� k

B

ln

�

N

1

N

0

�

+ s

�

1

�

=

= N

0

s

0

(p; T ) +N

1

s

1

(p; T ) �N

1

k

B

ln

�

N

1

N

0

�

; (4:15)

wobei wir die partiellen Entropien

s

0

(p; T ) = c

p

0

ln

�

T

T

�

�

� k

B

ln

�

p

p

�

�

+ s

�

0

und

s

1

(p; T ) = c

p

1

ln

�

T

T

�

�

� k

B

ln

�

p

p

�

�

+ s

�

1

+ k

B
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einf�uhrten. Der Vergleich mit Gleichung (4.11) liefert schlie�lich

�(N

0

;N

1

) = �N

1

k

B

ln

�

N

1

N

0

�

: (4:16)

W�ahrend wir die Gleichgewichtsbedingung �uber die freie Energie A bestimm-

ten, benutzen wir zur Berechnung der Zustandsgleichung das Gibbssche Poten-

tial, da dieses von p und T abh�angt,

G = U + pV � TS = N

0

g

0

(p; T ) +N

1

g

1

(p; T ) + k

B

TN

1

ln

�

N

1

N

0

�

:

Dabei ist unbekannt, wie g

0

und g

1

einzeln von p und T abh�angen. Zur Be-

rechnung des chemischen Potentials des L�osungsmittels leiten wir dieses ther-

modynamische Potential nach N

0

ab,

�

0

=

@G

@N

0

= g

0

(p; T ) + k

B

TN

1

N

0

N

1

�

�

N

1

N

2

0

�

= g

0

(p; T ) � k

B

T

N

1

N

0

:

Dies k�onnen wir in die Gleichgewichtsbedingung (4.6) einsetzen und erhalten

g

0

(p; T ) � k

B

T

N

1

N

0

= g

0

(p

0

; T ):

Setzen wir p = p

0

+�p und entwickeln wir nach kleinen

�

Anderungen, so ist

g

0

(p; T ) = g

0

(p

0

; T ) + �p

@g

0

(p

0

; T )

@p

0

= g

0

(p

0

; T ) + �pv

0

(p

0

; T ):

Nach Einsetzen erhalten wir schlie�lich

�pv

0

(p

0

; T ) = k

B

T

N

1

N

0

, �pV

0

= N

1

k

B

T: (4:17)

Rekapitulieren wir noch einmal kurz:

� Aus dem Minimum der freien Energie erhielten wir als Gleichgewichtsbe-

dingung die Gleichheit der chemischen Potentiale der L�osungsmittelanteile.

� Der Zusatzterm zur Entropie lie� sich durch einen Vergleich mit dem idea-

len Gasgemisch bestimmen. Aus der Entropie wiederum konnte das Gibbs-

sche Potential berechnet werden, dessen Ableitung das chemische Potential

lieferte. So ergab sich schlie�lich die Zustandsgleichung.



Seite 28: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Thermodynamik

4.2 Thermodynamik von Phasen�uberg�angen

Betrachte in einem abgeschlossenen Beh�alter festen Gesamtvolumens und kon-

stanter Teilchenzahl bei gleichbleibender Temperatur nebeneinander die �ussige

und gasf�ormige Phase derselben Substanz. Dann sind sowohl Ver�anderungen

in den Volumina der einzelnen Phasen als auch

�

Uberg�ange von Teilchen der

einen Phase in die andere m�oglich,

V ! V +�V V

0

! V

0

��V

N ! N +�N N

0

! N

0

��N

Die freie Energie des Gesamtsystems ist A

ges

= A



(V; T;N) +A

gf

(V

0

; T

0

;N

0

),

im Gleichgewicht mu� �A

ges

= 0 sein. Durch Variation des Volumens erhalten

wir aus dieser Bedingung

�

@A

@V

�

�

�

T;N

�

@A

0

@V

0

�

�

�

T;N

0

�

�V = �(p� p

0

)�V = 0 ) p = p

0

; (4:18)

durch Variation der Teilchenzahl ergibt sich

�

@A

@N

�

�

�

T;V

�

@A

0

@N

0

�

�

�

T;V

0

�

�N = (�� �

0

)�N = 0 ) � = �

0

: (4:19)

Haben wir nur eine Teilchensorte vorliegen, so gilt f�ur das Gibbs'sche Potential

als extensive Gr�o�e G(p; T;N) = Ng(p; T ), daher ist das chemische Potential

nichts weiter als das Gibbs'sche Potential pro Teilchen,

� = g(p; T ): (4:20)

T

g

gasförmig

flüssig

p

g

flüssig

gasförmig
T

p

fest

flüssig

gasförmig

(T  , p  , V  )c c c

Abb. 4.2 Qualitative

�

Uberlegungen zum Phasen�ubergang (links) und Dampfdruckkurve (rechts)

Aus den Maxwell-Gleichungen ergeben sich Ableitungen des Gibbs'schen Po-

tentials nach Druck und Temperatur,

@g

@p

�

�

�

T

= v > 0;

@g

@T

�

�

�

p

= �s < 0:

Daher ist die Steigung der Zustandskurven im linken Diagramm der Abbil-

dung 4.2 stets positiv, im mittleren negativ. Au�erdem ist eine Fl�ussigkeit
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dichter gepackt als ein Gas, daher v < v

0

, und die Entropie pro Teilchen

geringer, s < s

0

. Es ergeben sich die qualitativen Aussagen der ersten bei-

den Diagramme in Abbildung 4.2. Wie wir wissen, ist bei konstantem Druck

und konstanter Temperatur derjenige Zustand mit minimalem Wert f�ur g der

Gleichgewichtszustand. Daher sind die Fortsetzungen der sich schneidenden

Kurven gestrichelt gezeichnet, diese Zust�ande treten im Gleichgewicht nicht

auf. Die Schnittpunkte (bei jeweils konstanter Temperatur bzw. konstantem

Druck) stehen f�ur die einzigen Zust�ande, in denen gasf�ormige und �ussige

Phase nebeneinander bestehen k�onnen, ohne da� die eine spontan in die an-

dere �ubergeht. Die Gesamtheit dieser Punkte bildet im (p; T )-Diagramm die in

Abbildung 4.2 rechts dargestellte Dampfdruckkurve. Ber�ucksichtigt sind hier

au�er dem Phasen�ubergang zwischen der �ussigen und der gasf�ormigen Phase

noch den Phasen�ubergang beider Phasen mit der festen Phase. F�ur den Pha-

sen�ubergang zwischen der �ussigen und gasf�ormigen Phase gilt

g(p; T ) = g

0

(p; T ); also �g = 0: (4:21)

F�ur den Phasen�ubergang einer Teilchensorte ist dies �aquivalent zu (4.19).

4.2.1 Die Clausius-Clapeyron-Formel

Wir wollen nun die Ableitung der Funktion p(T ) entlang der Dampfdruckkurve

bestimmen. Dazu bilden wir das totale Di�erential von �g und setzen dies

gleich Null,

d(�g) =

@(�g)

@p

�

�

�

T

dp+

@(�g)

@T

�

�

�

p

dt = 0:

Es ist

@(�g)

@p

�

�

�

T

=

@g

@p

�

�

�

T

�

@g

0

@p

�

�

�

T

= v � v

0

= �v;

@(�g)

@T

�

�

�

p

=

@g

@T

�

�

�

p

�

@g

0

@T

�

�

�

p

= �s+ s

0

= ��s:

Beide Ableitungen verschwinden i.a. nicht. Daher k�onnen wir den Di�erential-

quotienten bilden und gelangen so zur Claudius-Clapeyron-Formel

dp

dT

�

�

�

�g=0

=

�s

�v

: (4:22)

De�niert man die latente W�arme ` := T�s, so ist

dp

T

�

�

�

�g=0

=

`

T�v

:

In der Realit�at gilt meist s

gf

> s



> s

ft

und v

gf

> v



> v

ft

, es gibt aber

auch Ausnahmen von dieser Regel, besonders h�au�g beim

�

Ubergang zwischen

�ussiger und fester Phase:

� F�ur Wasser ist v



< v

ft

, wie es �ubrigens auch die Dampfdruckkurve in

Abbildung 4.2 zeigt. Die Steigung der Kurve p(T ) ist negativ, unter Druck

geht Eis bei konstanter Temperatur in Wasser �uber.

� F�ur das Isotop He

3

ist v



> v

ft

, aber s



< s

ft

. Bei Kompression entsteht

festes Helium, das System wird k�alter (Pomeran�cuk-E�ekt).
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4.2.2 Die van der Waals'sche Zustandsgleichung

Die Zustandsgleichung f�ur ein nicht idealisiertes Gas l�a�t sich argumentativ

aus verschiedenen

�

Uberlegungen zur Ausdehnung der Teilchen und der At-

traktivit�at der Wechselwirkung herleiten. Wir wollen diese Formel hier jedoch

lediglich angeben, um mit ihr weiterzurechnen,

�

p+

a

V

2

�

(V � b) = Nk

B

T: (4:23)

Wie Abbildung 4.3 links zeigt, besitzt die Kurve bei einer bestimmten kriti-

schen Temperatur T

c

einen Sattelpunkt des Wertes (V

c

; p

c

). Unterhalb dieser

Temperatur treten f�ur p(V ) positive Steigungen und damit negative Kompres-

sibilit�aten auf (vgl. Gleichung (2.23)), die unphysikalisch sind. Diese Schwach-

stelle m�ussen wir noch reparieren.

T > Tc

c

c

T = T

p

T < T

Vc
V

p

c
p

Koexistenzkurve

V

A

V V

 2

21

 1A
F

F
  1

 2

V V1 2

V

Abb. 4.3 Konstruktionen zur van der Waals'schen Zustandskurve

Aus der Bedingung f�ur den Sattelpunkt, da� also die erste wie auch die zweite

Ableitung verschwinden mu�, folgt

V

c

= 3b; Nk

B

T

c

=

8a

27b

; p

c

=

a

27b

2

:

Schreiben wir Druck, Volumen und Temperatur auf relative Gr�o�en �p = p=p

c

,

�

V = V=V

c

und

�

T = T=T

c

um, so ergibt sich

�

�p+

3

�

V

2

��

�

V �

1

3

�

=

8

3

�

T : (4:24)

Diese Gleichung enth�alt keine sto�spezi�schen Gr�o�en mehr und ist daher f�ur

fast alle Gase eine gute N�aherung. Zur Proze�optimierung ist sie allerdings

in der Praxis zu ungenau. Doch wie k�onnen wir den unphysikalischen Teil

der Kurve

"

reparieren\? Wir waren ja bisher von einem homogenen System

ausgegangen, das z.B. eine einheitliche freie Energie besitzt. Diese freie Energie

ergibt sich durch Integration der entsprechenden Maxwell-Beziehung,

@A

@V

�

�

�

T

= �p , A(V; T ) = A(V

0

; T ) �

Z

V

V

0

p(V

0

; T )dV

0

: (4:25)

Wir k�onnen uns aber auch ein System mit fester Teilchenzahl aus Systemen mit

Teilchenzahlen N

1

= �N und N

2

= (1 � �)N zusammengesetzt denken. Diese
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beiden Teilsysteme besitzen im reinen Zustand bei festem Druck und konstanter

Temperatur die i.a. verschiedenen Volumina V

1

und V

2

, das Mischvolumen ist

V =

N

1

N

V

1

+

N

2

N

V

2

= �V

1

+ (1� �)V

2

: (4:26)

Die freie Energie des zusammengesetzten Systems ist

A(V; T;N) = N

1

a

�

�V

1

N

1

; T

�

+N

2

a

�

(1� �)V

2

N

2

; T

�

=

= N

1

a

�

V

1

N

;T

�

+N

2

a

�

V

2

N

;T

�

= (4:27)

= N

1

A(V

1

; T;N)

N

+N

2

A(V

2

; T;N)

N

= �A

1

+ (1 � �)A

2

;

wobei wir mehrfach die Tatsache nutzten, da� A eine in V homogene Funktion

vom Grade Eins ist. Formt man Gleichung (4.26) nach � um und setzt dies in

Gleichung (4.27) ein, so erh�alt man f�ur A(V ) eine Geradenbeziehung. Sowohl

diese wie auch die durch Gleichung (4.25) gegebene Kurve gehen durch die

Punkte (V

1

; A

1

) und (V

2

; A

2

). Durch numerische Integration von p(V ) kann

man erkennen, da� die sich aus Gleichung (4.25) ergebende Kurve im unphy-

sikalischen Bereich konvex ist. Die Gerade duch die beiden Punkte liegt dann

eindeutig tiefer, wie in Abbildung 4.3 Mitte gezeigt. Sie ist damit der Gleichge-

wichtszustand. Die eben beschriebene Konstruktion wird Maxwellkonstruktion

genannt. F�ur das (p; V )-Diagramm bedeutet das

@A

@V

�

�

�

T

= �p

0

= konstant;

wie in Abbildung 4.3 rechts dargestellt. Daraus, da� die beiden Kurven A(V )

die beiden Punkte (V

1

; A

1

) und (V

2

; A

2

) gemeinsam haben, ergibt sich f�ur die

Fl�ache unter der Maxwellkonstruktion derselbe Wert,

p

0

(V

2

� V

1

) =

Z

V

2

V

1

p dV; (4:28)

oder anders gesagt, die Fl�ache �uber der Horizontalen ist gleich der Fl�ache unter

der Horizontalen.

4.2.3 Klassi�kation der Phasen�uberg�ange

Ist das Gibbs'sche Potential pro Teilchen stetig, aber die ersten Ableitungen

nach p und T (d.h. S und V ) unstetig, wie es bei Clausius-Clapeyron der Fall

war (�s 6= 0, �v 6= 0), so sprechen wir von einem Phasen�ubergang erster

Ordnung. Es existieren auch stetige Phasen�uberg�ange, bei denen die ersten

Ableitungen stetig, h�ohere Ableitungen aber unstetig oder gar divergent sind.

Ein Beispiel ist das van der Waals'sche Gas bei T = T

c

.
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4.3 Chemische Reaktionen

Eine chemische Reaktion wie 2H

2

+ O

2

! 2H

2

O l�a�t sich umschreiben in die

Form

N

X

i=1

�

i

A

i

= 0: (4:29)

Dabei sind a

i

die Reaktionspartner oder Konstituenten und �

i

die Reaktions-

zahlen, im hier gew�ahlten Beispiel �

H

2

= +2, �

O

2

= +1 und �

H

2

O

= �2.

Angenommen werden soll, da� Temperatur und Druck w�ahrend der Reaktion

konstant bleiben. Unter dieser Annahme ist das Gleichgewicht f�ur minima-

les Gibbs'sches Potential erreicht. M�ogliche

�

Anderungen der an der Reaktion

beteiligten Teilchenzahlen sind durch die Bedingung

�N

i

�

i

=

�N

1

�

1

= konstant (4:30)

beschr�ankt, es existiert also nur eine unabh�angige Ver�anderliche N

1

.

4.3.1 Das Massenwirkungsgesetz

Durch Variation des Gibbs'schen Potentials nach der Teilchenzahl ergibt sich

�G =

X

i

@G

@N

i

�N

i

=

X

i

�

i

�

i

�

1

�N

1

=

�N

1

�

1

X

i

�

i

�

i

= 0

und damit

X

i

�

i

�

i

= 0: (4:31)

Unter der vereinfachenden Annahme, da� die Konstituenten sich einzeln wie

ideale Gase verhalten, eine Annahme �ubrigens, die auch f�ur verd�unnte L�osungen

gilt (vgl. Gleichung (4.17)), erhalten wir

G(p; T;N

i

g) =

X

i

G

i

(p

i

; T;N

i

); (4:32)

wobei p

i

die Partialdr�ucke der einzelnen Konstituenten darstellen. Diese sind

�uber p

i

= pN

i

=N = pc

i

mit den Konzentrationen verkn�upft. F�ur ein ideale

Gas gilt nun @G=@pj

T;N

= V = Nk

B

T=p, also ergibt sich durch Integration f�ur

das Gibbs'sche Potential der einzelnen Konstituenten

G

i

(p

i

; T;N

i

) = N

i

k

B

T ln p

i

+N

i

�

i

(T ) =

= N

i

k

B

t ln

�

p

N

i

N

�

+N

i

�

i

(T ) =

= N

i

k

B

T ln p+N

i

k

B

T lnN

i

�N

i

k

B

t ln(

P

k

N

k

) +N

i

�

i

und damit

G =

X

i

N

i

(k

B

T lnp+ k

B

T lnN

i

� k

B

T ln(

P

k

N

k

) + �

i

(T )):
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Unser Ziel ist es, das chemische Potential �

i

auszurechnen, um es in die Gleich-

gewichtsbedingung (4.31) einsetzen zu k�onnen. Daher leiten wir das Gibbs'sche

Potential nach N

i

ab und erhalten

�

i

=

@G

@N

i

= k

B

T ln

�

p

N

i

N

�

+ �

i

(T ) +

N

i

k

B

T

N

i

�

X

j

N

j

k

B

T

N

=

= k

B

T ln p+ k

B

T ln c

i

+ �

i

(T ) + k

B

T � k

B

T =

= k

B

T ln p+ k

B

T ln c

i

+ �

i

(T ): (4:33)

Dies k�onnen wir in die Gleichgewichtsbedingung einsetzen und erhalten

0 =

X

i

�

i

�

i

=

X

i

�

�

i

k

B

T ln p+ �

i

k

B

T ln c

i

+ �

l

�

i

(T )

�

,

X

i

�

i

ln c

i

= �

X

i

�

�

i

ln p+ �

i

�

i

(T )

k

B

T

�

:

Durch Exponenzieren ergibt sich das Massenwirkungsgesetz

Y

i

c

�

i

i

=: K

c

(p; T ): (4:34)

4.3.2 Konkurrierende Reaktionen

Beispiel f�ur ein System konkurrierender Reaktionen ist

2H

2

+O

2

! 2H

2

O; H

2

+O

2

! H

2

O

2

:

Allgemeiner liefern die Reaktionen

P

i

�

i

A

i

= 0 und

P

i

�

0

i

A

i

= 0 die Gleich-

gewichtsbedingungen

P

i

�

i

�

i

= 0 und

P

i

�

i

�

0

i

= 0. Ein wichtiges Beispiel

ist das Gleichgewicht zwischen Natrium- und Chlorionen sowie gel�ostem und

ungel�ostem Kochsalz in einer ges�attigten L�osung. Es stellt sich heraus, da�

das chemische Potential des ausfallenden Natriumchlorid nur von Druck und

Temperatur, nicht aber von der Konzentration der L�osung dar�uber abh�angt.

Allgemeiner formuliert: Ist einer der Reaktionspartner, den wir mit dem Index

Null versehen, auch in fester Form vorhanden, so ist

X

i=0

�

i

�

i

= �

0

�

0

(p; T ) +

X

i=1

�

i

�

i

(p; T; fN

k

g):

Den zweiten Summanden kann man wie im letzten Unterabschnitt behandeln,

den ersten Summanden aber der Konstanten K hinzuschlagen. Es ergibt sich

dann das L�oslichkeitsprodukt

Y

i=1

c

�

i

i

= K

0

(p; T ): (4:35)

F�ur das Beispiel des Natriumchlorids bedeutet dies, da� das Produkt der Kon-

zentrationen cin Natrium- und Chloridionen konstant bleibt, sofern sich weder

Druck noch Temperatur �andern. Diese Aussage ist unabh�angig davon, ob sich

noch andere Ionen (z.B. K

+

Br

�

) im Reaktionsraum be�nden. Bei Zugabe von

Kaliumchlorid erh�oht sich dagegen die Konzentration der Chloridionen. Dann

f�allt weiter Natriumchlorid aus, bis das Gleichgewicht wiederhergestellt ist. Die

Konzentration von Natriumionen sinkt dabei.
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4.3.3 Die W�armet�onung

Betrachten wir die Reaktion �

1

A

1

+ �

2

A

2

!��

3

A

3

, so k�onnen wir nach Glei-

chung (4.30) die

�

Anderung der Teilchenzahlen durch einen gemeinsamen Para-

meter ausdr�ucken,

dN

i

= ��

i

dn: (4:36)

Das Vorzeichen ist so gew�ahlt, da� positives dn eine Reaktion in Pfeilrich-

tung andeutet. Wir stellen uns an dieser Stelle die Frage, wie die W�armezu-

und -abfuhr an das umgebende W�armebad aussieht. Dazu vergleichen wir die

Energiegleichung dU = dQ� p dV mit

dU(S; V;N) = TdS � p dV +

X

i

�

i

dN

i

und erhalten

dQ = TdS +

X

i

�

i

dN

i

:

F�ur die Entropie�anderung gilt

dS =

X

i

@S

@N

i

�

�

�

p;T

dN

i

=

X

i

@

@N

i

�

�

@G

@T

�

p;T

dN

i

=

= �

@

@T

X

i

@G

@N

i

�

�

�

p;T

dN

i

= �

@

@T

X

i

�

i

dN

i

:

Es ergibt sich

dQ =

X

i

�

�T

@�

i

@T

+ �

i

�

dN

i

= �T

2

@

@T

 

1

T

X

i

�

i

dN

i

!

, dQ = T

2

@

@T

 

1

T

X

i

�

i

�

i

!

dn: (4:37)

Nach dem Gleichung (4.33) ergibt sich aber

X

i

�

i

�

i

= k

B

T

X

i

(�

i

ln c

i

� lnK

c

(p; T ));

damit ist

dQ = �k

B

T

2

@

@T

lnK

c

(p; T )dn: (4:38)

Endotherm hei�en diejenigen Reaktionen, die dem W�armebad W�arme entzie-

hen, exotherm die w�armeliefernden Reaktionen. F�ur @K

c

=@T > 0 haben wir

wegen dQ < 0 eine exotherme Reaktion vorliegen. F�uhren wir die entstehende

W�arme nicht an ein W�armebad ab, sondern lassen sie im System, so wird die

Temperatur und damit auch K

c

steigen. Dies f�uhrt nach Gleichung (4.34)

aber zu einer Bevorzugung der Umkehrreaktion. Diese unter dem Namen Le

Chateliersches Prinzip bekannte Regel �ahnelt der Lenzschen Regel der Elek-

trodynamik.
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4.4 Die Legendre-Transformation

Den Abschlu� der ph�anomenologischen Thermodynamik soll wie den Anfang

auch eine mathematische Erg�anzung bilden. Gegeben sei eine Funktion in k

Variablen und ihr Di�erential,

f = f(x

1

; x

2

; : : : ; x

k

)

df =

@f

@x

1

dx

1

+

@f

@x

2

dx

2

+ : : : +

@f

@x

k

dx

k

:

Dann k�onnen wir eine Funktion konstruieren, die eine der partiellen Ableitun-

gen, beispielsweise die erste, als neue Variable y

1

enth�alt. Diese Transformation

wird als Legendre-Transformation bezeichnet,

~

f (y

1

(x

1

; x

2

; : : : ; x

k

); x

2

; : : : ; x

k

) = f(x

1

; x

2

; : : : ; x

k

)� x

1

@

@x

1

f(x

1

; x

2

; : : : ; x

k

);

und sie wird dadurch nachgewiesen, da� das totale Di�erential gebildet wird,

d

~

f = df �

@f

@x

1

dx

1

� x

1

d

�

@f

@x

1

�

=

=

@f

@x

1

dx

1

+

@f

@x

2

dx

2

+ : : :+

@f

@x

k

dx

k

�

@f

@x

1

dx

1

� x

1

dy

1

=

= �x

1

dy

1

+

@f

@x

2

dx

2

+ : : :+

@f

@x

k

dx

k

:

Durch Vergleich mit

d

~

f =

@

~

f

@y

1

dy

1

+

@

~

f

@dx

2

dx

2

+ : : : +

@

~

f

@x

k

dx

k

ergibt sich

y

1

=

@f

@x

1

; x

1

= �

@

~

f

@y

1

;

@f

@x

i

=

@

~

f

@x

i

f�ur i = 2; 3; : : : ; k:

Als Beispiel kann der

�

Ubergang der Lagrange- zur Hamiltonfunktion durch

Einf�uhrung der kanonischen Impulse dienen. Hier sei jedoch noch ein Beispiel

genannt, der

�

Ubergang von der inneren Energie zur Enthalpie. F�ur die innere

Energie ergibt sich das Di�erential

dU(S; V ) =

@U

@S

�

�

�

V

dS +

@U

@V

�

�

�

S

dV:

W�ahlt man als neue Variable nun den Druck p = �@U=@V j

S

, so ist

H(S; p(S; V )) = U(S; V ) � V

@U

@V

�

�

�

S

= U + pV:
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II. Klassische Statistik

Ein System, das aus etwa N � 10

23

Teilchen besteht, l�a�t sich nicht mehr auf

herk�ommliche Weise als System klassischer Punktteilchen mit genau de�nier-

tem Ort ~q

i

und Impuls ~p

i

beschreiben. Zum einen sind die Anfangsbedingungen

der einzelnen Teilchen nicht bestimmbar. Und selbst wenn diese bestimmt wer-

den k�onnten, reicht selbst die Rechengeschwindigkeit moderner Gro�computer

nicht aus, um eine halbwegs sinnvolle Aussage �uber die zeitliche Entwicklung

eines solchen Systems machen zu k�onnen. Daher m�ussen wir uns zur Beschrei-

bung eines solchen Systems auf eine statistische Beschreibung beschr�anken.

Diese geschieht �uber Funktionen der Orte und Impulse, die nicht allzu emp-

�ndlich von diesen abh�angen. Solche Funktionen werden als (makroskopische)

Me�gr�o�en bezeichnet. Was damit gemeint ist, soll an zwei Beispielen klar

werden.

Beispiel 1:

Bei genauerer Betrachtung einer Emulsion unter dem Mikroskop erkennt man

eine zitternde Bewegung der emulgierten Partikel. Diese wird hervorgerufen

durch St�o�e mit den L�osungsmittelteilchen und ist unter dem Namen Brown-

sche Bewegung bekannt. Die Statistik kann hier lediglich eine Aussage dar�uber

machen, wie weit sich ein emulgiertes Partikel in einer bestimmten Zeitspanne

im Mittel bewegt.

Beispiel 2:

Der Druck eines Gases l�a�t sich durch ein Manometer oder einen Piezokri-

stall messen. W�ahrend das Manometer nur Aussagen �uber den mittleren

Druck zul�a�t, mi�t der Piezokristall auch Druckschwankungen, die sich in ei-

ner Rauschspannung niederschlagen, die am Kristall abgegri�en werden kann.

Eine Aussage �uber den genauen Druckverlauf ist auch damit nicht m�oglich.

5. Phasenraum, Zustand und Ensemble

Unabh�angig davon, ob man mit einer solch gro�en Zahl von Variablen �uber-

haupt umgehen kann, wird der Zustand eines Systems aus N Teilchen durch

genau einen Punkt im 6N-dimensionalen Phasenraum � beschrieben, der von

den Punktepaaren (f~q

i

; ~p

i

g) aufgespannt wird. Der

�

Ubergang eines Systems

von einem Zustand zu einem anderen ist also ein

�

Ubergang von einem Phasen-

raumpunkt zu einem anderen.

Eine Ansammlung von Systemen nennt man ein Ensemble. Es stellt da-

mit eine Menge von Punkten im Phasenraum dar. Diese Zust�ande kann man

unter dem Gesichtspunkt zusammenfassen, da� sie alle dieselben makrosko-

pischen Me�gr�o�en liefern. Eine im gewissen Sinne willk�urliche Klassi�zie-

rung ist hier diejenige in ein mikrokanonisches, ein (klein-)kanonisches und ein

gro�kanonisches Ensemble, auf die wir sp�ater genauer eingehen werden.
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5.1 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung

Als Kurzschreibweise benutzen wir im Folgenden

p := f~p

i

g; q := f~q

i

g und dp dq :=

N

Y

i=1

d

3

p

i

d

3

q

i

h

3

: (5:1)

Dabei haben wir einen Faktor h der Dimension einer Wirkung lediglich zu dem

Zwecke eingef�uhrt, das die Division durch h

3N

das Phasenraumelement dp dq

dimensionslosmacht. Der Vergleich mit den quantenmechanischenRechnungen

wird sp�ater zeigen, da� es sich hierbei um das Plancksche Wirkungsquantum

h = 6:262 � 10

�34

Js handelt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung �(p; q) ist eine

Phasenraumfunktion mit der Eigenschaft, da� �(p; q)dp dq die Wahrscheinlich-

keit beschreibt, das System im Phasenraumelement dp dq zu �nden. Sie erf�ullt

ferner eine Positivit�ats- und eine Normierungsbedingung,

�(p; q) � 0;

Z

�(p; q)dp dq = 1: (5:2)

Eine Verteilung, die diesen Bedingungen gen�ugt, ist

�(p; q) =

1

6N

6N

X

i=1

�

6N

((p; q) � x

i

);

welche die Wahrscheinlichkeitsverteilung f�ur einen konkret gegebenen Phasen-

raumpunkt (x

1

; x

2

; : : : ; x

6N

) beschreibt.

5.1.1 Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die Zeitabh�angigkeit p

i

= p

i

(t), q

i

(t) (i = 1; 2; : : : ; 3N) der Phasenraumkom-

ponenten, die �uber die Hamiltondichte H durch

_q

i

=

@H

@p

i

; _p

i

= �

@H

@q

i

(5:3)

gegeben ist, schl�agt sich auf die Zeitabh�angigkeit � = �(p(t); q(t); t) der Wahr-

scheinlichkeitsdichte nieder. Betrachtet man nun ein endliches Teilvolumen

G des Phasenraums, so kann auch f�ur die Wahrscheinlichkeitsdichte eine Dif-

ferentialgleichung bestimmt werden. Grundlage daf�ur ist, da� die Abnahme

der Wahrscheinlichkeit in G nur durch einen

"

Wahrscheinlichkeitsstrom\ aus

G heraus erkl�art werden kann. Um diesen beschreiben zu k�onnen, de�nieren

wir einen 6N-dimensionalen

"

Geschwindigkeitsvektor\ ~v = ( _p; _q). Dann ist der

Wahrscheinlichkeitsstrom gegeben durch �~v, und es gilt

d

dt

Z

G

�(p; q; t)dp dq =

Z

G

@�

@t

dp dq

!

=

Z

@G

(�~v)d~n = �

Z

G

div(�~v)dp dq; (5:4)
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wobei d~n der �au�ere Normalenvektor des Volumens G ist. Dabei ist die 6N-

dimensionale Divergenz de�niert als

div(�v) =

X

i

@

@p

i

(� _p

i

) +

X

i

@

@q

i

(� _q

i

):

Die di�erentielle Form von Gleichung (5.4), auch als Kontinuit�atsgleichung be-

kannt, lautet

@

@t

�(p; q; t) = �div(�~v) = �

X

i

�

@

@p

i

(� _p

i

) +

@

@p

i

(�q

i

)

�

:

Nach Einsetzen der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (5.3) ergibt sich

@�

@t

=

X

i

�

@

@p

i

�

�

@H

@q

i

�

�

@

@q

i

�

�

@H

@p

i

��

=

=

X

i

�

@�

@p

i

@H

@q

i

+ �

@

2

H

@p

i

@q

i

�

@�

@q

i

@H

@p

i

� �

@

2

H

@q

i

@p

i

�

=

=

X

i

�

@�

@p

i

@H

@q

i

�

@�

@q

i

@H

@p

i

�

,

@�

@t

+ fH; �g = 0: (5:5)

Dies ist der Liouvillesche Satz . Verwendet wurde hierbei die Poissonklammer

ff; gg :=

X

i

�

@f

@p

i

@g

@q

i

�

@f

@q

i

@g

@p

i

�

: (5:6)

Der Liouvillesche Satz ergibt sich auch aus dem Verschwinden der totalen zeit-

lichen Ableitung der Wahrscheinlichkeitsverteilung,

d�

dt

=

X

i

�

@�

@p

i

_p

i

+

@�

@q

i

_q

i

�

+

@�

@t

= fH; �g+

@�

@t

:

Ein wichtiger Spezialfall ist eine Verteilungsfunktion

�(p(t); q(t); t) = ~�(H(p(t); q(t)));

die nur von der Hamiltondichte abh�angt. F�ur diese Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung ergibt durch Anwendung der Kettenregel auf ~� und mittels des Liouville-

schen Satzes

fH; �g = fH; ~�(H)g = 0 )

@�

@t

= 0

und damit die station�are Verteilung �(p; q; t) = �(p; q; 0).
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5.1.2 Verteilungsfunktion einer Me�gr�o�e

f(p; q) sei eine Me�gr�o�e. Dann ist ihr Mittelwert durch

hfi =

R

�(p; q; t)f(p; q)dp dq

R

�(p; q; t)dp dq

gegeben. Ist f(p; q) �uberall dort nahezu konstant, wo �(p; q; t) gro� ist, so ist

die quadratische Schwankung

(�f)

2

:= hf

2

i � hfi

2

� hf

2

i

klein. Ist sie dies nicht, so k�onnen wir in der Regel davon ausgehen, da�

entweder � unphysikalisch oder f keine thermodynamisch sinnvolle Gr�o�e ist.

Beispielsweise ist ~p

3

2

=2m nicht sinnvoll me�bar, wohl aber

1

N

P

i

~p

i

2

=2m. Statt

der Verteilungsfunktion �(x) f�ur x = (p; q) k�onnen wir auch die Verteilungs-

funktion f�ur die Me�gr�o�e f konstruieren.

Beispiel: Sie lassen eine Klassenarbeit schreiben und erstellen einen

Zensurenspiegel. W�urden Sie statt der Anzahl der Sch�uler jeweils

den Anteil an der Gesamtsch�ulerzahl aufschreiben, so erhielten Sie

eine Verteilungsfunktion f�ur die Zensur. Ist x

i

die Zensur und �

i

die

zugeh�orige Verteilung, so ist die Wahrscheinlichkeit daf�ur, da� die

Zensur x vergeben wurde, gegeben durch

W (x) =

6

X

i=1

�

i

�

x

i

x

mit dem Kronecker-Symbol �

x

i

x

. In diesem Fall f�allt die

"

Phasen-

raumvariable\ x

i

mit der Me�gr�o�e f(x

i

) = f

i

zusammen.

Auf das Kontinuum �ubertragen bedeutet dies

~�(f) =

Z

�(x)�(f(x) � f)dx: (5:7)

Um zu zeigen, da� ~� wirklich eine Verteilung ist, bilden wir hf

n

i und zeigen

die Gleichheit mit hf

n

(x)i,

hf

n

i =

Z

~�(f)f

n

df =

Z

�

Z

�(x)�(f(x) � f)dx

�

f

n

df =

=

Z

�

Z

�(f(x) � f)f

n

df

�

�(x)dx =

Z

f

n

(x)�(x)dx:
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5.1.3 Reduzierte Verteilung

Zur Konstruktion der reduzierten Verteilung wird dur �uber einen Teil der Pha-

senraumkomponenten integriert. So sei

x = (p

1

; p

2

; : : : ; p

k

; q

1

; q

2

; : : : ; q

k

) und

y = (p

k+1

; p

k+2

; : : : ; p

3N

; q

k+1

; q

k+2

; : : : ; q

3N

):

Dann ist die auf x reduzierte Verteilung gegeben als

�

1

(x) =

Z

�(x; y)dy (entsprechend �

2

(y) =

Z

�(x; y)dx): (5:8)

Die reduzierte Verteilung ist dann sinnvoll, wenn eine Me�gr�o�e vorliegt, die nur

von x abh�angt. Mit ihr l�a�t sich dann trotz reduzierten Informationsgehaltes

ein Erwartungswert bestimmen,

hfi =

Z Z

�(x; y)f(x)dx dy =

Z

�

1

(x)f(x)dx: (5:9)

� x und y hei�en identisch verteilt, wenn �

1

= �

2

ist.

� x und y hei�en statistisch unabh�angig, wenn f�ur alle Me�gr�o�en f(x) und

g(y) stets

hf � gi = hfi � hgi

ist. Als Konsequenz daraus faktorisiert die Verteilungsfunktion,

�(x; y) = �

1

(x) � �

2

(y):

Die Umkehrung dieser Aussage l�a�t sich leicht durch Einsetzen dieser Ver-

teilungsfunktion zeigen.

5.2 Das mikrokanonische Ensemble

Den Beginn dieses Abschnittes bildet ein Postulat:

In einem abgeschlossenen System sind alle Zust�ande im Energieinter-

vall E � H(p; q) � E +� gleich wahrscheinlich. Dies bedeutet

�(p; q) = 1 f�ur E � H(p; q) � E +�;

�(p; q) = 0 sonst.

Was bringt uns dazu, dieses Postulat aufzustellen?
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Man stelle sich vor, ein Ensemble, also eine Menge makroskopisch m�ogli-

cher Systeme, sei zum Zeitpunkt t = 0 in einem Gebiet im Phasenraum

"

pr�apa-

riert\, das der Forderung des Postulats gen�ugt. Da das System abgeschlossen

ist, mu� die Energie erhalten bleiben. Die Ausbreitung des Gebietes in andere

Bereiche des Phasenraumes aufgrund der st�andigen

�

Anderung von Teilchenor-

ten und -impulsen (

"

Ausfransen\) und damit einhergehende Verd�unnung kann

nur so vor sich gehen, da� die Energie in dem anf�anglichen Energieintervall

bleibt. Es wird sich eine Endverteilung �(t!1) einstellen, die als wahrschein-

lichste Verteilung gleichverteilt sein wird. Dies ist der Vorgang, den man als

"

Mixing\ bezeichnet. Man sagt:

"

�(t) konvergiert schwach gegen �(1)\. Die

Endverteilung ist, solange die Me�gr�o�e stetig ist, nicht von dieser abh�angig.

Als Beispiel soll hier der eindimensionale harmonische Oszillator be-

trachtet werden. Im zweidimensionalen Phasenraumdiagramm bilden

die schwingenden Teilchen konzentrische Kreise, wie in Abbildung 5.1

links dargestellt. Die Energie ist gegeben durch das Quadrat des Ra-

dius der Kreise. Ist der Oszillator ideal harmonisch, so wird sich das

eingezeichnete Ensemble nach einer Periode wieder am selben Platz

be�nden, das System kann zu keinem Gleichgewicht kommen.

Betrachten wir dagegen ein schwach anharmonisches Potential,

so wird die Frequenz energieabh�angig, d.h. da� beispielsweise innere

Punkte eine h�ohere Umlauffrequenz besitzen als weiter au�en lie-

gende. Das Ensemble wird nach einem Umlauf etwas verzerrt sein, wo-

bei jedoch die Phasenraum�ache erhalten bleibt. Die Ausschnittfolge

in Abbildung 5.1 rechts dokumentiert, da� sich nach vielen Uml�aufen

eine Spirale zwischen den beiden Energiewerten ergibt. Diese besteht

im Grenzfall aus unendlich d�unnen, aber auch unendlich dicht liegen-

den F�aden, die wir als Gleichverteilung ansehen k�onnen.

Ausschnittp

q

Abb. 5.1 Phasenraumdiagramm des eindimensionalen harmonischen Oszillators

5.2.1 Zustandsvolumen, Zustandsdichte und Entropie

Im eben betrachteten Beispiel wurde jedem Phasenraumpunkt ein Energiewert

H(p; q) zugeordnet. Wir k�onnen f�ur eine feste Energie E einen Innenraum

�(E) =

Z

H(p;q)�E

dp dq
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de�nieren. Dann ist das Zustandsvolumen �(E) f�ur das kleinkanonische En-

semble gegeben als

�(E) = �(E +�)� �(E) =

Z

E�H(p;q)�E+�

dp dq: (5:10)

Entwickeln wir �(E + �) in kleine, aber endliche Werte �, so erhalten wir

�(E) = � � !(E) mit der Zustandsdichte

!(E) =

@�

@E

: (5:11)

Den Anschlu� an die Thermodynamik k�onnen wir erreichen, indem wir wie

folgt de�nieren:

U = E; S = k

B

ln(�(E)): (5:12)

Die erste De�nition ist sofort verst�andlich, denn E ist der Erwartungswert

des Hamiltonoperators. Zur Begr�undung des zweiten Anteils der De�nition

k�onnen wir zun�achst f�ur eine

"

normale\ Hamiltonfunktion feststellen, da� die

rechte Seite extensiv ist. Denn �(E) ist ein 6N-dimensionales Integral, liefert

also einen Ausdruck zur 6N-ten Potenz. Durch Logarithmieren ergibt sich ein

Faktor 6N , der die Extensivit�at ausdr�uckt. Dies mu� allerdings im Einzelfall

nachgewiesen werden.

Ist die Extensivit�at gegeben, so sind auch die Aussagen der Thermodyna-

mik nachweisbar. Dazu betrachten wir ein System, das aus zwei unabh�angigen

Teilsystemen mit Teilchenzahlen N

1

und N

2

besteht,

H(p; q) = H

1

(p

1

; q

1

) +H

2

(p

2

; q

2

):

5.2.2 Additivit�at der Entropiede�nition

In einem ersten Schritt soll der Zustandsraum

�(E) =

Z

E�H

1

+H

2

�E+�

dp

1

dq

1

dp

2

dq

2

durch Funktionen auf den beiden Teilsystemen ausgedr�uckt werden. Zu diesem

Zweck f�ugen wir die Einsen

1 =

Z

�(E

i

�H

i

(p

i

; q

i

))dE

i

; i = 1; 2

ein und vertauschen die Integrationen. Es ergibt sich

�(E) =

Z

E�H

1

+H

2

�E+�

dp

1

dq

1

dp

2

dq

2

Z

�(E

1

�H

1

(p

1

; q

1

))dE

1

�

�

Z

�(E

2

�H

2

(p

2

; q

2

))dE

2

=

=

Z

dE

1

dE

2

Z

E�H

1

+H

2

�E+�

dp

1

dq

1

dp

2

dq

2

�

� �(E

1

�H

1

(p

1

; q

1

))�(E

2

�H

2

(p

2

; q

2

)):
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Das innere Integral l�a�t sich durch die Zustandsdichten der Teilsysteme aus-

dr�ucken, denn f�ur den Innenraum gilt

�(E) =

Z

H�E

dp dq =

Z

�(E �H(p; q))dp dq

und damit durch Ableitung nach E

!(E) =

@�(E)

@E

=

Z

�(E �H(p; q))dp dq

f�ur jedes Teilsystem. So erhalten wir schlie�lich

�(E) =

Z

E�E

1

+E

2

�E+�

!

1

(E

1

)!

2

(E

2

)dE

1

dE

2

: (5:13)

Das 6N-dimensionale Integral ist damit auf ein zweidimensionales Integral re-

duziert. Statt dieses Integral jedoch auszurechnen, f�uhren wir eine Absch�atzung

durch,

�(E) � max

E

1

;E

2

(!

1

(E

1

)!

2

(E

2

)) � (E +�)� mit E � E

1

+E

2

� E +�:

Der Punkt, f�ur den das Maximum auftritt,

sei (

�

E

1

;

�

E

2

). Dann l�a�t sich �(E) auch

nach unten hin absch�atzen. Um dies tun zu

k�onnen, legen wir ein Quadrat Q um diesen

Punkt, so da� es mit seinen Ecken gerade

den Rand ber�uhrt. Die Situation ist in Ab-

bildung 5.2 dargestellt. Die Fl�ache dieses

Quadrates ist �

2

=4. Daher ergibt sich die

Absch�atzung

!

1

(

�

E

1

)!

2

(

�

E

2

)

�

2

4

� �(E)

E+

E

∆

E

EE E+

Integrationsbereich

Q

E 1

 1

 2

E 2

∆

Abb. 5.2 Konstruktionsskizze

Zusammenfassend ergibt sich

!

1

(

�

E

1

)!

2

(

�

E

2

)

�

2

4

� �(E) � !

1

(

�

E

1

)!

2

(E

2

)(E +�)�:

Mit S

1

(

�

E

1

) = k

B

ln(� � !

1

(

�

E

1

)) und S

2

(

�

E

2

) = k

B

ln(� � !

2

(

�

E

2

)) folgt durch

Bilden des Logarithmus und Multiplikation mit k

B

�k

B

ln 4 + S

1

(

�

E

1

) + S

2

(

�

E

2

) � S(E) � S

1

(

�

E

1

) + S

2

(

�

E

2

) + k

B

ln

�

E +�

�

�

:
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W�ahrend alle Entropien extensive Gr�o�en sind, sind die verbleibenden Sum-

manden unterextensiv, d.h.

lim

N!1

k

B

N

ln

�

E +�

�

�

� lim

N!1

k

B

lnN

N

= 0;

lim

N!1

�

�

k

B

N

ln 4

�

= 0:

Damit gilt in diesem Grenzfall

S(E) = S

1

(E

1

) + S

2

(E

2

): (5:14)

E =

�

E

1

und E =

�

E

2

waren gerade diejenigen Energiewerte, f�ur die das Produkt

!

1

(E

1

)!

2

(E

2

) und damit auch der Logarithmus, S

1

(E

1

) + S

2

(E

2

), maximal

wurde. Dies bedeutet aber

1

T

1

=

@S

1

@E

1

�

�

�

�

E

1

=

@S

2

@E

2

�

�

�

�

E

2

=

1

T

2

; (5:15)

was demMaximalit�atsprinzip f�ur die Entropie des betrachteten abgeschlossenen

Systems darstellt.

5.3 Eine weitere Entropiede�nition

Statt S(E) = k

B

ln(�(E)) = k

B

ln(� � !(E)) kann auch

S = k

B

ln(�(E)) (5:16)

zur De�nition der Entropie herangezogen werden. Dazu betrachten wir

�(E) = �(E +�)� �(E) =

Z

E+�

E

@�

@E

0

dE

0

=

Z

E+�

E

!(E

0

)dE

0

;

�(E) =

Z

E

0

!(E

0

)dE

0

:

Die Grenze E

0

= 0 ist dabei willk�urlich gew�ahlt. !(E

0

) ist stets positiv. Ist

S monoton steigend in E, so auch !(E), und wir erhalten die Absch�atzungen

�(E) � !(E)E und

�(E) =

Z

E��

0

!(E

0

)dE

0

+

Z

E

E��

!(E

0

)dE

0

=

�

Z

E

E��

!(E

0

)dE

0

� !(E ��)�;

zusammenfassend also

� � !(E ��) � �(E) � � � ! �

E

�

:
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Durch Logarithmieren und Multiplizieren mit k

B

erhalten wir

S(E ��) � k

B

ln(�(E)) � S(E) + k

B

ln

�

E

�

�

:

Es ist S(E��) � S(E)�� �@S=@E = S(E)��=T , und sowohl �=T als auch

k

B

ln(E=�) sind wieder unterextensiv, also ergibt sich

S(E) = k

B

ln(�(E)): (5:17)

Als Beispiel f�ur diese neue De�nitionsm�oglichkeit betrachten wir ein System,

das aus N freien Teilchen in einem Volumen V besteht. Die Hamiltonfunktion

ist gegeben als

H(p; q) =

X

i

~p

i

2

2m

; (5:18)

falls alle ~q

i

in V liegen. Liegt nur einer au�erhalb, so ist der Wert der Hamil-

tonfunktion unendlich. Damit ergibt sich f�ur den Innenraum

�(E) =

Z

V

d

3N

q

i

h

3N

Z

P

i

p

2

i

�2mE

d

3N

p

i

=

=

�

V

h

3

�

N

Z

P

i

p

2

i

�2mE

d

3N

p

i

:

Das Integral ist o�ensichtlich das Volumen einer �-dimensionalen Kugel im

Impulsraum mit � = 3N und dem Radius r =

p

2mE. Dieses wollen wir mit

K

3N

(r) abk�urzen. Klarerweise ist K

�

(r) = K

�

(1)r

�

. Es verbleibt die Be-

rechnung des �-dimensionalen Einheitskugelvolumens. Zu seiner Berechnung

verwenden wir einen Trick. Wir berechnen ein Integral in kartesischen Koordi-

naten, dann in Kugelkoordinaten. Der Integrand sorgt daf�ur, da� auch in bei-

den Koordinatensystemen �uber den vollst�andigen Phasenraum integriert wer-

den kann. Bei der zweiten Integration spalten wir in die Integration �uber den

Radius und die Integration �uber die Winkelanteile auf. Da aber die Funktion,

die wir integrieren, nur vom Radius abh�angig sein soll, ergibt die Winkelin-

tegration gerade die Ober�ache der Einheitskugel. Durch Integration entlang

des Radius erhalten wir schlie�lich das Einheitskugelvolumen. Das verwendete

Integral, zun�achst in kartesischen Koordinaten, ist

I =

Z

V

1

�

exp(�(x

2

1

+x

2

2

+ : : :+x

2

�

))dx

1

dx

2

: : : dx

�

=

�

Z

+1

�1

e

�x

2

dx

�

�

= �

�=2

:

In Kugelkoordinaten ergibt sich

I =

Z

1

0

e

�r

2

r

��1

dr

Z

d
 = O

�

(1)

Z

1

0

e

�r

2

r

��1

dr
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und nach der Substitution r

2

= t, dt = 2r dr

I =

1

2

O

�

(1)

Z

1

0

e

�t

t

�=2�1

dt =

1

2

O

�

(1)�

�

�

2

�

) O

�

(1) =

2�

�=2

�(�=2)

;

schlie�lich wegen O

�

(r) = O(1)r

��1

K

�

(1) =

Z

1

0

O

�

(r)dr = O

�

(1)

Z

1

0

r

��1

dr =

O

�

(1)

�

=

�

�=2

�(�=2)

�

2

�

�

:

Zur Bestimmung der Entropie mu� der Innenraumausdruck

�(E) =

�

V

h

3

�

N

K

3N

(1)(2mE)

3N=2

logarithmiert werden. F�ur die Gamma-Funktion benutzen wir die Stirlingsche

Formel

ln �(�) = � ln � � � +O(ln �) f�ur � � 1; (5:19)

unter Vernachl�assigung aller unterextensiven Gr�o�en ergibt sich so

S = k

B

 

N ln

�

V

h

3

�

+

3N

2

ln� �

3N

2

ln

�

3N

2

�

+

3N

2

+

3N

2

ln(2mE)

!

=

= Nk

B

 

3

2

+ ln

 

V

�

4�mE

3Nh

2

�

3=2

!!

: (5:20)

Die Thermodynamik dieses Systems ergibt sich aus den Maxwellrelationen,

1

T

=

@S

@E

�

�

�

V

= Nk

B

V

�

4�mE

3Nh

2

�

3=2

3

2E

 

V

�

4�mE

3Nh

2

�

3=2

!

�1

=

=

3Nk

B

2E

, E =

3

2

Nk

B

T; C

V

=

@E

@T

�

�

�

V

=

3

2

Nk

B

(5:21)

und

p

T

=

@S

@V

�

�

�

E

= Nk

B

�

4�mE

3Nh

2

�

3=2

 

V

�

4�mE

3Nh

2

�

3=2

!

�1

=

=

Nk

B

V

, pV = Nk

B

T: (5:22)

Damit ist dieses System ein geeignetes Modell f�ur ein ideales Gas.
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5.3.1 Der Gleichverteilungssatz

Mit der neuen Entropiede�nition (5.17) l�a�t sich auch der Mittelwert

hx

i

@H

@x

j

i =

1

�(E)

Z

E�H�E+�

x

i

@H

@x

j

dp dq

durch thermodynamische Gr�o�en ausdr�ucken. Dabei ist x

i

eine Komponente

des Phasenraumvektors. Das Integral auf der rechten Seite l�a�t sich als Di�e-

renz der Stammfunktion

�(E) :=

Z

H�E

x

i

@H

@x

j

dp dq

an den Stellen E und E + � darstellen. Diese Di�erenz l�a�t sich nach �

entwickeln, und unter Verwendung von � = � � ! ergibt sich

hx

i

@H

@x

j

i =

1

�(E)

(�(E +�)� �(E)) �

�

�(E)

d

dE

�(E) =

1

!(E)

d

dE

�(E):

Die Abh�angigkeit der Stammfunktion � von der Energie E ist nicht explizit

gegeben. Wir k�onnen aber diese Stammfunktion weiter umformen, indem wir

zun�achst die Ableitung @E=@x

j

einf�ugen, die selbst verschwindet, da E eine ge-

mittelte Gr�o�e ist. Bei der anschlie�enden partiellen Integration verschwindet

der Randterm,

�(E) =

Z

H�E

x

i

@H

@x

j

dp dq =

Z

H�E

x

i

@(H�E)

@x

j

dp dq =

=

Z

H�E

�

@

@x

j

(x

i

(H�E))� �

ij

(H�E)

�

dq dq =

= ��

ij

Z

H�E

(H�E)dp dq = ��

ij

Z

(H�E)�(E �H)dp dq:

Damit ist die explizite Abh�angigkeit gegeben, und die Ableitung nach E liefert

d

dE

�(E) = �

ij

Z

�(E �H)dp dq � �

ij

Z

(H�E)�(E �H)dp dq:

Hier verschwindet der zweite Term, da die Delta-Distribution nur dort wichtet,

wo der Vorfaktor identisch Null ist. Der erste Term stellt aber gerade den

Innenraum �(E) dar. Es ergibt sich also

hx

i

@H

@x

j

i = �

ij

�(E)

!(E)

und wegen

!(E)

�(E)

=

1

�(E)

@

@E

�(E) =

@

@E

(ln(�(E)) =

@

@E

�

1

k

B

S(E)

�

=

1

k

B

T
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schlie�lich

hx

i

@H

@x

j

i = �

ij

k

B

T: (5:23)

W�ahlt man speziell i = j und x = p als Impulskomponente, so ergibt sich

H =

3N

X

i=1

p

2

i

2m

+ V (fqg) ) p

i

@H

@p

i

=

p

2

i

m

) h

p

2

i

2m

i =

1

2

k

B

T:

Der Mittelwert der kinetischen Energie insgesamt liefert somit

3

2

Nk

B

T . Allge-

mein gilt der Gleichverteilungssatz

Jede Phasenraumkomponente (auch als Freiheitsgrad bezeichnet), die

quadratisch in der Hamiltondichte auftritt, liefert einen Summanden

1

2

k

B

zur spezi�schen W�arme.

F�ur ein eindimensionales, schwingendes Modellmolek�ul erh�alt man wegen der

sechs Impuls- und der drei Schwerpunktskoordinaten theoretisch einen Wert

C

V

=

9

2

Nk

B

. Jedoch sind Korrekturen angebracht, und die gravierendsten

stammen aus der Quantenmechanik und nicht daher, da� die Schwingung nicht

als ideale Federschwingung betrachtet werden kann.

5.3.2 Grenzen des mikrokanonischen Ensembles

Am

�

Ubergang zu neuen Ensembles steht das Gibbs'sche Paradoxon, welches

die Grenzen des bisherigen, kleinkanonischen Ensembles andeutet. Das Para-

doxon tritt auf, wenn wir die Trennwand zwischen zwei anf�anglich in getrennten

Kammern der Volumina V

1

und V

2

be�ndlichen Teilchenzahlen N

1

und N

2

ei-

nes idealen Gases herausziehen. Die Temperatur des Gesamtsystems besitze

dabei einen konstanten Wert, das Gesamtsystem selbst sei abgeschlossen. Be-

trachten wir zun�achst die Situation vor dem Herausziehen der Trennwand. Da

das Gase als ideal angenommen wird, sind die Energien lediglich Funktionen

der Temperatur und der jeweiligen Teilchenzahl,

E

1

= c

V

N

1

T; E

2

= c

V

N

2

T;

wobei c

V

=

3

2

k

B

die spezi�sche W�arme pro Teilchen bezeichnet. Die Ener-

gie pro Teilchen ist gegeben als u = E

1

=N

1

= E

2

=N

2

. Das Paradoxon er-

gibt sich, wenn man die Entropie vor dem Herausziehen der Trennwand mit

derjenigen nach Durchmischung der Gase vergleicht. Uns interessieren nur

die ver�anderlichen Gr�o�en wir Volumen und Teilchenzahl, daher schreiben

wir (5.20) einfacher als

S = Nk

B

lnV +Ns

0

mit s

0

=

3

2

k

B

+ k

B

ln

�

4�mu

3h

2

�

3=2

:

Der Wert der Entropie zu Beginn ist

S

i

= k

B

(N

1

lnV

1

+N

2

lnV

2

) +N

1

s

0

+N

2

s

0

;
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nach der Durchmischung erhalten wir, da sich beide Gasanteile auf das Ge-

samtvolumen verteilt haben,

S

f

= k

B

(N

1

lnV +N

2

) +Ns

0

= S

i

+ k

B

�

N

1

ln

�

V

V

1

�

+N

2

ln

�

V

V

2

��

:

Das Sonderbare ist, da� der Zusatzterm selbst f�ur gleiche Druckwerte, also f�ur

p

1

=

V

1

N

1

=

V

N

=

V

2

N

2

= p

2

verschwindet, wohingegen sich dann das System vorher und nachher nicht un-

terscheidet. Da dies nicht sein kann, mu� die Entropiede�nition f�ur diese Fra-

gestellung unpassend gew�ahlt sein. Ersetzen wir dagegen die Formel (5.20)

durch S = Ns mit

s = k

B

�

3

2

+ ln

�

v

�

4�mu

3h

2

�

3=2

��

; (V = Nv; E = Nu); (5:24)

dividieren also alle extensiven Gr�o�en durch die Teilchenzahl N , so ist diese

paradoxe Situation provisorisch behoben. Mit dieser

�

Anderung ergeben sich

jedoch

�

Anderungen im Zustandsvolumen und Innenraum, die wir uns im Fol-

genden plausibel machen wollen.

F�ur ein System gleicher Teilchen mu�H(p; q)

symmetrisch bez�uglich Vertauschung zweier Teil-

chen sein. Sinnvollerweise sollten Phasenraum-

punkte, die unter einer solchen Vertauschung in-

einander �ubergehen, als ein einziger Phasenraum-

punkt gez�ahlt werden. F�uhrt man eine Ordnung

der Orte gem�a�

j~q

1

j

2

< j~q

2

j

2

< : : : < j~q

N

j

2

1q

q2

Abb. 5.3 Phasenraumordnung

ein (dies ist f�ur j~q

1

j

2

< j~q

2

j

2

in Abbildung 5.3 dargestellt), so erreicht man

Z

dp dq !

Z

d

3N

p

h

3N

Z

j~q

1

j

2

<:::<j~q

N

j

2

d

3N

q =

Z

d

3N

p d

3N

q

h

3N

N !

: (5:25)

Die hier gew�ahlte Abz�ahlmethode hei�t korrekte Boltzmannabz�ahlung. Die En-

tropie erh�alt damit einen Zusatzterm � ln(N !), und mit Hilfe der Stirlingfor-

mel (5.19) (beachte N ! = �(N + 1)) erhalten wir

S = Nk

B

lnV +Ns

0

� k

B

lnN ! =

� Nk

B

lnV +Ns

0

�Nk

B

lnN �Nk

B

=

= Nk

B

ln

�

V

N

�

�Ns

0

0

;

wie wir es bereits in (5.24) vorweggenommen hatten.
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6. Das (klein)kanonische Ensemble

Selten ist ein System wie das mikrokanonische Ensemble vollst�andig abgeschlos-

sen. Viel h�au�ger tritt die Situation auf, in der ein System mit einem weitaus

gr�o�eren System (W�armebad) in thermischem Kontakt steht. Das kombinierte

System ist dann wieder abgeschlossen, seine Hamiltonfunktion setzt sich aus

den Hamiltonfunktionen der Einzelsysteme zusammen,

H = H

1

(p

1

; q

1

) +H

2

(p

2

; q

2

):

Wir wollen im Folgenden Erwartungswerte von Me�gr�o�en f(p

1

; q

1

) bestim-

men, die sich nur auf das System 1 beziehen. Dabei kommt uns die in Ab-

schnitt 5.1.3 eingef�uhrte reduzierte Verteilung

�

�

(p

1

; q

1

) =

Z

�(p

1

; q

1

; p

2

; q

2

)dp

2

dq

2

zugute. Kennen wir erst einmal diese reduzierte Verteilung �

�

, so k�onnen wir

hfi bestimmen, ohne das System 2 ber�ucksichtigen zu m�ussen. Die Normierung

der Zustandsdichten lassen wir zun�achst unber�ucksichtigt. Da das Gesamtsy-

stem ein mikrokanonisches Ensemble darstellt, ist

�(p

1

; q

1

; p

2

; q

2

) �

n

1 f�ur E � H

1

+H

2

� E +�

0 sonst

und damit

�

�

(p

1

; q

1

) �

Z

e�H

1

+H

2

�E+�

dp

2

dq

2

=

=

Z

E�H

1

�H

2

�E�H

1

+�

dp

2

dq

2

= �

2

(E �H

1

(p

1

; q

1

)):

Dieser Ausdruck kann in H

1

entwickelt werden, wenn H

1

klein gegen�uber der

Gesamtenergie ist. Dies ist m�oglicherweise nicht immer erf�ullt, beispielsweise

dann nicht, wenn einer der Impulse sehr gro� wird. Tritt aber ausnahmsweise

einmal der Fall H

1

� E ein, so wird das Zustandsvolumen �

2

und damit auch

�

�

klein, so da� dieser Fall praktisch nicht ins Gewicht f�allt. Es kann also ohne

Bedenken die Entwicklung

ln�

2

(E �H

1

) =

1

k

B

S

2

(E �H

1

) �

S

2

(E)

k

B

�

1

k

B

H

1

@S

2

@E

=

S

2

(E)

k

B

�

H

1

k

B

T

2

durchgef�uhrt werden, und die Exponenzierung liefert

�

�

(p

1

; q

1

) � exp

�

S

2

k

B

�

exp

�

�

H

1

k

B

T

2

�

� exp

�

�

H

1

(p

1

; q

1

)

k

B

T

2

�

:

Die kanonische Zustandssumme

Q

N

1

:=

Z

d

3N

1

p

1

d

3N

1

q

1

h

3N

1

N

1

!

exp

�

�

H

1

(p

1

; q

1

)

k

B

T

2

�

(6:1)
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schlie�lich normiert die reduzierte Verteilungsfunktion, es ergibt sich die kano-

nische Verteilung

�

�

(p; q) =

1

Q

N

exp

�

�

H(p; q)

k

B

T

�

; (6:2)

die ein System konstanter TeilchenzahlN beschreibt, das mit einemW�armebad

der Temperatur T im Kontakt steht. Im Folgenden benutzen wir die Abk�urzung

� :=

1

k

B

T

: (6:3)

6.1 Das Prinzip des steilsten Anstiegs

Die kanonische Zustandssumme als Integral �uber eine Exponentialfunktion der

Hamiltonfunktion ist eine ziemlich abstrakte Gr�o�e. Um sie durch thermody-

namische Gr�o�en ausdr�ucken zu k�onnen, m�ussen wir dieses Integral entwickeln.

Da� dies gelingt, daf�ur ist das Prinzip des steilsten Anstiegs verantwortlich. In

Formeln gefa�t lautet es einfach

Z

exp(f(x))dx � exp(f(x

max

));

wobei f(x) eine Funktion mit deutlichem Maximum im Integrationsintervall

ist. Diese Formel kann hergeleitet werden, indem der Exponent um die Stelle

x = x

max

entwickelt wird. Diese Entwicklung liefert

f(x) = f(x

max

) + (x � x

max

)f

0

(x

max

) +

1

2

(x � x

max

)

2

f

00

(x

max

):

Der lineare Entwicklungsterm verschwindet aufgrund der Maximalit�at, die

zweite Ableitung ist negativ. Es bleibt also

Z

exp(f(x))dx = exp(f(x

max

))

Z

exp

�

1

2

(x � x

max

)

2

f

00

(x

max

)

�

dx:

Ist der verbleibende Integrand, der eine Gau�sche Glockenkurve darstellt, bis

zum Rand des Integrationsbereiches gen�ugend stark abgefallen (das ist mit

dem

"

deutlichen Maximum\ gemeint), so kann der Integrationsbereich auf das

Intervall ]�1;+1[ ausgedehnt werden, es ergibt sich

Z

exp(f(x))dx =

s

�2�

f

00

(x

max

)

exp(f(x

max

)): (6:4)

Dieses Prinzip soll zun�achst

"

im Trockenen\ an einem mathematischen Beispiel

getestet werden, ehe es in der physikalischen Anwendung zu Wasser gelassen

wird. Zu entwickeln sei die Eulersche Gammafunktion

�(x + 1) :=

Z

1

0

t

x

exp(�t)dt (Re x > �1)
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f�ur x� 1. Dazu formen wir den Integranden gem�a� t

x

exp(�t) = exp(x ln t�t)

um und bestimmen zun�achst das Maximum des Exponenten zu t

max

= x,

d

dt

(x ln t� t)j

t=t

max

=

x

t

max

� 1

!

= 0;

d

2

dt

2

(x ln t� t)j

t=t

max

= �

x

t

2

max

< 0:

Da die Exponentialfunktion f�ur x � 1 auch bei t = 0 stark genug abgefallen

ist, ergibt sich

�(x + 1) �

p

2�x exp(x ln x � x)

und durch Logarithmieren die Stirlingformel (5.19).

6.2 Zusammenhang mit der Thermodynamik

In die kanonische Zustandssumme f�ugen wir den Faktor

R

�(E�H(p; q))dE = 1

ein und erhalten

Q

N

=

Z

d

3N

p d

3N

q

h

3N

N !

exp(��H(p; q))

Z

�(E �H(p; q))dE =

=

Z Z

d

3N

p d

3N

q

h

3N

N !

exp(��E)�(E �H(p; q))dE = (6:5)

=

Z

exp(��E)

Z

d

3N

p d

3N

q

h

3N

N !

�(E �H(p; q))dE =

Z

exp(��E)!(E)dE:

Q

N

= Q

N

(�) ist also die Laplace-Transformierte der Zustandsdichte !(E).

Dabei ist Letztere mit korrekter Boltzmannz�ahlung de�niert. Aus dem letzten

Kapitel wissen wir, da� sich mit Hilfe der Zustandsichte die Entropie

S(E) = k

B

ln(� � !(E)) (6:6)

de�nieren l�a�t, wobei � ein noch zu bestimmendes Energieintervall darstellt.

Dies setzen wir nun umgekehrt in die Zustandsichte ein und erhalten

Q

N

=

1

�

Z

exp(��(E � TS(E)))dE: (6:7)

Das Prinzip des steilsten Anstiegs besagt nun, da� das Integral proportional

zum Integranden an der Maximalstelle des Exponenten ist. Diese Maximalstelle

bestimmen wir durch einfache Ableitung nach E,

��

�

1� T

@S

@E

�

�

�

E=

�

E

�

!

= 0

und zeigen das Erf�ulltsein der hinreichenden Bedingung,

�T

@

2

S

@E

2

�

�

�

E=

�

E

=

1

k

B

@

@E

�

1

T

�

= �

1

k

B

T

2

@T

@E

= �

1

Nk

B

T

2

c

V

< 0:



U. Brandt : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Seite 53

Um diese Maximalstelle entwickelt ergibt sich f�ur den Exponenten

��(E � TS(E)) � ��(

�

E � TS(

�

E)) �

(E �

�

E)

2

2Nk

B

T

2

c

V

und damit

Q

N

=

p

2�Nk

B

T

2

c

V

�

exp(��(

�

E � TS(

�

E))):

Zweckem�a�igerweise setzt man � =

p

2�Nk

B

T

2

c

V

und erh�alt mit A =

�

E�TS

unter Vernachl�assigung unterextensiver Korrekturen ( � ln

p

N) zu A

Q

N

= exp(��A(T; V;N)): (6:8)

6.3 Energieverteilung und Kon�gurationsintegral

Die kanonische Verteilung ist nur dann wirklich eine sinnvolle Gr�o�e, wenn die

folgenden beiden Bedingungen erf�ullt sind:

�

�

E ist der Mittelwert des Hamiltonoperators

� Die Standardabweichung ist sehr viel kleiner als hH

2

i

Um dies nachzuweisen, konstruieren wir zun�achst eine Energieverteilung erneut

durch Einf�ugen der Eins,

Z

�(p; q)dp dq =

Z

�(p; q)dp dq

Z

1

0

�(E �H(p; q))dE =

=

Z

1

0

dE

Z

�(p; q)�(E �H(p; q)dp dq =

=:

Z

1

0

W (E)dE �

Z

�(p; q)dp dq:

Also ist

W (E) =

R

�(p; q)�(E �H(p; q))dp dq

R

�(p; q)dp dq

;

Z

1

0

W (E)dE = 1:

Setzt man f�ur � den Ausdruck (6.2) ein, so folgtW (E) � exp(��(E�TS(E)))

und durch Entwicklung um

�

E wie im letzten Abschnitt sowie bei Beachtung

der Normierungsbedingung

W (E) =

1

p

2�Nk

B

T

2

c

V

exp

�

�

(E �

�

E)

2

2Nk

B

T

2

c

V

�

: (6:9)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung stellt also eine Gau�sche Glockenkurve dar.

F�ur hinreichend gro�e Teilchenzahlen N und

�

E 6= 0 k�onnen wir, wie bereits
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zur Bestimmung der Normierung erforderlich, die untere Grenze auf �1 aus-

dehnen. Wir erhalten so

p

2�Nk

B

T

2

c

V

� hHi =

p

2�Nk

B

T

2

c

V

Z

+1

�1

EW (E)dE =

=

Z

+1

�1

E exp

�

�

(E �

�

E)

2

2Nk

B

T

2

c

V

�

dE =

=

Z

+1

�1

(E �

�

E) exp

�

�

(E �

�

E)

2

2Nk

B

T

2

c

V

�

dE �

�

E

Z

+1

�1

exp

�

�

(E �

�

E)

2

2Nk

B

T

2

c

V

�

dE:

Das erste Integral verschwindet identisch, das zweite liefert

p

2�Nk

B

T

2

c

V

, so

da� wir in der Tat

hHi =

�

E (6:10)

erhalten. Das Quadrat der Standardabweichung ist

�

2

= h(H� hHi)

2

i = hH

2

i � hHi

2

:

Nun ist

h(H� hHi)

2

i =

Z

+1

�1

(E �

�

E)

2

W (E)dE =

=

1

p

2�Nk

B

T

2

c

V

Z

+1

�1

(E �

�

E)

2

exp

�

�

(E �

�

E)

2

2Nk

B

T

2

c

V

�

dE =

=

Nk

B

T

2

c

V

p

2�Nk

B

T

2

c

V

Z

+1

�1

exp

�

�

(E �

�

E)

2

2Nk

B

T

2

c

V

�

dE = Nk

B

T

2

c

V

: (6:11)

Es ist also �

2

� N . Da aber hHi =

�

E

2

� N

2

ist, gilt �

2

� hHi

2

und folglich

�

2

� hHi f�ur gro�e Werte von N . Damit ist gezeigt, da� die kanonische Ver-

teilung eine

"

sinnvolle\ Verteilung ist. Dies soll noch einmal an der folgenden

Abbildung 6.1 gezeigt werden.

E E+

Verteilung

E

ω(   )

∆

E
e −β

W(E)

E

E

E
mikrokanonische Verteilung

(klein-)kanonische

Abb. 6.1 mikrokanonische (links) und (klein)kanonische Verteilung (rechts) im Vergleich

W�ahrend bei der mikrokanonischen Verteilung die Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung innerhalb des Intervalls [E;E+�] konstant und au�erhalb Null war, erhal-

ten wir im Fall der kanonischen Verteilung eine Glockenkurve, deren Halbwerts-

breite proportional zu

p

N ist. Innerhalb des dominanten Bereiches k�onnen wir

die Funktion exp(��E) als konstant ansehen, so da� W (E) � !(E) ist.
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6.4 Spezialf�alle f�ur die Zustandssumme

Zur Hamiltonfunktion

H(p; q) =

X

i

~p

i

2

2m

+ '(f~q

i

g): (6:12)

bestimmen wir die kanonische Zustandssumme,

Q

N

=

Z

d

3N

p d

3N

q

h

3N

N !

exp

 

��

�

X

i

~p

i

2

2m

+ '(f~q

i

g)

�

!

=

=

Z

d

3N

p

h

3N

exp

 

��

X

i

~p

i

2

2m

!

Z

d

3N

q

N !

exp (��'(f~q

i

g)) =

=

Z

d

3N

p

h

3N

N

Y

i=0

exp

 

�

�~p

i

2

2m

!

Z

d

3N

q

N !

exp (��'(f~q

i

g)) =

=

 

Z

d

3

p

h

3

exp

 

�

�~p

2

2m

!!

N

Z

d

3N

q

N !

exp (��'(f~q

i

g)) :

Der erste Faktor l�a�t sich leicht berechnen, indem wir in Kugelkoordinaten

�ubergehen und die partielle Integration anwenden,

Z

d

3

p

h

3

exp

 

�

�~p

2

2m

!

=

4�

h

3

Z

1

0

p

2

exp

�

�

�p

2

2m

�

dp =

=

4�

h

3

m

�

Z

1

0

exp

�

�

�p

2

2m

�

dp =

4�m

�h

3

1

2

r

2�m

�

=

�

2�m

�h

2

�

3=2

:

Dieser Vorfaktor hat auch eine physikalische Bedeutung. Um sie zu erkennen,

erinnern wir uns daran, da� die de Broglie-Wellenl�ange eines Teilchens mit Im-

puls p durch � = h=p gegeben war. Nun ist p

2

= 2mE, die Energie aber wie-

derum proportional zu k

B

T = �

�1

. Als Proportionalit�atskonstante w�ahlen wir

zweckm�a�igerweise � und de�nieren so die thermische de Broglie-Wellenl�ange

� =

h

p

=

r

�h

2

2�m

: (6:13)

F�ur die Zustandssumme ergibt sich schlie�lich das Kon�gurationsintegral

Q

N

=

Z

d

3N

q

�

3N

N !

exp (��'(f~q

i

g)) ; (6:14)

das in der Regel h�ochstens n�aherungsweise zu berechnen ist. Sein Name r�uhrt

daher, da� es nur noch die Lage der Teilchen zueinander und relativ zu einem
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�au�eren Potential ber�ucksichtigt. In der Regel l�a�t sich die potentielle Energie

in zwei Anteile aufspalten,

'(f~q

i

g) =

X

i

'

1

(~q

i

) +

X

i<j

'

2

(~q

i

� ~q

j

):

Ist '

2

� 0, d.h. wechselwirken die Teilchen nicht miteinander, so k�onnen wir

das Kon�gurationsintegral umformen in

Q

N

=

Z

d

3N

q

�

3N

N !

Y

i

exp (��'

1

(~q

i

)) =

1

N !

�

Z

d

3

q

�

3

exp (��'

1

(~q ))

�

N

:

Zum Abschlu� dieses Kapitels sollen noch drei Beispiele gerechnet werden.

6.4.1 Das freie Teilchen

Freie Teilchen wechselwirken nicht miteinander, au�erdem wirkt kein �au�eres

Potential auf sie. Ihr Aufenthalt ist jedoch auf das Volumen V beschr�ankt. So

erh�alt man die Zustandssumme

Q

N

=

1

N !

�

Z

V

d

3

q

�

3

exp(0)

�

N

=

V

N

�

3N

N !

:

Daraus ergibt sich nach (6.8) die freie Energie A = � lnQ

N

=�,

��A = N lnV � lnN !� 3N ln� =

� N lnV �N lnN +N � 3N ln� = N ln

�

V

�

3

N

�

+N:

6.4.2 Die barometrische H�ohenformel

In einem Schwerefeld besitzen freie Teilchen

die potentielle Energie

'(~q ) = mgq

3

:

Um den Druck in Abh�angigkeit von der

H�ohe h zu bestimmen, stellen wir uns vor,

da� in dieser H�ohe das Volumen durch Va-

riation einer kleinen Seitenkammer des Vo-

lumens V

1

ver�andert wird. Dann ist

p(h) = �

@A

@V

1

�

�

�

T

:

3

Grundfläche G

Volumen V

Volumen V1

Höhe H Höhe H 1

q

Abb. 6.2 Modell zur H�ohenformel

Die freie Energie bestimmt man wieder aus der kanonischen Zustandssumme,

die in diesem Fall die Gestalt

Q

N

=

1

�

3N

N !

�

Z

V

exp(��mgq

3

)d

3

q +

Z

V

1

exp(��mgh)d

3

q

�

N

=

=

1

�

3N

N !

 

G

Z

H

0

exp(��mgq

3

)dq

3

+ V

1

exp(��mgh)

!

N
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besitzt (G ist die Grund�ache). Die freie Energie A = � lnQ

N

=� ist dann

A = �

1

�

�

N ln

�

G(1� exp(��mgH))

�mg

+ V

1

exp(��mgh)

�

� ln(�

3N

N !)

�

;

und durch Ableitung nach V

1

ergibt sich die Barometrische H�ohenformel

p(h) = �

@A

@V

1

�

�

�

T;V

1

=0

=

N exp(��mgh)=�

G(1� exp(��mgH))=�mg + V

1

exp(��mgh)

�

�

�

�

V

1

=0

=

=

Nmg exp(��mgh)

G(1� exp(��mgH))

= p(h = 0) exp(��mgh): (6:15)

Wir k�onnen ebenso die Dichte in Abh�angigkeit von der H�ohe bestimmen. Sie

ist der Erwartungswert der Funktion �(~r ) =

P

i

�

3

(~r � ~q

(i)

), es ergibt sich

h�(~r )i =

R

d

3N

q exp(��mg

P

j

q

3

(j)

)

P

i

�

3

(~r � ~q

(i)

)

R

d

3N

q

(j)

exp(��mg

P

j

q

3

(j)

)

=

=

P

i

R

d

3

q

(i)

exp(��mgq

3

(i)

)�

3

(~r � ~q

(i)

)

R

d

3

q

(i)

exp(��mgq

3

(i)

)

=

=

P

i

exp(��mgh)

G(1� exp(��mgH))=�mg

=

N�mg exp(��mgh)

G(1 � exp(��mgH))

=

= h�(h = 0)i exp(��mgh):

Dabei konnten die Integralanteile j 6= i herausgezogen und gek�urzt werden.

Durch Integration �uber das Gesamtvolumen ergibt sich die Teilchenzahl

N =

Z

V

h�(~r )i =

h�(h = 0)i

�mg

(1� exp(��mgH)); (6:16)

die auch f�ur unendliche H�ohe endlich bleibt. Hier stellt sich nat�urlich die Frage

nach der Verl�a�lichkeit des Modells.

6.4.3 Geladene Teilchen im Magnetfeld

F�ur geladene Teilchen im Magnetfeld ist die Hamiltonfunktion gegen als

H =

X

i

1

2m

(~p

i

� q

~

A (~q

i

))

2

+ '(f~q

i

g):

�

Ahnlich wie sich der Druck aus der freien Energie ergab, kann hier dieMagneti-

sierung als Ableitung der freien Energie nach dem magnetischen Feld bestimmt

werden. Durch die Substitution ~p

i

! ~p

i

+ q

~

A (~q

i

) erkennt man allerdings, da�

die Zustandssumme

Q

N

=

Z

d

3N

p d

3N

q

h

3N

N !

exp

�

� �

�

X

i

(~p

i

� q

~

A (~q

i

))

2

2m

+ '(f~q

i

g)

��

nicht mehr von

~

A und damit vom Magnetfeld abh�angt. Angeregt davon stellte

van Leuwen das Theorem auf, da� der Diamagnetismus ein rein quantenme-

chanisches Problem ist.
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7. Das gro�kanonische Ensemble

Vollzogen wir den

�

Ubergang vom mikro- zum kleinkanonischen Ensemble, in-

dem wir zwei kleinkanonische Systeme, zwischen denen ein W�armeaustausch

erlaubt war, zu einem insgesamt thermisch abgeschlossenen und damit mikro-

kanonischen Ensemble zusammenschlossen, so gelingt uns der

�

Ubergang zum

gro�kanonischen Ensemble, indem wir zwischen zwei Systemen dieses Typs

zus�atzlich den Teilchenaustausch erm�oglichen, wohingegen im Gesamtsystem

die Teilchenzahl erhalten ist. Das Gesamtsystem beschreibt daher ein kleinka-

nonisches Ensemble der konstanten Temperatur T .

Gefragt ist zun�achst nach der Wahrscheinlichkeit, N

1

Teilchen im Volu-

men V

1

(und folglich N � N

1

Teilchen im Volumen V

2

) zu �nden. Sind die

Teilchenzahlen auf diese Weise festgelegt, so kann jedes Teilsystem als kleinka-

nonisch angesehen werden, und die Wahrscheinlichkeit ist gegeben als Produkt

der entsprechenden Zustandssummen,

Q

N

1

Q

N

2

=

Z

�

1

d

3N

1

p

1

d

3N

1

q

1

h

3N

1

N

1

!

�

1

(p

1

; q

1

;N

1

)

Z

�

2

d

3N

2

p

2

d

3N

2

q

2

h

3N

2

N

2

!

�

2

(p

2

; q

2

;N

2

)

mit �

i

:= V

N

i

i

, wobei die Verteilungsfunktion des Gesamtsystems durch

�(p; q) =

N

X

N

1

=0

�

1

(p

1

; q

1

;N

1

)�

2

(p

2

; q

2

;N �N

1

)

gegeben ist. Die Verteilungsfunktionen der Einzelsysteme wie die des zusam-

mengesetzten Systems lassen sich f�ur feste Teilchenzahl gem�a� dem vorange-

gangenen Kapitel durch die Hamiltonfunktionen H

1

(p

1

; q

1

;N

1

), H(p

2

; q

2

;N

2

)

und H(p; q;N

1

+N

2

) = H

1

(p

1

; q

1

;N

1

) +H

2

(p

2

; q

2

;N

2

) ausdr�ucken,

�

1

(p

i

; q

i

;N

i

) =

1

Q

N

i

exp(��H(p

i

; q

i

;N

i

));

�(p; q;N) =

1

Q

N

exp(��H(p; q;N)):

Durch Einf�ugen von

R

�(E �H(p; q;N))dE = 1 erkennt man leicht, da�

N=N

1

+N

2

X

N

1

;N

2

Q

N

1

Q

N

2

Q

N

=

N=N

1

+N

2

X

N

1

;N

2

V

N

1

1

N

1

!

V

N

2

2

N

2

!

N !

(V

1

+ V

2

)

N

= 1 (7:1)

ist, womit dann auch die Verteilungsfunktion des Gesamtsystems normiert ist.

Nehmen wir nun an, da� das System 1 sehr viel kleiner ist als das System 2,

d.h. V

1

� V

2

, N

1

� N

2

, so l�a�t sich Q

N

2

entwickeln,

Q

N

2

= exp(��A(T; V

2

;N

2

)) = exp(��A(T; V � V

1

;N �N

1

)) =

� exp(��(A(T; V;N) + pV

1

� �N

1

)) = Q

N

exp(��pV

1

+ ��N

1

)
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(beachte, da� in diesem Zusammenhang p f�ur den Druck und nicht den Impuls

eines der Teilchen steht!). Die Normierungsbedingung (7.1) ergibt dann

1 =

X

N

1

exp(��pV

1

+ ��N

1

)Q

N

1

, exp(�pV

1

) =

X

N

1

exp(��N

1

)Q

N

1

=: Z: (7:2)

Z ist die gro�kanonische Zustandssumme. Sie steht in direktem Zusammen-

hang mit dem bereits in Abschnitt 3.6 de�nierten gro�kanonischen Potential


 = �pV . Verwendet man schlie�lich noch die Fugazit�at z = exp(��), so gilt

(ab hier sei N

1

durch N ersetzt)

exp(��
) =

X

N

z

N

Q

N

= Z: (7:3)

Am Beispiel des idealen Gases soll das gro�kanonische Potential ausgerechnet

werden. Aus Abschnitt 6.4.1 entnehmen wir Q

N

= V

N

=�

3N

N !, daher gilt mit

Gleichung (7.3)


 = �

1

�

lnZ = �

1

�

ln

 

X

N

�

V z

�

3

�

N

1

N !

!

= �

1

�

ln

�

exp

�

V z

�

3

��

= �

V z

��

3

:

Hier ist 
 sehr einfach zu berechnen. Schwierig wird es allerdings, wenn zwi-

schen den Teilchen Wechselwirkungen bestehen.

7.1 Gemeinsamkeiten der verschiedenen Ensembles

Wir haben in den letzten drei Kapiteln die drei Ensembles kennengelernt:

i) das mikrokanonische Ensemble mit

�(p; q;N) =

n

1=�(E) f�ur E � H(p; q) � E +� und N = N

0

,

0 sonst

und �(E) =

X

E�H�E+�

d

3N

0

p d

3N

0

q

h

3N

0

N

0

!

;

ii) das (klein-)kanonische Ensemble mit

�(p; q;N) =

�

N;N

0

Q

N

0

exp(��H(p; q;N

0

))

und Q

N

0

=

Z

d

3N

0

p d

3N

0

q

h

3N

0

N

0

!

exp(��H(p; q;N

0

)) sowie

iii) das gro�kanonische Ensemble mit

�(p; q;N) =

z

N

Z

exp(��H(p; q;N)) und Z =

X

N

z

N

Q

N

:
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F�ur alle drei Verteilungen gilt, wie leicht zu erkennen ist,

X

N

Z

d

3N

p d

3N

q

h

3N

N !

�(p; q;N) = 1: (7:4)

Sind auf diese Weise die Dichtefunktionen de�niert, so kann eine geschlossene

Schreibweise f�ur die Entropie gew�ahlt werden, n�amlich

S = �k

B

X

N

Z

d

3N

p d

3N

q

h

3N

N !

�(p; q;N) ln �(p; q;N): (7:5)

Diese Formel gilt es zun�achst in den einzelnen Spezialf�allen nachzuweisen:

i) F�ur die mikrokanonische Verteilung ergibt sich

� k

B

X

N

Z

d

3N

p d

3N

q

h

3N

N !

�(p; q;N) ln �(p; q;N) =

= �k

B

Z

E�H(p;q;N

0

)�E+�

d

3N

0

p d

3N

0

q

h

3N

0

N

0

!

1

�(E)

ln

�

1

�(E)

�

=

= k

B

�(E)

�(E)

ln�(E) = K

B

ln �(E) = S:

ii) F�ur das kleinkanonische Ensemble gilt

� k

B

X

N

Z

d

3N

p d

3N

q

h

3N

N !

�(p; q;N) ln �(p; q;N) =

=

k

B
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0

Z
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p d
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0

q

h

3N

0
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0

!
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0
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N
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0
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B
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0

+

k

B

�

Q

N

0

Z

d
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0
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0

q

h

3N

0

N

0

!

exp(��H(p; q;N

0
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0

) =

= k

B
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N

0

+ k

B

�hHi;

Andererseits ist A = �k

B

T lnQ

N

0

und

S = �

@A

@T

�

�

�

V

= k

B

lnQ

N

0

+ k

B

T

�

hHi

k

B

T

2

�

:

iii) F�ur das gro�kanonische Ensemble folgt schlie�lich
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auf der anderen Seite ist aber 
 = �k

B

T lnZ und

S = �

@


@T

�

�

�

V

= k

B

lnZ + k

B

T

�

h�N +Hi

k

B

T

2

�

:

7.2 Entropie als Funktional der Verteilung

Der eben beschrittene Weg, f�ur die Verteilungsfunktionen der verschiedenen

Ensembles die G�ultigkeit der Gleichung (7.5) nachzuweisen, l�a�t sich auch um-

gekehrt beschreiten, indem diese Gleichung als De�nition der Entropie be-

nutzt wird. Die Verteilungen ergeben sich, wenn die so de�nierte Entropie

als Funktional der Verteilungsfunktion unter verschiedenen Nebenbedingungen

maximiert wird. Nebenbedingung ist in allen drei F�allen die Normierung

P

Z

� :=

X

N

Z

d

3N

p d

3N

q

h

3N

N !

�(p; q;N) = 1:

Zus�atzlich gilt

i) f�ur das mikrokanonische Ensemble N = N

0

und E � H(p; q;N

0

) � E +�

ii) f�ur das kleinkanonische Ensemble N = N

0

, hHi = E vorgegeben, und

iii) f�ur das gro�kanonische Ensemble hNi = N

0

und hHi = E vorgegeben.

Dabei ist

hNi =

P

Z

�N; hHi =

P

Z

�H:

Zur Vereinfachung der Schreibweise habe ich hier ein kombiniertes Symbol aus

Summe und Integral eingef�uhrt. Die \restriktiven" Nebenbedingungen wie

N = N

0

wirken nat�urlich direkt auf die entsprechenden Summen bzw. Inte-

grale. Doch was geschieht mit den anderen, die den Erwartungswert vorgeben,

welcher selbst wieder ein Funktional der Verteilungsfunktion ist? Hier erinnern

wir uns an die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren, bei der Nebenbedin-

gungen multipliziert mit Parametern dem vorhandenen Funktional hinzugef�ugt

werden und dieses Funktional anschlie�end als Funktion auch dieser Parameter

aufgefa�t wird, bez�uglich derer es ebenfalls zu maximieren ist. In unserem Fall

ist

S(�; f�

i

g) = S(�) +

X

i

�

i

f

i

(�):

Die Maximierung bez�uglich der Parameter �

i

liefert einfach wieder die Neben-

bedingungen in der Form f

i

(�)

!

= 0, w�ahrend die Variation in � die verschiede-

nen Anteile zusammenbindet,

�S(�; f�

i

g) = �S(�) +

X

i

�

i

�f

i

(�)

!

= 0;

und eben diese Bedingung wollen wir in den verschiedenen F�allen genauer unter

die Lupe nehmen, nachdem wir jeweils S(�; f�

i

g) konstruiert haben.
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7.2.1 Mikrokanonisches Ensemble

Die beiden restriktiven Nebenbedingungen werden im Wegfall der Summation

�uberN und der Einschr�ankungdes Integrationsbereiches wirksam.

�

Ubrig bleibt

die Normierung, die wir mit einem Lagrangeschen Multiplikators angebinden,

S(�; �) = �k

B

Z
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p d
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h
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h
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!

�� 1

�

:

Die Variation bez�uglich � liefert mit

�(� ln �) = (�+ ��) ln(�+ ��)� � ln� = �� ln �+ ���

�

��

ln � =

= �� ln�+ �

1

�

�� = (ln �+ 1)��

direkt (die Integrale k�onnen zusammengefa�t werden)

�S(�; �) =

Z
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d
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p d
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q

h

3N

0
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!

(�k

B

(ln �+ 1) + �)��

!

= 0

f�ur alle m�oglichen Variationen ��. Damit mu� der Klammerausdruck ver-

schwinden, es gilt

k

B

(ln �+ 1) = � , � = exp(�=k

B

� 1) = konstant in [E;E +�]:

7.2.2 Kleinkanonisches Ensemble

Beim kanonischen Ensemble schl�agt sich nur die eine der Nebenbedingungen

direkt nieder, n�amlich im Wegfall der Summation �uber N . Die andere binden

wir zusammen mit der Normierung durch Lagrangesche Multiplikatoren an,
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:

Die Variation liefert hier
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!

(�k
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(ln �+ 1) + �

1

+ �
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= 0;

folglich �k
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(ln �+ 1) + �
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+ �
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= 0 und damit

� = exp
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1
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1
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B

� 1

�

� exp
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2
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:

Bei Wahl von �

2

= �1=T ergibt sich die kleinkanonische Verteilung.
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7.2.3 Gro�kanonisches Ensemble

F�ur das gro�kanonische Ensemble werden alle drei Nebenbedingungen durch

Lagrangesche Multiplikatoren miteinander verbunden. Es gilt

S(�; �

1

; �

2

; �

3

) = �k

B

P

Z

� ln �+ �
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:

Durch Variation von � ergibt sich k

B

(ln �+ 1) = �

1

+ �

2

H + �

3

N oder

� = exp
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3
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:

W�ahlen wir �

2

= �k

B

� und �

3

= k

B

��, so ergibt sich die gro�kanonische

Verteilungsfunktion � � exp(��H+ ��N).

7.2.4 Eindeutigkeit der Verteilungsfunktion

Gezeigt ist mit der Berechnung der jeweiligen Verteilungsfunktion noch nicht,

da� die Entropie nur durch diese Funktion minimiert wird. Wir m�ussen also

noch zeigen, da� diese station�aren Punkte globale Maxima sind und wollen

dies hier nur f�ur die kleinkanonische Verteilung tun. � = exp(��H)=Q

N

sei

f�ur N = N

0

diejenige Verteilung, f�ur die S einen ststion�aren Punkt besitzt, �

0

sei eine andere zul�assige Verteilung, d.h. eine solche, die normiert ist und den

Nebenbedingungen

P

Z

�
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P

Z

�

0
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0

= 0 f�ur N 6= N

0

gen�ugt. Wir de�nieren nun zun�achst das Funktional S(�
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womit die Behauptung bewiesen ist. Schlie�lich k�onnen wir die thermodynami-

schen Potentiale selbst als Funktionale der Verteilungsfunktion schreiben, die

f�ur die klassischen Verteilungen minimal werden,

A(�) =

P

Z

�H+ k

B

T

P

Z

� ln � = E � TS; (7:6)


(�) =

P

Z

�H+ �

P

Z

�N � k

B

T

P

Z

� ln � = E � �N

0

� TS: (7:7)

Kann man die Zustandssumme aufgrund einer zu komplizierten Struktur der

Hamiltonfunktion nicht berechnen, so lassen sich dennoch Parameter einf�uhren

und das Funktional bez�uglich � minimieren. Man erh�alt so die bestm�ogliche

N�aherung f�ur die Zustandssumme.

7.3 Kombinatorische Herleitung der Entropie

In diesem Abschnitt wollen wir aus kombinatorischen

�

Uberlegungen die Glei-

chung (7.5) herleiten. Diese Formel spielt neben der Thermodynamik auch

in der Beschreibung der Nachrichten�ubermittlung �uber defekte Leitungen wie

auch in der Codierungstheorie eine Rolle. Wir k�onnen daher davon ausgehen,

da� sich diese Gleichung aus allgemeineren, eben kombinatorischen Prinzipien,

herleiten l�a�t. Der Einfachheit halber soll der Zustandsraum � hier zun�achst

als diskret angenommen werden. Er besitze m Punkte, das zugeh�orige System

also m m�ogliche Zust�ande. Es werden nun k � m Experimente durchgef�uhrt

und in einer Zahlenfolge notiert, wie oft man die Werte 1; 2; : : : ;m erh�alt,

n

1

; n

2

; : : : ; n

m

mit

m

X

i=1

n

u

= k:

Diese Zahlen lassen sich normiert als Wahrscheinlichkeiten schreiben,

�

1

; �

2

; : : : ; �

m

; �

i

=

n

i

k

mit

m

X

i=1

�

i

= 1:

Wir fragen nun, welches die wahrscheinlichste Verteilung, d.h. der wahrschein-

lichste Satz der �

i

ist. Dabei machen wir die folgenden zwei Annahmen:

� Jedes einzelne Experiment hat liefert mit gleicher Wahrscheinlichkeit eines

der m�oglichen Ergebnisse (Gleichverteilungsaxiom).

� Die Experimente sind unabh�angig voneinander.

Gesucht ist die WahrscheinlichkeitW (n

1

; n

2

; : : : ; n

m

), da� n

1

-mal das Ergebnis

1, n

2

-mal das Ergebnis 2 und so fort auftritt. Diese Wahrscheinlichkeit ergibt

sich, wenn wir die Zahl der Me�reihen mit dem angegebenen Ausgang durch

die Gesamtzahl der Me�reihen dividieren.

Zun�achst gibt es m

k

verschiedene Me�reihen, denn jedes Experiment lie-

fert m m�ogliche Werte, und es werden in jeder Me�reihe k Experimente durch-

gef�uhrt. Aus einer festen Reihenfolge ergeben sich die anderen M�oglichkeiten



U. Brandt : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Seite 65

durch Vertauschung der Reihenfolge. W�aren nun alle Ergebnisse verschieden

voneinander, so erhielten wir k! Permutationen. Da dies aber im allgemeinen

nicht der Fall ist, reduziert sich diese Zahl, indem durch die Anzahl der Permu-

tation dividiert wird, die auf gleiche Ergebnisse f�uhren. Insgesamt ergibt sich

so

W (n

1

; n

2

; : : : ; n

m

) =

1

m

k

k!

n

1

!n

2

! � � �n

m

!

:

Zur Kontrolle pr�ufen wir an dieser Stelle die Normierung nach,

X

n

1

;:::;n

m

�

�n

i

;k

1

m

k

k!

n

1

!n

2

! � � �n

m

!

?

= 1:

Das Kroneckersymbol sortiert diejenigen Zahlenfolgen heraus, die in ihrer Sum-

me gerade k ergeben. Dieses Symbol ist schwierig zu behandeln. Daher wird

auf den Cauchyschen Integralsatz zur�uckgegri�en. Aus der Funktionentheorie

kennen wir die Beziehung zwischen der k-ten Ableitung einer holomorphen

Funktion und einem entsprechenden Kreisintegral,

f

(k)

(z) =

k!

2�i

I

f(�)

(� � z)

k+1

d�:

F�ur z = 0 und f(z) = z

n

ergibt sich f

(k)

(z) = n!z

n�k

=(n � k)! f�ur k � n

und f

(k)

(z) = 0 f�ur k > n, jedoch nur f�ur k = n eine nichtverschwindende

Ableitung f

(k)

(0) = n! = k!. Damit ist

�

n;k

=

1

2�i

I

z

n

z

k+1

dz:

Dies eingesetzt ergibt sich f�ur die fragliche Summe

X

n

1

;:::;n

m

1

2�i

I

z

�n

i

z

k+1

1

m

k

k! dz

n

1

! � � �n

m

!

=

1

2�im

k

I

k!

z

k+1

 

X

n

z

n

n!

!

m

dz =

=

1

2�im

k

I

k!

z

k+1

e

mz

dz =

1

m

k

�

@

k

@z

k

e

mz

�

z=0

= 1:

Dabei wurde im vorletzten Schritt erneut die Cauchysche Formel verwendet.

Diese normierte Wahrscheinlichkeit ist zumaximieren. Doch anstattW k�onnen

wir auch lnW maximieren und wegen n

i

� 1 dar�uber hinaus die Stirlingsche

Formel ln(n

i

!) � n

i

lnn

i

� n

i

(vgl. (5.19)) anwenden. Es ergibt sich

lnW = ln(k!)� k lnm�

X

i

ln(n

i

!) = c

1

�

X

i

ln(N

i

!) =

� c

1

�

X

i

n

i

lnn

i

+

X

i

n

i

= c

1

�

X

i

n

i

lnn

i

+ k = c

2

�

X

i

n

i

lnn

i

=

= c

2

X

i

(k�

i

) ln(k�

i

) = c

2

� k ln k �

X

i

k�

i

ln �

i

= c

3

�

X

i

�

i

ln �

i

;
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also die Maximierung des Storischen Funktionals

�

X

i

�

i

ln �

i

!

= maximal: (7:8)

Sie ist das diskrete Analogon zu Gleichung (7.5). Die Extremalbedingung f�uhrt

uns in diesem Fall auf die Gleichverteilung �

i

= 1=m. F�uhren wir dagegen die

Rechnungen noch einmal mit der Nebenbedingung f(f�

i

g) = 0 durch, so m�ussen

wir als Wahrscheinlichkeit

W (n

1

; n

2

; : : : ; n

m

) =

1

Z

k!

n

1

!n

2

! : : : n

m

!

ansetzen, wobei Z die Zahl der voneinander verschiedenen Me�reihen angibt,

die der Nebenbedingung gen�ugen. Auf die Frage nach der Breite der Verteilung,

die mit der Einf�uhrung eines Abstandes zu kl�aren ist, wollen wir hier nicht

eingehen.

7.4 Das magnetische Moment

F�ur Systeme mit zus�atzlichen Eigenschaften mu� der Phasenraum erweitert

werden. Besitzen die Teilchen beispielsweise die magnetisches Momente jmj~e

i

,

deren Betrag jmj f�ur alle Teilchen gleich sei, so ist die gro�kanonische Zustands-

summe zu erweitern auf

Z =

X

N

Z

d

3N

p d

3N

q

h

3N

N !

Z

(d

2


)

N

�(p; q;N);

wobei sich das letzte Integral �uber die N Raumwinkel der Einheitsvektoren ~e

i

erstreckt. Vorgegeben seien nun neben den Erwartungswerten hHi und hNi

auch der Erwartungswert der Magnetisierung, h

~

M i = h

P

i

jmj~e

i

i. Das Lagran-

gesche Variationsprinzip aus Abschnitt 7.2 liefert dann

� � exp(��H+ ��N + �

~

h �

~

M ):

Wir k�onnen

~

h als Magnetfeld interpretieren und den Erwartungswert der Ma-

gnetisierung aus der gro�kanonischen Zustandssumme bzw. dem gro�kanoni-

schen Potential bestimmen,

�hM

a

i =

@

@h

a

lnZ , hM

a

i = �

@


@h

a

(a = 1; 2; 3 steht f�ur die drei Raumkomponenten). Im kleinkanonischen Fall,

der uns im Folgenden ausschlie�lich besch�aftigen soll, ist

�hM

a

i =

@

@h

a

lnQ

N

, hM

a

i = �

@A

@h

a

mit A = �k

B

T lnQ

N

:



U. Brandt : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Seite 67

Beschr�anken wir uns auf die Abh�angigkeit vom Magnetfeld, so ist

Q

N

�

�

Z

d

2


exp(�jmj

~

h � ~e )

�

N

:

Damit wollen wir weiterrechnen und w�ahlen das (Kugel-)Koordinatensystem

so, da� das Magnetfeld in z-Richtung zeigt. Mit h = j

~

h j ergibt sich dann

Q

N

�

�

Z

exp(�jmjh cos �)d'd cos �

�

N

=

=

�

2�

�jmjh

�

exp(�jmjh)� exp(��jmjh)

�

�

N

=

�

4�

�jmjh

sinh(�jmjh)

�

N

:

Durch Logarithmieren ergibt sich

A = A

1

(V; T;N) �Nk

B

T ln

�

sinh(�jmjh)

�jmjh

�

und durch Ableitung

hM

z

i = Nk

B

T

@

@h

ln

�

sinh(�jmjh)

�jmjh

�

=

= N jmj

�

coth(�jmjh)�

1

�jmjh

�

=: N jmj � L(�jmjh):

Das mittlere magnetische Moment in Rich-

tung des Magnetfeldes ist also

m

z

=

hM

z

i

N

= jmj � L(�jmjh) (7:9)

und wird durch die Langevinsche Funktion

L(x) = coth(x) � 1=x beschrieben, die ne-

benstehend abgebildet ist (L

0

(0) = 1=3).

~  x/3

1

1

L(x)

x

Abb. 7.1 Langevinsche Funktion

Schlie�lich k�onnen wir durch nochmalige Ableitung nach dem Magnetfeld

die Suszeptibilit�at � bestimmen. Im feldfreien Raum ergibt sich das Curiesche

Gesetz

� =

@m

z

@h

�

�

�

h=0

= �jmj

2

L

0

(�jmjh)

�

�

�

h=0

=

�m

2

3

=

m

2

3k

B

T

: (7:10)

Die

�

Uberlegungen, hier f�ur das magnetische Moment angestellt, laufen f�ur das

elektrische Moment �ahnlich. Das magnetische Moment selbst jedoch ist mit

dem Drehimpuls verkn�upft, so da� hier strenggenommen quantenmechanisch

h�atte gerechnet werden m�ussen. In diesem Fall tritt an das Integral �uber die

Raumwinkel eine Summe �uber die m�oglichen Drehimpulseigenzust�ande.
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7.5 Wechselwirkende Systeme und Clusterentwicklung

Die Hamiltonfunktion eines Systems miteinander wechselwirkender Teilchen ist

durch

H =

X

i

~p

i

2

2m

+

X

i<j

'(~q

i

� ~q

j

) (7:11)

gegeben. Nach Gleichung (6.14) ergibt sich damit die kanonische Zustands-

summe

Q

N

=

Z

d

3N

q

i

�

3N

N !

exp(��

X

i<j

'

ij

) mit '

ij

= '(~q

i

� ~q

j

); (7:12)

die in diesem Fall auch alsKon�gurationsin-

tegral bezeichnet wird. Ein Beispiel f�ur die

potentielle Energie �

ij

, die typischerweise

vom Abstand j~q

i

� ~q

j

j abh�angt, ist nebenste-

hend abgebildet. Wie man erkennt, l�a�t sich

dieses Potential sehr schlecht in Potenzen

dieses Abstandes entwickeln. Wir k�onnen

aber wie folgt umschreiben:

j

ϕ
ij f

ij

q  - q
i

Abb. 7.2 Wechselwirkungspotential

exp(��

X

i<j

'

ij

) =

Y

i<j

exp(��'

ij

) =:

Y

i<j

(1 + f

ij

);

wobei wir den Gibbs'schen Parameter f

ij

:= exp(��'

ij

) � 1 einf�uhrten. In

diese Parameter l�a�t sich nun in der Tat das Kon�gurationsintegral entwickeln.

Gem�a�

Y

i<j

(1 + f

ij

) = 1 + (f

12

+ f

13

+ : : : ) + f

12

f

23

+ f

12

f

14

+ : : :

spaltet das Kon�gurationsintegral in eine

Summe von Integralen �uber Produkte von

Gibbs'schen Parametern auf. Ein Beispiel

daf�ur ist der nebenstehend symbolisch dar-

gestellte Term

9

2 4 6 8 10

1 3 5 7

Abb. 7.3 N -Teilchen-Graph

Z

d

3N

q

�

3N

N !

f

12

f

35

f

78

f

79

f

7;10

f

89

:

Sowohl der Graph als auch das Integral selbst werden als N-Teilchen-Graph

(in diesem Fall ist N = 10) bezeichnet. Das Kon�gurationsintegral ist dann

die Summe aller verschiedenen N-Teilchen-Graphen.

Jeder N-Teilchen-Graph zerf�allt wiederum in voneinander unabh�angig zu

berechnende Integrale, die sogenannten Cluster. Diese werden in der graphi-

schen Darstellung als verbundene Einheiten erkannt. Im gew�ahlten Beispiel

ergeben sich zwei Eins-Cluster, zwei Zwei-Cluster und ein Vier-Cluster,

1

10!

Z

d

6

q

�

6

f

12

Z

d

6

q

�

6

f

35

Z

d

12

q

�

12

f

78

f

79

f

7;10

f

89

Z

d

3

q

�

3

Z

d

3

q

�

3

:
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Au�er im Fall des Eins- und Zwei-Clusters gibt es jeweils verschiedene M�oglich-

keiten, ` Punkte zu einem `-Cluster zusammenzuschlie�en. Zur Berechnung

des Kon�gurationsintegrals fassen wir alle diese M�oglichkeiten in einer Cluster-

summe b

`

zusammen,

b

`

(V; T ) =

�

3

`!V

X

(`-Cluster): (7:13)

Zur Konstruktion des Vorfaktors ist zu beachten, da� Clustersummen, welche

durch Austausch der Numerierung auseinander hervorgehen, identisch sind.

Weiter ist leicht zu sehen, da� bei der Integration jeweils eine Volumenin-

tegration redundant ist und somit einen Faktor V liefert. Um die Cluster-

summe auch f�ur V ! 1 endlich zu halten, wird eine entsprechende Normie-

rung gew�ahlt. Mit diesen Clustersummen wollen wir an dieser Stelle zun�achst

kombinatorische

�

Uberlegungen anstellen, ehe wir sie in das Kon�gurationsinte-

gral integrieren. Die H�au�gkeit einer Kon�guration, die durch die Zahlenfolge

(n

1

; n

2

; : : : ; n

N

) charakterisiert ist, wobei n

`

die Anzahl der voneinander dis-

junkten `-Clustersummen bezeichnet.

Eine andere Realisierung derselben Kon�guration kann sich grunds�atzlich

bei Permutation der Indizes ergeben. Allerdings wirkt eine solche Permutation

nicht, wenn entweder die Clustersumme in sich oder die disjunkten Cluster-

summen untereinander vertauschen. Setzt man f�ur jede Clustersumme noch

Gleichung (7.13) ein, so ist die mit der H�au�gkeit gewichtete Kon�guration

gegeben durch den Ausdruck

S(n

1

; : : : ; n

N

) =

(n

1

+ : : : + n

N

)!(1!b

1

V �

�3

)

n

1

� � � (N !b

N

V �

�3

)

n

N

n

1

! � � �n

N

!(1!)

n

1

� � � (N !)

n

N

=

= (n

1

+ : : : + n

N

)!

N

Y

`=1

(b

`

V �

�3

)

n

`

n

`

!

:

Das Kon�gurationsintegral Q

N

, also die Summe aller verschiedenen N-Teil-

chengraphen, ist durch die Summe aller Kon�gurationen S(n

1

; : : : ; s

N

) mit der

Zusatzbedingung

P

`

`n

`

= N und normiert auf N ! gegegen. Es lautet

Q

N

=

X

fn

`

g

�

�`n

`

;N

N

Y

`=1

(b

`

V �

�3

)

n

`

n

`

!

: (7:14)

Noch einfacher wird der Ausdruck, wenn wir zur gro�kanonischen Zustands-

summe �ubergehen. F�ur diese ergibt sich
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=
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N
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N
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=
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(b

`
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n
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�
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N
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`=1

b

`

z

`

V

�

3

!

:

�

Uber Gleichung (7.3) k�onnen wir einen Zusammenhang mit der Thermodyna-

mik herstellen und das gro�kanonische Potential bestimmen,


 = �pV = �
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: (7:15)

Die mittlere Teilchenzahl ist

N = �
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=
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`
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3
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�

3
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=

N

X

`=1

`b

`

z

`

; (7:16)

wobei v = V=N das spezi�sche Volumen ist. Diese Entwicklung in z

`

, auch un-

ter dem Namen Cluster- oder Mayer-Entwicklung bekannt, kann dazu dienen,

aus den Clustersummen die Virialkoe�zienten a

`

(T ) in der Entwicklung der

Zustandsgleichung in Potenzen von �

3

=v,

pv

k

B

T

=

N

X

�=1
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��1
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(7:17)

zu bestimmen, wobei a

1

das ideale Gasverhalten beschreibt. Das Einsetzen

von Gleichung (7.16) und der Vergleich mit Gleichung (7.15) liefert a

1

= 1,

a

2

= �b

2

und a

3

= �2b

3

+ 4b

2

2

. Die Koe�zienten a

2

und a

3

lassen sich nun

experimentell bestimmen, womit auch die Clustersummen b

2

und b

3

experimen-

tell bestimmbar sind. Anhand der Clustersumme b

2

wollen wir uns �uberlegen,

welche Aussagen �uber die Wechselwirkung zu machen sind. Es ist

b

2

=

1

2�

3

V

Z

(e

��'(~q

1

�~q

2

)

� 1)d

3

q

1

d

3

q

2

=

1

2�

3

Z

(e

��'(~q)

� 1)d

3

q:

Ist die potentielle Energie ' f�ur bestimmte Bereiche von ~q negativ, die Wechsel-

wirkung also teilweise attraktiv, und ist zus�atzlich � gro�, so wird der Integrand

�uber weite Bereiche des Raumes positiv sein und somit auch das Integral. Kenn-

zeichen einer solchen Wechselwirkung ist also, da� die Clustersumme b

2

f�ur sin-

kende Temperaturen von einem negativen Wert zu einem positiven �ubergeht,

w�ahrend sie f�ur eine rein repulsive Wechselwirkung negativ bleibt.
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III. Quantenstatistik

Obwohl es sich bei thermodynamischen Systemen stets um makroskopische Sy-

steme handelt, mu� auch die Quantenmechanik hier ber�ucksichtigt werden. Die

Einsicht in diese Tatsache gelingt am besten anhand eines Paradoxons. Wie

in Kapitel 5.3.1 bereits angesprochen wurde, liefert der Gleichverteilungssatz

f�ur jeden Freiheitsgrad eines Molek�uls einen Beitrag

1

2

k

B

zur W�armekapazit�at.

F�ur ein zweiatomiges Molek�ulgas mit harmonischer Kopplung ergibt sich da-

her die spezi�sche W�armekapazit�at c

V

=

9

2

k

B

. Zerlegt man nun in Gedanken

jede Kopplung in zwei einzelne mit doppelter St�arke und setzt dieses Verfahren

fort, so w�urde die W�armekapazit�at gegen Unendlich streben. Da dies nicht sein

kann, mu� der klassische Ansatz hier o�ensichtlich versagen. Die Quantenme-

chanik weist im Gegensatz dazu jedem harmonischen Oszillationsfreiheitsgrad

einen Energiewert k

B

T zu. Ist dieser Wert gro� gegen�uber dem Quantum �h!,

so kann klassisch gerechnet werden, im anderen Fall hilft nur die Quantenme-

chanik weiter.

8. Begri�e aus der Quantenmechanik

Zu Beginn des dritten gro�en Abschnittes wollen wir Begri�e aus der Quan-

tenmechanik einf�uhren, die im Folgenden Verwendung �nden. Ausgangspunkt

ist die Wellenfunktion f�ur ein einzelnes Teilchen,  

1

(x) :=  

1

(~q; �; t). Diese

Wellenfunktionen sind Elemente eines Hilbertraumes IH

1

, auf dem ein Skalar-

produkt

h'

1

j 

1

i :=

P

Z

'

�

1

(x) 

1

(x)dx :=

X

�

Z

'

�

1

(~q; �; t) 

1

(~q; �; t)d

3

q (8:1)

de�niert ist. Zu zwei Teilchen existiert gleicherma�en eine Wellenfunktion

 

2

(x

1

; x

2

) und ein Skalarprodukt

h'

2

j 

2

i =

P

Z

'

�

2

(x

1

; x

2

) 

2

(x

1

; x

2

)dx

1

dx

2

(8:2)

auf dem Hilbertraum IH

2

. Im Sinne dieser Konstruktion k�onnen die Wellen-

funktionen f�ur n Teilchen zu einem Hilbertraum IH

n

zusammengefa�t werden.

Diese einzelnen Hilbertraumkonstruktionen machen in dem Moment keinen

Sinn mehr, in dem die Teilchenzahl ver�anderlich ist, wie wir es bereits beim

gro�kanonischen Ensemble erlebt haben. Daher sollen die Hilbertr�aume zu

einem einzigen Hilbertraum, dem Produkt- oder Fockraum

IH := IH

0


 IH

1


 IH

2


 � � � 
 IH

n


 � � � (8:3)

mit Skalarprodukt

h'j i :=

X

n

h'

n

j 

n

i (8:4)
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zusammengefa�t werden. Dabei ist IH

0

isomorph zu den komplexen Zahlen, d.h.

h'

0

j 

0

i = '

�

0

 

0

. Die Wellenfunktionen j i = j 

0

;  

1

;  

2

; : : : i sind unend-

lichdimensionale Vektoren. Zust�ande mit de�niter Teilchenzahl n beschreibt

man im Fockraum IH durch die Menge aller

"

linear abh�angigen\ Vektoren

j 0; 0; : : : ;  

n

; 0; : : : i. Die Norm ist auf dem Fockraum wie in jedem einzel-

nen Hilbertraum �uber das Skalarprodukt de�niert,

�

�

�

�

j'i

�

�

�

�

:=

p

h'j'i: (8:5)

Mit der Existenz einer Basis fj i

�

g ist schlie�lich die Konstruktion eines

vollst�andigen Orthonormalsystems m�oglich. Die Orthonormalit�at dr�uckt sich

durch die Eigenschaft

h 

�

j 

�

i = �

��

(8:6)

aus, w�ahrend die Vollst�andigkeit bedeutet, da� sich jede Wellenfunktion des

Fockraumes in dieses System entwickeln l�a�t,

j i =

X

�

a

�

j 

�

i; (8:7)

wobei man von der Entwicklung verlangt, da� sie der Norm nach konvergiert,

lim

n!0

�

�

�

�

j i �

n

X

�=0

a

�

j 

�

i

�

�

�

�

= 0: (8:8)

Unter Verwendung der Orthonormalit�at kann man die Koe�zienten dieser Ent-

wicklung als a

�

= h 

�

j i bestimmen, und eingesetzt ergibt sich

j i =

X

�

j 

�

ih 

�

j i =

�

X

�

j 

�

ih 

�

j

�

j i; (8:9)

wobei h 

�

j als lineare Abbildung vom Hilbertraum IH auf die komplexen Zahlen

au�a�t werden kann. Der Ausdruck

P

�

j 

�

ih 

�

j wirkt wie jedes beliebige

dyadische Produkt j ih'j als Operator auf die Elemente des Hilbertraums. In

diesem Fall handelt es sich speziell um den identischen oder Einsoperator.

8.1 Der Dichteoperator

Statt des orthonormalen Systems betrachten wir allgemeiner ein System von

normierten Zust�anden j ki, die ein vollst�andiges Orthogonalsystem darstellen

k�onnen, dies aber nicht m�ussen. Das physikalische System sei mit der Wahr-

scheinlichkeit W

k

im Zustand j ki, und f�ur diese Wahrscheinlichkeiten gilt

W

k

� 0 und

X

k

W

k

= 1: (8:10)

Der Erwartungswert eines Operators

^

A setzt sich gem�a�

h

^

Ai =

X

k

W

k

hkj

^

Aj ki (8:11)
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aus den Erwartungswerten hkj

^

Aj ki := hkj

^

Aki = h

^

A

y

j ki in den jeweiligen

Zust�anden k zusammen. Schieben wir den eben konstruierten Einsoperator

ein, so ergibt sich

h

^

Ai =

X

k;�

W

k

hkj

^

Aj 

�

ih 

�

j ki =

X

k;�

h 

�

j kiW

k

hkj

^

Aj 

�

i =

=

X

�

h 

�

j�̂

^

Aj 

�

i = Sp(�̂

^

A); (8:12)

wobei wir den Dichteoperator

�̂ :=

X

k

j kiW

k

hkj; (8:13)

auch unter dem Namen Dichtematrix bekannt, eingef�uhrt haben. Dieser Ope-

rator hat die folgenden Eigenschaften:

1. Der Dichteoperator ist normiert:

Sp �̂ =

X

�

h 

�

j�̂j 

�

i =

X

k;�

h 

�

j kiW

k

hkj 

�

i =

=

X

k;�

W

k

hkj 

�

ih 

�

j ki =

X

k

W

k

hkj

^

1j ki =

X

k

W

k

= 1:

2. Der Dichteoperator ist hermitesch:

�̂

y

=

�

X

k

j kiW

k

hkj

�

y

=

X

k

j kiW

�

k

hkj =

X

k

j kiW

k

hkj = �̂:

3. Der Dichteoperator ist positiv semide�nit:

h j�̂j i =

X

k

h j kiW

k

hkj i =

X

k

�

�

�

�

h j ki

�

�

�

�

2

W

k

� 0:

Als n�achstes betrachten wir ein System, das in zwei Teilsysteme I und II zerfalle,

wobei das Teilsystem I durch die vollst�andige Orthonormalbasis fj kig und das

Teilsystem II durch die vollst�andige Orthonormalbasis fj l ig beschrieben werde.

Das Gesamtsystem wird damit durch eine Produktbasis fj k; l ig auszudr�ucken

sein, wobei sich jeder Zustand des Gesamtsystems in diese Basis entwickeln

l�a�t,

j i =

X

k;l

a

kl

j k; l i:

Observablen, die nur f�ur das eine der Teilsysteme (z.B. Teilsystem I) G�ultigkeit

haben, entsprechen Operatoren, die nur auf die zugeh�orige Orthonormalbasis

wirken. Daher gilt f�ur den Erwartungswert eines solchen Operators

^

A

h j

^

Aj i =

X

k;l;k

0

;l

0

a

�

kl

a

k

0

l

0

hkj

^

Aj k

0

ihl j l

0

i =

X

k;k

0

;l

a

�

kl

a

k

0

l

hkj

^

Aj k

0

i:
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De�niert man die

�

Ubergangswahrscheinlichkeit W

k

0

k

:=

P

l

a

�

kl

a

k

0

l

, so ergibt

sich durch Einschiebung eines Einsoperators, der aus der vollst�andigen Ortho-

normalbasis des Gesamtsystems gebildet wird,

h j

^

Aj i =

X

k;k

0

W

k

0

k

hkj

^

Aj k

0

i =

X

k;k

0

W

k

0

k

X

�

hkj

^

Aj 

�

ih 

�

j k

0

i =

=

X

�

X

k;k

0

h 

�

j k

0

iW

k

0

k

hkj

^

Aj 

�

i =

X

�

h 

�

j�̂

^

Aj 

�

i = Sp(�̂

^

A):

�̂ :=

P

k;k

0

j k

0

iW

k

0

k

hkj ist also eine Dichtematrix.

8.2 Operatoren und Eigensysteme

Wie wir soeben gesehen haben, kann es Operatoren geben, die nur auf einen

Teilraum des Fockraumes wirken, beispielsweise auf den Faktor eines Produkt-

raumes. Andere haben auf jedem Faktor eine andere Gestalt. So de�niert man

einen Hamiltonoperator H auf dem Fockraum gem�a�

^

Hj i = j

^

H

0

 

0

;

^

H

1

 

1

;

^

H

2

 

2

; : : : ;

^

H

n

 

n

; : : : i; (8:14)

wobei die einzelnen Hamiltonoperatoren beispielsweise folgende Gestalt besit-

zen k�onnen:

^

H

0

= 0;

^

H

1

= �

�h

2

2m

~

r

2

+ V (~q; �);

^

H

2

= �

�h

2

2m

1

~

r

2

1

�

�h

2

2m

2

~

r

2

2

+ V (~q

1

; ~q

2

; �

1

; �

2

); : : : :

F�ur den Teilchenzahloperator

^

N gilt

^

N j i = j 0 �  

0

; 1 �  

1

; 2 �  

2

; : : : ; n �  

n

; : : : i: (8:15)

Zu diesem Operator ist die Fockraumbasis mit jeweils de�niter Teilchenzahl

klarerweise ein Eigensystem. Doch auch das umgekehrte gilt: Ist

^

A ein her-

mitescher Operator, so l�a�t sich ein System von Eigenzust�anden j ii zur Ei-

genwertgleichung

^

Aj ii = a

i

j ii �nden, welches vollst�andig und orthonormal ist.

Durch Multiplikation der Eigenwertgleichungmit hij von rechts und Summation

�uber i ergibt sich

^

A =

X

i

j iia

i

hij: (8:16)

Man spricht hier von der Orthogonaldarstellung des Operators. Liegt ein solches

Eigensystem vor, so lassen sich allgemein komplexwertige Funktionen dieses

Operators de�nieren,

f(

^

A) :=

X

i

j iif(a

i

)hij: (8:17)



U. Brandt : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Seite 75

Diese Konstruktion ist m�oglich, da sich Potenzen des Operators auf die Eigen-

werte �ubertragen,

^

A

2

=

X

i

^

Aj iia

i

hij =

X

i

a

i

j iia

i

hij =

X

i

j iia

2

i

hij;

^

A

3

=

X

i

^

Aj iia

2

i

hij =

X

i

a

i

j iia

2

i

hij =

X

i

j iia

3

i

hij; : : :

und sich damit f(

^

A) =

P

n

c

n

^

A

n

auf f(a

i

) =

P

n

c

n

a

n

i

�ubertr�agt. f(

^

A) kon-

vergiert, wenn f(a

i

) f�ur alle Eigenwerte a

i

konvergiert. Als Gegenbeispiel sei

hier exp(i

^

Ht=�h) genannt. Dieser Operator braucht nicht zu konvergieren, da

die Eigenwerte des Hamiltonoperators im allgemeinen nicht nach oben hin be-

schr�ankt sind. Im Fall des Dichteoperators �̂, auf den wir an dieser Stelle

zur�uckkommen, spricht man bei den Zust�anden j ii von reinen Zust�anden. Es

ist �

i

� 0 und

P

i

�

i

= 1, daher k�onnen die Eigenwerte �

i

ebenfalls als Wahr-

scheinlichkeiten angesehen werden.

8.3 Die Entropie

Wir de�nieren die Entropie an dieser Stelle neu als

S := k

B

X

i

�

i

ln �

i

=

X

i

hij�̂ ln �̂j ii; (8:18)

wobei �

i

die Eigenwerte des Dichteoperators �̂ zur Eigenfunktion j ii seien.

�

Ubertragen wir die beiden vorangegangenen Kapitel auf die quantenmechani-

sche Betrachtungsweise, wo erhalten wir die kanonische bzw. gro�kanonische

Verteilung bei Maximierung von S unter den drei gemeinsamen Nebenbedin-

gungen

�

i

� 0;

X

i

�

i

= 1; h

^

Hi = E

und der unterscheidenden Nebenbedingung

N = N

0

(kanonisch) bzw. h

^

N i = N

0

(gro�kanonisch) mit N

0

= konstant:

Der einzige Unterschied zwischen den beiden Ensembles ist lediglich der Hil-

bertraum, in dem man arbeitet. Beim kanonischen Ensemble ist dies ein Hil-

bertraum mit fester Teilchenzahl, beim gro�kanonischen Ensemble dagegen der

Fockraum. Dieser Unterschied dr�uckt sich in der L�osung des Extremalproblems

f�ur den Dichteoperator aus. F�ur die kanonische Dichteverteilung erh�alt man

�̂ =

1

Q

exp(��

^

H) mit Q = Sp(exp(��

^

H)); (8:19)

f�ur die gro�kanonische Dichteverteilung dagegen

�̂ =

1

Z

exp(��(

^

H� �

^

N)) mit Z = Sp(exp(��(

^

H� �

^

N ))) (8:20)

(Beachte: exp(

^

A +

^

B) = exp(

^

A) exp(

^

B) gilt nur f�ur [

^

A;

^

B] = 0). Man kann

auch noch weitere Nebenbedingungen der Form hx̂i = x

0

vorgeben. Dann ist,

selbst wenn x̂ nicht mit

^

H,

^

N und weiteren Summanden vertauscht, dennoch

�̂ � exp(��(

^

H� �

^

N � �x̂)).
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8.4 Eindeutigkeitsbeweis und Jensensche Ungleichung

Der Nachweis dar�uber, da� die gefundene Verteilung tats�achlich die gesuchte

ist, soll hier f�ur die kanonische Verteilung gef�uhrt werden. Dazu konstruieren

wir eine andere Verteilung �̂

0

, die ebenfalls die Nebenbedingungen erf�ullt, und

zeigen, da� die Entropie f�ur diese Verteilungsfunktion kleiner ist. Um diesen

Nachweis f�uhren zu k�onnen, benutzen wir die Jensensche Ungleichung

hg(f(x))i � g(hf(x)i); (8:21)

die f�ur alle konvexen Funktionen g (d.h. g

00

> 0) und klassische Mittelwerte

erf�ullt ist. Diese Ungleichung soll an dieser Stelle bewiesen werden. Dazu

entwickeln wir die Funktion g(y) um die Stelle y

0

,

g(y) = g(y

0

) + (y � y

0

)g

0

(y

0

) +

1

2

(y � y

0

)

2

g

00

(�)

mit � 2 [y; y

0

]. Wegen g

00

(�) > 0 k�onnen wir diese Reihe absch�atzen, indem

wir den letzten Summanden fortlassen. Setzen wir y = f(x) und y

0

= hf(x)i,

so ergibt sich

g(f(x)) � g(hf(x)i) + (f(x) � hf(x)i)g

0

(hf(x)i) )

hg(f(x))i � g(hf(x)i) + (hf(x)i � hf(x)i)f

0

(hf(x)i) = g(hf(x)i):

Wir w�ahlen nun �̂

0

= exp(��

^

H

0

)=Q

0

mit Q

0

= Sp(exp(��

^

H

0

)) und berechnen

zun�achst die bisherige Zustandssumme, ausgedr�uckt in Eigenzust�anden von

^

H

0

,

Q = Sp(exp(��

^

H)) =

X

 

0

h 

0

j exp(��

^

H)j 

0

i =

=

X

 

0

X

 

h 

0

j i exp(��

^

H)h j 

0

i =

X

 

0

X

 

jh 

0

j ij

2

exp(��E

 

):

Die Gewichte sind klassische Wahrscheinlichkeiten, denn es ist jh 

0

j ij

2

� 0

und

X

 

jh 

0

j ij

2

=

X

 

h 

0

j ih j 

0

i = h 

0

j 

0

i = 1:

Damit ist die Jensensche Ungleichung anwendbar, denn g(y) = exp(y) ist eine

konvexe Funktion. Es ergibt sich

Q =

X

 

0

hexp(��E

 

)i =

�

X

 

0

exp(��hE

 

i) =

X

 

0

exp(��

X

 

h 

0

j iE

 

h j 

0

i) =

=

X

 

0

exp(��h 

0

j

^

Hj 

0

i) =

X

 

0

exp(��h 

0

j

^

H

0

+

^

H�

^

H

0

j 

0

i) =

=

X

 

0

exp(��E

 

0

) exp(��h 

0

j

^

H�

^

H

0

j 

0

i):
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�

 

0

:= exp(��E

 

0

)=Q

0

ist der Eigenwert von �̂

0

zum Eigenverktor j 

0

i und

damit ebenfalls eine klassische Verteilung. Damit kann erneut die Jensensche

Ungleichung verwendet werden. Es ergibt sich

Q � Q

0

X

 

0

�

 

0

exp(��h 

0

j

^

H�

^

H

0

j 

0

i) =

� Q

0

exp(��

X

 

0

�

 

0

h 

0

j

^

H�

^

H

0

j 

0

i) = Q exp(��(h

^

Hi

0

� h

^

H

0

i

0

)) mit

h

^

Hi

0

:=

X

 

0

�

 

0

h 

0

j

^

Hj 

0

i = Sp(�̂

0

^

H):

Mit h

^

Hi � TS = A = �k

B

T lnQ (vgl. Gleichung (6.8)) ergibt sich

h

^

Hi � TS � h

^

H

0

i

0

� TS

0

+ h

^

Hi

0

� h

^

H

0

i

0

= h

^

Hi

0

� TS

0

:

Da jedoch auch �̂ nach Voraussetzung die Nebenbedingungen erf�ullt, ist h

^

Hi

0

=

h

^

Hi = E und damit S � S

0

, was die Behauptung beweist. Zu beachten ist,

da� das Gleichheitszeichen in letzterer Beziehung immer dann gilt, wenn es

auch in Gleichung (8.21) gegeben ist, d.h. f�ur h(f(x) � hf(x)i)

2

i = 0. Damit

dies erf�ullt ist, mu� die Funktion dort konstant bleiben, wo � nicht verschwin-

det. F�ur das erste Ungleichheitszeichen hei�t das, da� exp(��E

 

) �uberall dort

konstant zu sein hat, wo die jh 

0

j ij

2

nicht verschwindet, w�ahrend f�ur den

zweiten Fall h 

0

j

^

H �

^

H

0

j 

0

i konstant sein mu�, d.h.

^

H

0

und

^

H sich lediglich

um eine Konstante unterscheiden d�urfen. Bis auf diese Einschr�ankungen ist

die Verteilungsfunktion �̂ somit auch eindeutig de�niert.

8.5 Bewegungsgleichungen

Die Zeitabh�angigkeit der Dichtematrix �̂ =

P

j kiW

k

hkj ist durch die Zeit-

abh�angigkeit der Zust�ande j ki gegeben, die der Schr�odingergleichung gen�ugen,

@

@t

j k(t)i =

1

i�h

^

Hj k(t)i: (8:22)

Da

^

H hermitsch ist, gilt gleicherma�en

@

@t

hk(t)j = �

1

i�h

hk(t)j

^

H:

Damit ist mit

@�̂

@t

=

X

k

�

�

@

@t

j ki

�

W

k

hkj+ j kiW

k

�

@

@t

hkj

�

�

=

=

1

i�h

X

k

�

^

Hj kiW

k

hkj � j kiW

k

hkj

^

H

�
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die zeitliche

�

Anderung der Dichtematrix durch die von Neumannsche Gleichung

@�̂

@t

=

1

i�h

[

^

H; �̂] (8:23)

gegeben. Doch wie �andert sich damit der Erwartungswert eines beliebigen

Operators

^

A? Unter Ausnutzung der Tatsache, da� die Spur zyklisch invariant

ist, ergibt sich f�ur den Erwartungswert eines selbst zeitunabh�angigen Operators

d

dt

h

^

Ai = Sp

�

@�̂

@t

^

A

�

= Sp

�

1

i�h

[

^

H; �̂]

^

A

�

=

1

i�h

�

Sp(

^

H�̂

^

A)� Sp(�̂

^

H

^

A)

�

=

=

1

i�h

�

Sp(�̂

^

A

^

H) � Sp(�̂

^

H

^

A)

�

=

1

i�h

Sp(�̂(

^

A;

^

H])

und damit die Heisenbergsche Bewegungsgleichung

d

dt

h

^

Ai = �

1

i�h

h[

^

H;

^

A]i: (8:24)

(Achtung: beachte das im Vergleich mit der von Neumannschen Gleichung

ge�anderte Vorzeichen bei gleichzeitiger Ersetzung der partiellen durch die totale

Ableitung!)

8.6 Wechselwirkungsfreie Teilchen

Der Hamiltonoperator eines Teilchens ist gegeben als

^

h = �

�h

2

2m

~

r

2

+ U(~r) mit

^

h 

�

(~r) = "

�

 

�

(~r): (8:25)

F�ur mehrere nicht miteinander wechselwirkende Teilchen ergibt sich

^

H =

X

i

^

h

i

=

X

i

�

�

�h

2

2m

i

~

r

2

i

+ U(~r

i

)

�

mit

^

H (~r

1

; ~r

2

; : : : ; ~r

n

) = E (~r

1

; ~r

2

; : : : ; ~r

n

): (8:26)

Ist das Eigenwertproblem f�ur jedes einzelne Teilchen gel�ost, so kann die Vielteil-

chenwellenfunktion als Produkt dieser Einteilchenwellenfunktionen geschrieben

werden, es ergibt sich daraus der Eigenwert E =

P

i

"

i

. Quantenmechanisch

mu� jedoch die Wellenfunktion der Tatsache Rechnung tragen, da� ein Aus-

tausch zweier nicht unterscheidbarer Teilchen dieselbe physikalische Situation

beschreibt. F�ur zwei Teilchen hei�t das beispielsweise, da� sowohl das Produkt

 

1

(~r

1

) 

2

(~r

2

) als auch das Produkt  

1

(~r

2

) 

2

(~r

1

) die Energie E = "

1

+"

2

liefert.

Der Austausch der beiden Teilchen geschieht mit Hilfe des Transpositionsope-

rators

^

T , welcher sehr wohl die Phase der Wellenfunktion, nicht aber deren

physikalischen Inhalt �andern kann,

^

T j i = e

i'

j i. Vertauscht man dar�uber

hinaus zwei Teilchen zweimal hintereinander, so mu� sich die urspr�ungliche
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Wellenfunktion ergeben,

^

T (

^

T j i) = e

2i'

j i = j i und damit e

i'

= �1. Ei-

genzust�ande zum Transpositionsoperator sind also

 

1

(~r

1

) 

2

(~r

2

) +  

2

(~r

1

) 

1

(~r

2

) zum Eigenwert e

i'

= +1 (Bosonen)

 

1

(~r

1

) 

2

(~r

2

)�  

2

(~r

1

) 

1

(~r

2

) zum Eigenwert e

i'

= �1 (Fermionen)

Die beiden Wellenfunktionen werden als Boson- bzw. Fermioneigenfunktion

bezeichnet. Man kann zeigen, da� der Phasenraumfaktor bei einem Produkt

aus mehr als zwei Einteilchenwellenfunktionen f�ur alle Transpositionen derselbe

sein mu�. Im allgemeinen Fall sind die FermioneigenfunktionenDeterminanten,

sogenannte Slaterdeterminanten.

8.7 Besetzungszahldarstellung

Da die Fermioneigenfunktion antimetrisch bez�uglich des Austauschs zweier

Teilchen ist, kann in ihren Summanden die einzelne Einteilchenwellenfunktion

nicht als mehrfacher Faktor auftreten. Dies ist jedoch bei der Bosoneigenfunk-

tion m�oglich und erlaubt im Gegenzug die Angabe, wieviele Teilchen sich im

Zustand  

i

be�nden. Diese Angabe einer Zahl n

i

f�ur jeden Zustand  

i

be-

schreibt die Eigenfunktion eindeutig. Sie wird als Besetzungszahldarstellung

bezeichnet. Im Fall der Fermioneigenfunktion k�onnen die Zahlen n

i

lediglich

die Werte 0 und 1, im Fall der Bosoneigenfunktion dagegen alle nat�urlichen

Zahlen annehmen. Gesamtteilchenzahl und Gesamtenergie sind gegeben durch

N =

X

i

n

i

und E =

X

i

"

i

n

i

;

wobei i ein vollst�andiges System von Einteilchenzust�anden durchnumeriert.

W�ahrend die kanonische Zustandssumme

Q

N

=

X

fn

i

g

�

�n

i

;N

exp(��

X

i

"

i

n

i

)

aufgrund des Kroneckerschen Deltas schlecht zu berechnen ist, er�ubrigt sich

dieses Problem f�ur die gro�kanonische Zustandssumme. Hier ergibt sich

Z = Sp(exp(��(

^

H� �

^

N )) =

X

fn

i

g

exp(��

X

i

("

i

� �)n

i

) =

=

X

fn

i

g

Y

i

exp(��("

i

� �)n

i

) =

Y

i

X

n

exp(��("

i

� �)n):

Aufgrund der unterschiedlichen Werte, die n annehmen kann, gilt

Z =

Y

i

�

1 + exp(��("

i

� �)

�

f�ur Fermionen und (8:27)

Z =

Y

i

1

X

n=0

exp(��("

i

� �)) =

Y

i

1

1� exp(��("

i

� �))

f�ur Bosonen.
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Damit die gro�kanonische Zustandssumme f�ur Bosonen �uberhaupt existiert,

mu� hier "

i

> � sein. Das gro�kanonische Potential 
 = �k

B

T lnZ (vgl.

Gleichung (7.3)) ergibt sich als


 =

8

>

>

<

>

>

:

�k

B

T

X

i

ln(1 + exp(��("

i

� �))) f�ur Fermionen,

k

B

T

X

i

ln(1� exp(��("

i

� �))) f�ur Bosonen.

(8:28)

Der Mittelwert der Besetzungszahlen berechnet sich schlie�lich �uber den Dich-

teoperator �̂ = exp(��(

^

H� �

^

N))=Z als

hn

k

i =

1

Z

X

fn

i

g

n

k

exp(��

X

i

("

i

� �)n

i

) = �

1

�Z

@Z

@"

k

= �

1

�

@

@"

k

lnZ =

@


@"

k

und damit

hn

k

i =

1

exp(�("

k

� �)) + 1

=: f("

k

� �) (8:29)

f�ur Fermionen und

hn

k

i =

1

exp(�("

k

� �)) � 1

=: b("

k

� �) (8:30)

f�ur Bosonen. Die Fermifunktion f(") und die Bosefunktion g(") sind in Ab-

bildung 8.1 dargestellt, es gilt stets f(") < b("). Klassisch ergab sich die

Boltzmannverteilung exp(��"), die zwischen beiden liegt.

1/2

1
b

Bosefunktion

f (  )

ε

ε

(  )
Boltzmannverteilung

<n  >
l

ε
Fermifunktion

Abb. 8.1 Fermifunktion, Bosefunktion und Boltzmannverteilung im Vergleich
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9. Fermionen und Bosonen

In diesem Kapitel wenden wir uns zun�achst den Fermionen zu. Ihre Beset-

zungszahlverteilung ist, wie wir eben gesehen haben, durch die Fermifunktion

f(") bestimmt. Im Zuge der Integration dieser Funktion wird eine Klasse von

halbzahligen polylogarithmischen Funktionen ben�otigt, die sich zun�achst einmal

als Potenzreihen schreiben lassen,

Li

�

(z) :=

1

X

n=1

z

n

n

�

mit Li

0

�

(z) =

1

z

Li

��1

(z) und Li

�

(1) =

1

X

n=1

1

n

�

= �(�);

(9:1)

wobei �(�) die Riemannsche Zetafunktion ist,

�(3=2) = 2:612 : : : �(5=2) = 1:342 : : : �(2) =

�

2

6

�(4) =

�

4

90

:

Der Konvergenzradius der Potenzreihe ergibt sich als

r

�

= lim

n!1

�

�

�

�

�

n+ 1

n

�

�

�

�

�

�

= 1:

Aufgrund der zweiten in Gleichung (9.1) dargestellten Beziehung k�onnen die

polylogarithmischen Funktionen durch Ableitung ineinander �uberf�uhrt werden.

Dies hat zur Konsequenz, da� sie mit abnehmendem Wert von � an der Stelle

z = 1 immer unstetiger werden.

- F�ur Li

5=2

(z) sind Funktion und Ableitung bei z = 1 stetig.

- F�ur Li

3=2

(z) ist nur noch die Funktion bei z = 1 stetig.

- Li

1=2

(z) ist an der Stelle z = 1 unstetig.

In unserem Fall ergeben sich die polylogarithmischen Funktionen aus den fol-

genden Integralen:

2

p

�

Z

1

0

dx

e

x

2

z

�1

� 1

=

2

p

�

Z

1

0

ze

�x

2

dx

1� ze

�x

2

=

2

p

�

Z

1

0

ze

�x

2

1

X

n=0

(ze

�x

2

)

n

dx =

=

2

p

�

1

X

n=1

z

n

Z

1

0

e

�nx

2

dx =

2

p

�

1

X

n=1

z

n

1

2

r

�

n

=

1

X

n=1

z

n

n

1=2

= Li

1=2

(z); (9:2)

2

Z

1

0

xdx

e

x

2

z

�1

� 1

= : : : = 2

1

X

n=1

z

n

Z

1

0

xe

�nx

2

dx =

= 2

1

X

n=1

�

�z

n

2n

�

h

e

�nx

2

i

1

0

=

1

X

n=1

z

n

n

= � ln(1� z) = Li

1

(z); (9:3)

4

p

�

Z

1

0

x

2

dx

e

x

2

z

�1

� 1

= : : : =

4

p

�

1

X

n=1

z

n

Z

1

0

x

2

e

�nx

2

dx =

= �

4

p

�

1

X

n=1

z

n

d

dn

Z

1

0

e

�nx

2

dx =

1

X

n=1

z

n

n

3=2

= Li

3=2

(z); (9:4)
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�

4

p

�

Z

1

0

x

2

ln(1 � ze

�x

2

)dx =

4

p

�

Z

1

0

x

2

1

X

n=1

(ze

�x

2

)

n

n

dx = (9:5)

=

4

p

�

1

X

n=1

z

n

n

Z

1

0

x

2

e

�nx

2

dx =

2

p

�

1

X

n=1

z

n

n

2

Z

1

0

e

�nx

2

dx =

1

X

n=1

z

n

n

5=2

= Li

5=2

(z):

9.1 Das Modell freier Fermionen

Als Fermionen sollen uns hier die Elektronen in einem Festk�orper dienen. Die-

ser Festk�orper sei quaderf�ormig mit Kantenl�angen L

x

, L

y

und L

z

und schlie�e

die Elektronenzust�ande vollst�andig ein, die sich im Innenraum jedoch kr�aftefrei

bewegen k�onnen. Als Wellenfunktion ergibt sich dann eine stehende Welle,

 � sin(k

x

x) sin(k

y

y) sin(k

z

z) mit k

i

=

n

i

�

L

i

;

wobei n

i

eine ganze Zahl ist. Die Energie jedes einzelnen Elektrons in einem

�au�eren Magnetfeld B ist gegeben als

"(

~

k; �) =

�h

2

~

k

2

2m

� g��B;

wobei g = 2 das gyromagnetische Verh�altnis und � = �

1

2

der Elektronenspin

ist. Bei der Berechnung des gro�kanonischen Potentials wird �uber die verschie-

denen Zust�ande summiert, also �uber solche, die sich in Spin und Wellenvektor

unterscheiden. Dabei ist bei der Summation �uber den Wellenvektor Vorsicht

geboten, denn zwei stehende Wellen, die sich lediglich um das Vorzeichen ei-

ner oder mehrerer der Wellenvektorkomponenten unterscheiden, sind identisch.

Soll �uber ganze Zahlen n

i

summiert werden, so ist also pro Dimension ein Fak-

tor 1=2 einzuf�ugen. Bei ausgeschaltetem Magnetfeld liefert die Summe �uber

die Spinzust�ande einen Faktor 2, es ergibt sich damit


 = �k

B

T

X

i

ln

�

1 + exp(��("

i

� �))

�

=

= �2k

B

T

1

8

X

fn

i

g

ln

�

1 + exp

�

� �

�

�h

2

�

2

2m

�

n

2

x

L

2

x

+

n

2

y

L

2

y

+

n

2

z

L

2

z

�

� �

���

:

Lassen wir die Kantenl�angen wachsen, so wird das gro�kanonische Potential als

extensive Gr�o�e proportional zum Volumen zunehmen. Daher ist es sinnvoll, im

Grenzfall unendlicher Kantenl�ange die Gr�o�e 
=V zu verwenden. Die Summe

�uber die ganzen Zahlen n

i

lassen wir in eine Summe �uber die Wellenzahlen k

i

�ubergehen, wobei die Di�erenz zwischen aufeinanderfolgenden Werten mit der

Kantenl�ange �uber

�k

i

=

�

L

i

,

�k

i

2�

=

1

2L

i
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in Beziehung steht. Mit V = L

x

L

y

L

z

ergibt sich dann




V

= �2k

B

T

X

fn

i

g

1

2L

x

1

2L

y

1

2L

z

ln

�

1 + exp

�

� �

�

�h

2

2m

~

k

2

(~n) � �

���

=

= �2k

B

T

X

fk

i

g

�k

x

�k

y

�k

z

(2�)

3

ln

�

1 + exp

�

� �

�

�h

2

~

k

2

2m

� �

���

und im Grenzfall L

i

!1, also �k

i

! 0,




V

= �2k

B

T

Z

d

3

k

(2�)

3

ln

�

1 + exp

�

� �

�

�h

2

~

k

2

2m

� �

���

: (9:6)

Aus dem gro�kanonischen Potential l�a�t sich mittels N = �@
=@� die Teil-

chenzahl N , aus 
=V folglich die Teilchendichte

1

v

=

N

V

= �

@

@�

�




V

�

=

2

�

Z

d

3

k

(2�)

3

� exp(��("(

~

k) � �))

1 + exp(��("(

~

k)� �))

=

= 2

Z

d

3

k

(2�)

3

1

exp(�("(

~

k)� �)) � 1

(9:7)

bestimmen. Eine

�

Ahnlichkeit des Integranden mit der Fermifunktion f aus

Gleichung (8.29) ist nicht zu �ubersehen.

9.1.1 Die Temperaturabh�angigkeit des chemischen Potentials

Die thermische Ausdehnung eines Festk�orpers wird von den Atomen, nicht je-

doch von den in ihm enthaltenen freien Elektronen mitgemacht. Wir k�onnen

daher sagen, da� die soeben berechnete Teilchendichte 1=v von der Temperatur

unabh�angig ist. Damit liefert Gleichung (9.7) aber eine implizite Gleichung f�ur

die Temperaturabh�angigkeit des chemischen Potentials �. Diese soll in diesem

Unterabschnitt gel�ost werden. F�ur T = 0, also � = 1, ist das Integral ein-

fach auszuf�uhren, da der Integrand hier die Stufenfunktion darstellt, die nur

f�ur "(

~

k) < � den Beitrag 1 liefert und sonst verschwindet. Wir de�nieren die

Fermienergie "

F

= �(T = 0) als das chemische Potential am absoluten Tempe-

raturnullpunkt. Da die Energie im Fall der freien Fermionen nur vom Betrag

des Wellenvektors abh�angt, k�onnen wir die zugeh�orige Fermiwellenzahl k

F

�uber

"(k

F

) := "

F

) k

2

F

=

2m"

F

�h

2

(9:8)

de�nieren. Das Integral l�auft daher nur bis j

~

kj = k

F

und liefert

1

v

= 2

Z

d

3

k

(2�)

3

1

exp(�("(

~

k) � "

F

)) + 1

= 8�

Z

k

F

0

k

2
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(2�)

3

=

k

3

F

3�

2

;
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also k

3

F

= 3�

2

=v und

�(T = 0) = "

F

=

�h

2

k

2

F

2m

=

�h

2

2m

�

3�

2

v

�

2=3

=: k

B

T

F

(9:9)

mit der Fermitemperatur T

F

. Auch f�ur endliche Temperaturen k�onnen wir das

dreidimensionale Integral durch Einf�ugen von

1 =

Z

+1

�1

�("� "

k

)d"; "

k

:= "(j

~

kj)

in ein eindimensionales Integral verwandeln,

1

v

= 2

Z

+1

�1

Z

d

3

k

(2�)

3

�(" � "

k

)d"

e

�("

k

��)

+ 1

= (9:10)

= 2

Z

+1

�1

d"

e

�("��)

+ 1

Z

d

3

k

(2�)

3

�(" � "

k

) = 2

Z

+1

�1

N(")d"

e

�("��)

+ 1

:

Dabei haben wir im letzten Schritt die Einteilchenzustandsdichte

N(") :=

Z

d

3

k

(2�)

3

�(" � "

k

) (9:11)

(N(") =

1

V

P

i

�(" � "

i

) f�ur diskrete Quantenzahlen i) eingef�uhrt. Lediglich

�uber diese Funktion ist das Integral von der speziellen Energieformel abh�angig.

Wir werden diese Unabh�angigkeit nicht dadurch zunichte machen, da� wir

diese Funktion nun explizit bestimmen. Stattdessen entwickeln wir sie in eine

Potenzreihe. Dies scheint allerdings zun�achst nicht hilfreich zu sein, da der

verbleibende Integrand f�ur " < � gegen 1 l�auft, die Potenzreihe also beliebig

genau bestimmt werden m�u�te. Hier hilft jedoch eine Ableitung, denn

@

@"
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4 cosh
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(
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besitzt bei " = � einen mehr oder weniger ausgepr�agten

"

Peak\ und acht

ansonsten schnell ab. Nach partieller Integration

1

v

=

�

2M(")

e

�("��)

+ 1

�

+1

�1

+

1

2

�

Z
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2

(

1

2
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l�a�t sich die Stammfunktion

M(") =

Z

"

�1

N("

0

)d"

0

(9:12)

um " = � entwickeln, der Randterm verschwindet an der unteren Grenze auf-

grund der De�nition dieser Stammfunktion, an der oberen Grenze aufgrund des
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Nennerausdrucks, wobei der Z�ahler endlich bleiben mu�, da ansonsten auch das

sich ergebende Integral nicht de�niert w�are. Mit der Substitution x =

1

2

�("��)

ergibt sich

1

v

=

1

2

�

Z

+1

�1

M(")d"
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M(� + 2xk

B

T )dx
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2

x

:

M(� + 2xk

B

T ) l�a�t sich nun um " = �, also um x = 0 entwickeln,
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B
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4

M

(4)

(�) + : : : :

Setzt man dies in das Integral ein, so zerf�allt es entsprechend der Potenzreihen-

entwickung in einzelne Integrale,

1
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=M(�)I
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I

n
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Z
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x

n
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cosh

2

x

=

8

>

>

<

>

>

:

2 f�ur n = 0
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n

�
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2
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�

�(n) f�ur n � 2 gerade

(9:13)

�(n) ist die bereits zu Beginn des Kapitels erw�ahnte Riemannsche Zetafunktion.

Es ergibt sich also I

1

= I

3

= : : : = 0 und

I

0

= 2; I

2

= �(2) =
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2
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=
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somit
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Nachdem wir diese formale Integration mittels der Reihenentwicklung vollzogen

haben, ist es nun an der Zeit, die Einteilchenzustandsdichte zu berechnen, sie

ergibt sich im Fall des freien Fermions zu
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wobei die Substitution "

0

= �h

2

k

2

=2m Verwendung fand. Es ergibt sich weiter
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:

Ersetzen wir schlie�lich die Teilchendichte gem�a� Gleichung (9.9) durch

1
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1
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�
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Diese Gleichung bestimmt implizit die Temperaturabh�angigkeit des chemischen

Potentials. Um sie explizit zu machen, verwenden wir den Ansatz

�(T ) = (1 + �
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Aus ihm ergibt sich durch Entwicklung bis zur Ordnung (K
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:

Durch Einsetzen in Gleichung (9.14) und Koe�zientenvergleich bez�uglich Po-

tenzen von T ergibt sich eine Bestimmung der Parameter �

2

und �

4

,
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und damit letztendlich

�(T ) =

�
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2

12

�

T

T

F

�

2

�

�

4

320
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+ : : :

�

�(0): (9:15)

Diese Entwicklung gilt verst�andlicherweise besonders gut f�ur Temperaturen,

die klein gegen�uber der Fermitemperatur T

F

sind. Wir werden diese Tieftem-

peraturn�aherung f�ur das chemische Potential sp�ater noch benutzen, um Gr�o�en

wie Entropie und spezi�sche W�arme zu bestimmen.

9.1.2 Die Temperaturabh�angigkeit des gro�kanonischen Potentials

Auch die Temperaturabh�angigkeit des gro�kanonischen Potentials l�a�t sich be-

stimmen, wobei dies in drei verschiedenen Bereichen geschehen soll. Beginnen

wollen wir mit dem absoluten Temperaturnullpunkt. Dort springt der Inte-

grand von
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� �)) (9:16)

f�ur "

k

> � auf Null, w�ahrend f�ur "

k

< � die Exponentialfunktion im Argument

des Logarithmus dominiert. Es ergibt sich so
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: (9:17)

Dieses Ergebnis birgt einen interessanten Aspekt. Aufgrund der thermodyna-

mische Relation " = �pV stellt der Ausdruck in Gleichung (9.17) den Druck

des fermionischen Gases am absoluten Nullpunkt dar, der nicht verschwindet.

Gehen wir zu h�oheren Temperaturen �uber, bei denen aber immer noch

eine Entwicklung der Energie um das chemische Potential herum sinnvoll er-

scheint, so gehen wir entsprechend wie im vorangegangenen Unterabschnitt

vor und f�ugen eine Eins ein, welche das Integrationsma� auswechselt und die

ausgewechselte Integration �uber die Energie zur Einteilchenzustandsdichte zu-

sammenf�ugt. Wir erhalten so




V

= �

2

�

Z

N(") ln(1 + e

��("��)

)d":

Eine Entwicklung der Einteilchenzustandsdichte um " = � erscheint zun�achst

wieder nicht sehr sinnvoll, da der verbleibende Integrand unpassend wichtet.

Auch eine partielle Integration auf
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e

�("��)
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f�uhrt zun�achst nicht zum Ziel. Erst die zweite partielle Integration
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macht die Entwicklung von Q(") sinnvoll. Die Substitution x = �("��)=2 und

die Entwicklung
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Der f�uhrende Term
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ist, wie zu erwarten, der bereits in (9.17) angegebene Term f�ur T = 0. Insge-

samt ist also
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): (9:18)

Als letztes wenden wir uns dem Bereich hoher Temperaturen zu. Dort ersetzen

wir das chemische Potential als Parameter durch die bereits fr�uher eingef�uhrte

Fugazit�at z = e

��

und erhalten in Kugelkoordinaten
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wobei wir die Substitution x =

q

��h

2

k

2

=2m und die thermische de Broglie-

Wellenl�ange

� =

s

2���h

2

m

=

r

�h

2

2�m

verwendeten. Hier kommt die zu Beginn des Kapitels eingef�uhrten polyloga-

rithmischen Funktionen zum Einsatz. Sie k�onnen f�ur hohe Temperaturen, also

f�ur z < 1, durch die dort angegebenen Potenzreihen ausgedr�uckt werden, sind

aber auch ansonsten de�niert. Die Teilchendichte erh�alt man durch Ableitung

des spezi�schen gro�kanonischen Potentials nach dem chemischen Potential,

und damit nach der Ableitungsregel (9.1)

1

v

=

�2

�

3

z

Li

3=2

(�z):

Nimmt man wie zu Beginn des Kapitels angedeutet an, da� die Teilchendichte

nicht von der Temperatur abh�angig ist, so kann man numerisch aus ihr z berech-

nen und dieses in Gleichung (9.19) einsetzen, um die Teilchenzahlabh�angigkeit

des gro�kanonischen Potentials zu bestimmen.



U. Brandt : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Seite 89

9.1.3 Entropie und spezi�sche W�arme

Ist das gro�kanonische Potential erst einmal bestimmt, so l�a�t sich aus ihm die

Entropie und die spezi�sche W�arme bestimmen. Dies wollen wir zum Abschlu�

dieses Abschnittes tun. Es ist
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): (9:20)

F�ur die Bestimmung der spezi�schen W�arme m�ussen wir etwas in der Erinne-

rung (oder im Skript) kramen. Die erste TdS-Gleichung (2.30) ergibt, da dS

ein totales Di�erential ist,
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:

Hier mu� nicht das chemische Potential �, sondern die Teilchenzahl N konstant

bleiben. Das hatten wir aber bei der Berechnung von �(T ) vorausgesetzt. Da

nun aber � von T abh�angt, verwenden wir die Kettenregel und erhalten
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); (9:21)

wobei wir d�=dT = O(T ) benutzten.

Ein letzter Nachsatz zu diesem Abschnitt: Man h�atte auch die innere

Energie pro Volumen berechnen k�onnen,
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): (9:22)

Die Ber�ucksichtigung der Temperaturabh�angigkeit des chemischen Potentials

ist hier notwendig, wird aber h�au�g vergessen. F�ur weitere Berechnungen von

spezi�schen W�armen und Suszeptibilit�aten verweise ich auf die Vorlesung zur

Festk�orpertheorie im n�achsten Semester bzw. auf das entsprechende Skript.

9.2 Wei�e Zwerge

Als Anwendung der Fermionentheorie soll ein Beispiel aus der Astrophysik be-

handelt werden, f�ur das der indische Physiker Chandrasekhar 1983 den No-

belpreis erhielt. Es handelt sich um die Beschreibung sogenannter wei�er

Zwergsterne. Diese besitzen etwa die Masse der Sonne, sind aber sehr dicht

(� � 10

7
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3

) und hei� (T � 10

7

K). Sie bestehen vollst�andig aus ionisier-

tem Helium (2n + 2p + 2e). Da die Masse der Nukleonen m
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� 1:67 � 10

�24

g
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Der Wei�e Zwergstern kann daher als Fermionisches Gas extrem hoher Dichte

angesehen werden. Um den Bereich der Thermodynamik auszuloten, in dem

dieses Gebilde zu betrachten ist, berechnen wir als charakteristische Gr�o�en

�uber Gleichung (9.9) die Fermi-Wellenzahl k

F

, die Fermi-Energie "

F

und die

Fermitemperatur T

F

,
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:

Die Fermi-Temperatur �ubersteigt die Temperatur des Sterns um einen Faktor

Tausend. Daher kann die N�aherung T � 0 verwendet werden. Andererseits

�ubersteigt die Fermi-Energie die Ruheenergie der Elektronen, so da� relativi-

stisch gerechnet werden mu�. Die eigentliche Leistung Chandrasekhars war die

Berechnung des Sternradius, der sich aus dem Gleichgewicht des Elektronen-

drucks und der Gravitation ergab, wobei letztere vor allem von den Nukleonen

hervorgerufen wird. Wir wollen diese Rechnungen nachvollziehen und bestim-

men dazu zun�achst die Energie der Elektronen pro Volumen,
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Das hier vorkommende, dimensionslose Integral kann nicht analytisch gel�ost

werden. F�ur die zwei Grenzbereiche k�onnen jedoch Potenzreihenentwicklungen

angegeben werden:
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dx =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

x

3

F

3

�

1 +

3

10

x

2

F

+ : : :

�

f�ur x

F

� 1,

x

4

F

4

�

1 +

1

x

2

F

+ : : :

�

f�ur x

F

� 1.

(9:23)

Die Gravitationsenergie setzen wir auf der anderen Seite an als

E

g

= ��

M

2

R

;

wobei � f�ur eine Punktmasse 1, f�ur eine homogene Massenverteilung aber 3=5

ist. M ist die Gesamtmasse des Sternes, also M = N

el

(m

p

+ m

n

+ m

e

) �
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2N

el

m

p

. Der wei�e Zwergstern werde ferner als kugelf�ormig angenommen.

Dann l�a�t sich sein Radius durch sein Volumen ausdr�ucken, R =

3

p

V=4�.

Wir wollen weiterhin die Ausdr�ucke vereinfachen, indem wir dimensionslose

Gr�o�en einf�uhren. Der Radius des Sterns wird zu diesem Zweck auf die Comp-

tonwellenl�ange, die Masse des Sterns im wesentlichen auf die Nukleonenmasse

zur�uckgef�uhrt,

R =

m

e

c

�h

�R; M =

9�

8m

p

�M:

Weitere sinnvolle Abk�urzungen sind

k =

m

e

c

2

12�

2

�

m

e

c

�h

�

3

und k

0

=

�

4�

�

8m

p

9�

�

2

�

m

e

c

�h

�

4

:

Damit schreiben wir nun um:

x

3

F

=

�h

3

k

3

F

m

3

e

c

3

=

�h

3

m

3

e

c

3

3�

2

v

=

3�

2

�h

3

m

3

e

c

3

N

el

V

=

9��h

3

N

el

4m

3

e

c

3

R

3

=

=

9�

4

N

el

R

3

=

9�M

8m

p

1

R

3

=

M

R

3

; also (9:24)

E

e

=

4

3�

m

e

c

2

Rf

�

M

1=3

R

�

und E

g

= ��

�

8m

p

9�

�

2

�

�h

m

e

c

�

�1

M

2

R

�1

und damit

E

ges

= E

e

+E

g

= 4�

�

�h

m

e

c

�

3

�

4kR

3

f

�

M

1=3

R

�

� k

0

M

2

R

�

;

also

E

ges

� 4kR

3

f

�

M

1=3

R

�

� k

0

M

2

R

: (9:25)

Wir betrachten nun die beiden Grenzf�alle:

9.2.1 Nichtrelativistischer Grenzfall

F�ur x

F

� 1 ist

E

ges

� 4kR

3

M

3R

3

�

1 +

3

10

�

M

2=3

R

2

�

+ : : :

�

� k

0

M

2

R

=

=

4

3

kM +

2

5

k

M

5=3

R

2

� k

0

M

2

R

+ : : : :

Der erste Term ist die Ruheenergie des Sterns. Sie h�angt nicht vom (redu-

zierten) Radius ab. Bestimmen wir nun die den Radius R

0

des Sterns, also

denjenigen Wert von R, bei dem ein Energieminimum vorliegt, so erhalten wir

@E

ges

@R

� �

4

5

k

M

5=3

R

3

+ k

0

M

2

R

2

!

= 0 , R

0

=

4k

5k

0

M

�1=3

: (9:26)

Damit gilt x

F

=M

1=3

=R �M

2=3

, d.h. x

F

ist klein, wenn die Masse des Sterns

klein ist.



Seite 92: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Thermodynamik

9.2.2 Ultrarelativistischer Grenzfall

F�ur x

F

� 1 ergibt sich

E

ges

� 4kR

3

M

4=3

4R

4

�

1 +

R

2

M

2=3

+ : : :

�

� k

0

M

2

R

=

= k

M

4=3

R

+ kM

2=3

R� k

0

M

2

R

:

Auch hier bestimmen wir das Energieminimum,

@E

ges

@R

� �

kM

4=3

R

2

+ kM

2=3

+ k

0

M

2

R

2

!

= 0

, R

2

0

=M

2=3

�

k

0

k

M

4=3

:

Mit der Bezeichnung M

2=3

0

:= k=k

0

erh�alt man

R

2

0

=M

2=3

�

M

4=3

M

2=3

0

=M

2=3

�

1�

�

M

M

0

�

2=3

�

, R

0

=M

1=3

q

1� (M=M

0

)

2=3

: (9:27)

F�ur Massen kleiner kleiner oder gleich

M

0

wird der Sternradius R

0

auf Null zu-

sammenschrumpfen. F�ur hinreichend gro�e

Massen funktioniert der hier beschriebene

Gleichgewichtsproze� (Elektronendruck ge-

gen Gravitation) also nicht mehr, der Stern

kollabiert. Machen wir uns klar, da� auch

die Nukleonen Fermionen sind, so k�onnen

wir als n�achstes eine gleichlaufende Rech-

nung f�ur diese aufstellen. Dies �andert le-

diglich die Konstante M

0

, das

"

Ergebnis\

ist ein Neutronenstern. F�ur noch h�ohere

Massen kollabiert der Stern dann allerdings

vollst�andig, man spricht dann von einem

schwarzen Loch.

M 0

R0

Mhochrelativistisch

nichtrelativistisch

Abb. 9.1 Sternradien-Massenabh�angigkeit

9.3 Modelle freier Bosonen

Bosonen sind Teilchen, die der Bosestatistik gen�ugen. Im Gegensatz zu Fermio-

nen, die einem Erhaltungssatz gen�ugen, k�onnen Bosonen erzeugt und wieder

vernichtet werden. Dies gilt insbesondere f�ur masselose Bosonen. Wir unter-

scheiden daher zwischen den sogenannten

"

echten\ Bosonen, die im n�achsten

Abschnitt behandelt werden sollen, und Photon und Phonon als Beispiele f�ur

masselose Bosonen, denen dieser Abschnitt gilt.
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9.3.1 Photonen

Photonen sind das Teilchenbild der elektromagnetischen Feldausbreitung, die

im sichtbaren Frequenzbereich als Licht sichtbar ist, sich aber auf das gesamte

Frequenzspektrum erstreckt. Sie werden dem Wellencharakter entsprechend

durch den Wellenvektor

~

k in Ausbreitungsrichtung der Welle und den Polari-

sationsvektor

~

� charakterisiert, welche zwei dazu senkrechte Polarisationsrich-

tungen kennzeichnet. Die Energie des Photons ist gegeben durch

"

k

= �h!

k

= �hkc; k = j

~

k j:

Daraus ergibt sich �uber die Verteilungsfunktion die innere Energie pro Volu-

men,

U

V

=

1

V

X

k;�

"

k

hn

k

i =

X

k;�

"

k

e

�"

k

� 1

:

Lassen wir die Summe in ein Integral �ubergehen und f�uhren gleichzeitig durch

Einf�ugen von 1 =

R

�("��hkc)d" die Photonenergie als Integrationsvariable ein,

so erhalten wir zun�achst formal

U

V

= 2

Z

d

3

k

(2�)

3

�hkc

e

��hkc

� 1

= 2

Z

+1

�1

d"

Z

d

3

k

(2�)

3

"�(" � �hkc)

e

�"

� 1

=

= 2

Z

+1

�1

"N(")d"

e

�"

� 1

; (9:28)

wobei der Faktor 2 aus der Summation �uber die zwei Polarisationsrichtungen

stammt, von denen die Energie nicht abh�angt. Die Einteilchenzustandsdichte

N(") l�a�t sich auch im Fall der Bosonen bestimmen, es ist

N(") =

Z

d

3

k

(2�)

3

�("� �hkc) =

1

2�

2

Z

1

0

�(" � �hkc)k

2

dk =

=

1

2�

2

�

1

�hc

�

3

Z

1

0

�("� "

0

)"

02

d"

0

=

�(")

2�

2

"

2

(�hc)

3

(9:29)

wobei wir "

0

= �hkc substituierten. Dies k�onnen wir einsetzen, wir erhalten

U

V

=

1

�

2

(�hc)

3

Z

1

0

"

3

d"

e

�"

� 1

: (9:30)

Diese Ausdruck f�ur die Energiedichte l�a�t sich auf zweifache Weise interpretie-

ren. Machen wir das Integral dimensionslos, indem wir x = �" substituieren,

so ergibt sich U=V � T

4

. Diese Anh�angigkeit ist unter dem Namen Stephan-

Boltzmannsches Gesetz bekannt. Andererseits kann man �uber " = �h! die

Kreisfrequenz ! einf�uhren und erh�alt so

U

V

=

�h

�

2

c

3

Z

1

0

!

3

d!

e

��h!

� 1

=:

Z

1

0

u(!; T )d!: (9:31)
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Die angegebene Formel f�ur die innere

Energie pro Volumen ist anwendbar auf

die Strahlungscharakteristik eines schwar-

zen Hohlraumstrahlers. Dieser gibt seine im

Innern erzeugte Strahlung durch ein kleines

Loch der

�

O�nungs�ache f nach au�en ab.

Die Intensit�at der Strahlung, also die Ener-

gie, die pro Zeiteinhait austritt, ist damit

gegeben durch

Df

Abb. 9.2 Hohlraumstrahler

I =

1

2

cf

Z

1

0

u(!; T )d!:

Der Faktor 1=2 r�uhrt daher, da� der Raumwinkel 4� durch das Loch in zwei

gleich gro�e Teile zerlegt wird. Die Photonenstrahlung ist isotrop, d.h. in alle

Richtungen gleich intensiv. Es k�onnen aber nat�urlich nur die Photonen ge-

messen werden, die den Hohlraum verlassen. Neben der Gesamtenergie lassen

sich noch andere Charakteristika der Hohlraumstrahlung bestimmen. Histo-

risch gesehen f�uhrten erst die Messungen zur Aufstellung der Formel (9.31) f�ur

die Spektralverteilung u(!; T ) durch Max Planck. Wir beschreiten hier dem

umgekehrten Weg und leiten die Charakteristika aus der angegebenen Formel

her. So ergibt sich beispielsweise das Maximum der Spektralfunktion aus dem

Maximum x

max

= 2:81214 : : : der Funktion x

3

=(e

x

� 1),

!

max

=

x

max

��h

=

x

max

T

k

B

�h

� T (Wiensches Verschiebungsgesetz): (9:32)

Aus U=V � T

4

ergibt sich weiterhin f�ur die spezi�sche W�arme

C

V

V

=

@

@T

�

U

V

�

� T

3

:

Schlie�lich l�a�t sich ein Zusammenhang der inneren Energie mit dem gro�kano-

nischen Potential pro Volumen herstellen. Letzteres ist nach Gleichung (8.28)

gegeben als




V

=

k

B

T

V

X

k;�

ln(1� e

��"

k

) ! 2k

B

T

Z

1

�1

N(") ln(1 � e

��"

)d";

wobei der

�

Ubergang zum Kontinuum vollzogen und zugleich die Einteilchenzu-

standsdichte eingef�uhrt wurde. Dieses Integral l�a�t sich partiell integrieren,
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= �
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�

Z

+1

�1

M(")

1� e

��"

�e

��"

d" = �2

Z

+1

�1

M(")d"

e

�"

� 1

:

Dabei ergibt sich f�ur die Stammfunktion

M(") =

Z

"

�1

N("

0

)d"

0

=

1

2�

2

�

1

�hc

�

Z

"

0

"

02

d"

0

=

�(")"

3

6�

2

(�hc)

3

;
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also




V

=

�1

3�

2

(�hc)

3

Z

1

0

"

3

d"

e

�"

� 1

= �

U

3V

:

Der Strahlungsdruck

p = �

@


@V

�

�

�

T

=

1

3

@U

@V

�

�

�

T

=

U

3V

ist damit ebenfalls proportional zu T

4

.

Auch in der Natur kommen schwarze Strahler vor. Das Strahlungsmaxi-

mum der Sonne beispielsweise liegt wie erwartet im Bereich des gr�unen sicht-

baren Lichtes, obwohl die Sonne kein idealer schwarzer Strahler ist.

9.3.2 Phononen und Einsteinsches Modell

Auch Phononen, also quantisierte Schwingungszust�ande eines Festk�orpers, wer-

den durch Wellenvektor

~

k und Polarisationsvektor

~

� beschrieben. Jedoch sind

zwei Unterschiede zu beachten. Zum einen kann die Wellenl�ange der Phononen

nicht die Gitterkonstante unterschreiten, was zur Folge hat, da� der Wellen-

vektor auf die erste Billouinzone beschr�ankt bleibt. Zum anderen existieren

hier drei Polarisationsrichtungen, neben den zwei transversalen noch eine lon-

gitudinale. Da die Ausbreitungsgeschwindigkeit unterschiedlich polarisierter

Phononen jedoch im allgemeinen verschieden ist, kann die Summation �uber

~

�

nicht trivial ausgef�uhrt werden. F�ur die innere Energie pro Volumen ergibt sich

U

V

=

X

�

Z

B

1

d

3

k

(2�)

3

"(

~

k;

~

�)

exp(�"(

~

k;

~

�)) � 1

=

X

�

Z

"N

�

(")d"

e

�"

� 1

: (9:33)

Soweit der allgemeine Formalismus. Um nun tats�achlich die Energieverteilung

bestimmen zu k�onnen, k�onnen entweder Parameter an die experimentell be-

stimmten Werte angepa�t oder verschiedene Modelle entwickelt werden. Wir

wollen letzteres tun und mit Einstein annehmen, da� alle Phononen dieselbe

Fequenz !

E

besitzen. Dann ist "(

~

k;

~

�) = �h!

E

und die Einteilchenzustands-

dichte

N � �(") =

Z

B

1

d

3

k

(2�)

3

�(�h!

E

� ") =

�(�h!

E

� ")

V

EZ

;

wobei V

EZ

das Volumen der Elementarzelle ist. Da die Zustandsdichte nicht

von der Polarisation abh�angig ist, lassen sich Summe und Integral in Glei-

chung (9.33) leicht ausf�uhren, es ist

U

V

=

3

V

EZ

�h!

E

e

��h!

E

� 1

und damit

C

V
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�h!

E

e
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��h!

E
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�h!

E
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�
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E
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sinh(��h!

E
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�
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:
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F�ur hohe Temperaturen (��h!

E

� 1) k�onnen wir die hyperbolische Sinusfunk-

tion entwickeln, es ergibt sich dann

C

V

V

�

3

V

EZ

(�h!

E

)

2

k

B

T

2

1

4(��h!

E

=2)

2

=

3k

B

V

EZ

:

Oft ist es sinnvoll, die W�armekapazit�at nicht pro Volumen, sondern pro Ele-

mentarzellen zu berechnen. Beachtet man, da� die Zahl der Elementarzellen

durch N = V=V

EZ

gegeben ist, so ergibt sich

C

V

= 3Nk

B

:

Dies zeigt, da� f�ur hohe Temperaturen die Anwendung der Quantenmechanik

(anders als bei Photonen) nicht erforderlich ist. Geht man dagegen zu tie-

fen Temperaturen (��h!

E

� 1), so ergibt sich nach diesem einfachen Modell

C

V

=V � e

���h!

E

. Dies entspricht nicht den Eigenschaften von Phononen. Wir

brauchen daher ein besseres Modell, das wir im folgenden Abschnitt als das

Debyesche Modell kennenlernen werden.

9.3.3 Phononenmodell nach Debye

F�ur gro�eWerte von � sorgt der Term (e

�"

�1)

�1

in Gleichung (9.33) daf�ur, da�

nur Beitr�age von kleinen Werten von " Bedeutung besitzen. Ist aber " klein,

so k�onnen wir den Ansatz �h!(

~

k;

~

� ) = �hc(

~

� )j

~

k j w�ahlen, womit die Rechnung

�ubernommen werden kann, die wir bereits f�ur Photonen durchgef�uhrt hatten

(vgl. Gleichung (9.29)). Es ergibt sich also auch hier

N

�

(") =

�(")

2�

2

x

2

(�hc

�

)

3

:

Dieses Verhalten gelte f�ur Energiewerte " zwischen 0 und einer Energieschwelle

"

D;�

, die dadurch bestimmt ist, da� das Integral bis zu dieser Schwelle die

Teilchendichte liefert,

Z

"

D;�

0

N

�

(")d" =

1

6�

2

"

2

D;�

(�hc

�

)

3

!

=

1

V

EZ

: (9:34)

Um die Energiedichte U=N zu berechnen, machen wir die Annahme, da� die

Schallgeschwindigkeit, also die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Photonen, iso-

trop ist, also nicht von der Ausrichtung im Kristall abh�angt, c

L

= c

T

. Dann

werden auch die Energieschwellen gleich einer einheitlichenDebyeschen Energie

"

D

, und es ergibt sich

U

N

=

U

V

V

EZ

= 3

Z

"

D

0

1

2�

2

"

2

(�hc)

3

"

e

�"

� 1

V

EZ

d":

Nun benutzen wir Gleichung (9.34), um V

EZ

durch "

D

auszudr�ucken. Durch

die Substitution t = �" bringen wir das Integral auf eine dimensionslose Form
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und de�nieren zugleich die Debyesche Temperatur T

D

durch "

D

= k

B

T

D

. Es

ergibt sich

U

N

=

3

2�

2

1

(�hc)

3

1

�

4

6�

2

(�hc)

3

"

3

D
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D

0

t

3

dt

e

t

� 1

=

= 3k

B

T � 3

�

T

T

D

�

3

Z

T

D

=T

0

t

3

dt

e

t

� 1

= 3k

B

T �D

�

T

D

T

�

:

Dabei haben wir die Debyesche Funktion D(x) benutzt, zu der wir gleich die

beiden Grenzf�alle angeben wollen,

D(x) :=

3

x

2

Z

x

0

t

3

dt

e

t

� 1

=

8

>

<

>

:

1�

3

8

x+ : : : f�ur x� 1,

�

4

5x

3

+O(e

�x

) f�ur x� 1.

Wir unterscheiden dementsprechend das Hochtemperaturverhalten (T � T

D

)

mit C

V

= 3Nk

B

+ : : : mit der normalen Z�ahlung von 3N harmonischen Oszil-

latoren vom Tieftemperaturverhalten (T � T

D

) mit

C

V

=

12�

4

5

Nk

B

T

3

T

3

D

+ : : :

T

D

l�a�t sich entweder durch eine Messung der Schallgeschwindigkeit oder auch

durch die Untersuchung des Tieftemperaturverhaltens experimentell bestim-

men. Tr�agt man das Verh�altnis C

V

=T gegen T

2

auf, so ergibt sich nach der

eben erw�ahnten Formel f�ur ein System aus Elektronen und Phononen bei nied-

rigen Temperaturen eine Gerade, die sich bis zum absoluten Temperaturnull-

punkt extrapolieren l�a�t. Die Steigung dieser Geraden nahe des Nullpunkts

liefert dann �uber obige Formel die Debyesche Temperatur.

9.4

"

Echte\ Bosonen

Unter

"

echten\ Bosonen wollen wir solche verstehen, die nicht wie Photon

und Phonon einfach erzeugt bzw. absorbiert werden k�onnen, indem man zum

Beispiel ein Atom anregt oder Licht auf ein Gitter fallen l�a�t. Ein �ubliches

Beispiel f�ur ein solches Bosonensystem ist das Helium-4-Gas.

9.4.1 Bosekondensation

Das gro�kanonische Potential war f�ur freie Bosonen gegeben als




V

=

1

V

X

k

k

B

T ln

�

1� e

��("

k

��)

�

=

=

1

�V

X

k

ln

�

1� ze

��"

k

�

; "

k

=

�h

2

k

2

2m

; z = e

��



Seite 98: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Thermodynamik

Durch Ableiten nach dem chemischen Potential erhalten wir die Teilchendichte

n =

1

v

=

1

V

X

k

1

z

�1

e

�"

k

� 1

:

Im Grenzfall eines unendlichen Volumens wird die Summe zu einem Integral.

Wir k�onnen diesen Grenz�ubergang allerdings nur dann vollziehen, wenn keiner

der Summanden divergiert. Das ist in diesem Fall aber nicht gegeben. F�ur

k = 0 wird "

k

= 0, der Summand divergiert f�ur z ! 1. Wir spalten daher

diesen Summanden ab und schreiben den Rest als Integral,

n =

1

v

=

z

(1� z)V

+

Z

d

3

k

(2�)

3
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z
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�"

k

� 1

:

Zur Berechnung des Integrals substitieren wir

x =

s

��h

2
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k und beachten � =

s
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2

�
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k
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:

(vgl. Gleichung (9.4)). Insgesamt ist also

n =

1

v

=

z

(1� z)V

+

Li

3=2

(z)

�

3

: (9:35)

Aus der Herleitung geht unschwer hervor, da� es sich bei z=(1� z) um die An-

zahl der Teilchen mit Energie "

k

= 0 handelt. Wir sagen, diese Teilchen seien

kondensiert. Stellen wir die dimensionslose Gr�o�e �

3

=v in Abh�angigkeit von

der Fugazit�at z dar, so ergibt sich f�ur endliches Volumen eine glatte, di�eren-

zierbare Kurve, die im Grenzfall eines unendlichen Volumens bei z = 1 in eine

senkrechte Gerade �ubergeht. Die Situation ist in Abbildung 9.3 dargestellt.

1

λ/υ

g

V unendlich

3/2(z)z
1

λ/υ

g3/2(z)z

g3/2(1) g3/2(1)

λ z
V 1-z

V endlich

Abb. 9.3 Bosekondensation f�ur endliches (links) und unendliches Volumen (rechts)
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Wir wollen uns im Folgenden auf den Fall unendlichen Volumens beschr�anken.

F�ur z < 1 verschwindet der Kondensationsterm, w�ahrend f�ur z = 1 ein unbe-

stimmter Ausdruck der Form

"

0=0\ auftritt, der sich in der senkrechten Gera-

den niederschl�agt, die im Punkt (1;Li

3=2

(1)) an die Kurve Li

3=2

(z) ansetzt. Wir

k�onnen das Diagramm auch spiegeln und es so interpretieren, da� sich bis zu

einem bestimmten Wert n�

3

die Zunahme dieses Produktes in einer Zunahme

der Fugazit�at und damit des chemischen Potentials niederschl�agt. Oberhalb

dieses Wertes jedoch bleibt die Fugazit�at auf dem konstanten Wert z = 1 ste-

hen, was anschaulich hei�t, da� alle hinzukommenden Teilchen kondensieren.

Der Wert

n�

3

=

�

3

v

= Li

3=2

(1) = �(3=2) (9:36)

markiert im Temperatur-Teilchendichte-Diagramm die Grenzkurve zwischen

der nichtkondensierten und der kondensierten Phase, die f�ur endliche Volumina

verschwimmt. Bei fester Temperatur T gibt es also eine kritische Dichte n

c

(T ),

genauso, wie es bei vorgegebener Teilchendichte n eine kritische Temperatur

T

c

(n) =

2��h

2

mk

B

1

�

2

c

=

2��h

2

mk

B

�

n

�(3=2)

�

2=3

gibt, die wir im Folgenden verwenden wollen, um die Anzahl der kondensierten

Teilchen pro Volumen anzugeben. Diese Anzahl ist f�ur festes n gegeben als

N

0

V

= n�

�(3=2)

�

3

= �(3=2)

�

1

�

3
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�
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�

:

Die Rechnung f�ur endliches Volumen ist weitaus komplizierter, da die Tempe-

ratur sowohl in � als auch in z, also auf beiden Seiten der Gleichung n�

3

=

Li

3=2

(z) vorhanden ist. Zur Bestimmung der kritischen Temperatur T

c

bei fest

vorgegebener Teilchendichte n emp�ehlt sich daher eine numerische Methode.

9.4.2 Die Situation der Potentiale

Wir wollen sehen, ob f�ur die thermodynamischen Potentiale ebenfalls eine Kon-

densation eintritt. Dazu betrachten wir zun�achst die innere Energie pro Volu-

men,

U

V

=

1

V

X

k

"

k

e

�("

k

��)

� 1

=

1

V

X

k

"

k

e

�"

k

z

�1

� 1

:

Hier ergibt sich dieses Problem nicht, da f�ur k = 0 auch der Z�ahler verschwin-

det. Wir k�onnen die innere Energie pro Volumen �ubrigens wieder durch eine po-

lylogarithmische Funktion ausdr�ucken, indem wir den Regeln (9.1){(9.5) noch

die Regel
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hinzuf�ugen. Es ergibt sich dann mit der gleichen Substitution wie im letzten

Unterabschnitt

U
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Auch f�ur das gro�kanonische Potential pro Volumen,
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Z

d

3

k
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3

ln(1 � ze

��"

k

) = �p

ergibt sich keine Kondensation. Diese Gr�o�e l�a�t sich gem�a� Gleichung (9.5)

ebenfalls durch eine polylogarithmische Funktion ausdr�ucken,
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3

Li

5=2

(z):

Auch wenn eine Kondensation f�ur die Potentiale nicht auftritt, schl�agt sie sich

doch in ihnen nieder. Aus dem vorangegangenen Unterabschnitt wissen wir,

wie wir die Fugazit�at z durch das spezi�sche Volumen v (implizit) ausdr�ucken

k�onnen,

g

3=2

(z) =

�

3

v

f�ur v >

�

3

�(3=2)

; z = 1 sonst: (9:38)

Beides zusammen liefert ein (v; p)-Diagramm, das demjenigen des van der

Waalsschen Gas sehr �ahnelt, mit dem einzigen Unterschied, da� die Kurve

unterhalb des Phasenmischzustandes nicht wieder ansteigt.

9.4.3 Die Entropie

Den Abschlu� soll mal wieder die Entropie bilden. Sie l�a�t sich aus dem

gro�kanonischen Potential durch Ableitung nach der Temperatur bestimmen,
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und damit
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Betrachten wir den kritischen Summanden k = 0, so strebt n

k

in der Tat f�ur

ein unbegrenztes Volumen proportional dazu gegen unendlich, n

0

� V . Doch

die spezielle Kombination, die in der Entropie auftaucht, verschwindet,
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Wir k�onnen also ohne Bedenken schreiben
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Nachdem dies gekl�art ist, wollen wir die Entropie nun �uber den Ausdruck

bestimmen, den wir bereits f�ur das gro�kanonische Potential erhalten haben.

Unter Beachtung der in Gleichung (9.1) gegebenen Ableitungsregeln f�ur die

polylogarithmischen Funktionen erhalten wir
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wobei wir im letzten Schritt Gleichung (9.38) eingesetzt haben, also f�ur die

Entropie pro Teilchen
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und f�ur T < T

c

wegen z = 1
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9.4.4 Die spezi�sche W�arme

Schlie�lich k�onnen wir die W�armekapazit�at C

V

ausrechnen,
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erhalten wir
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und damit die spezi�sche W�armekapazit�at
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F�ur T > T

c

m�ussen wir die Fugazit�at noch bei konstanter Teilchenzahl nach

der Temperatur ableiten. Wir erhalten aus
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Es ergibt sich also
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Der Anschlu� an das Niedertemperaturergebnis (9.41) ergibt sich aus der

�

Uber-

legung, da� g

1=2

(z) f�ur z = 1 singul�ar ist. Allerdings ist die Anschlu�stelle
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bei T = T

c

nicht di�erenzierbar. F�ur sehr hohe Temperaturen k�onnen wir die

polylogarithmischen Funktionen durch den jeweils ersten Reihenterm z n�ahern.

Dann ergibt sich

C

V

N

=

3

2

k

B

: (9:43)

Dieser Grenzwert besitzt die historische Bezeichnung �-Punkt . Wir sehen:

Bereits dieses realistische aber wechselwirkungsfreie Bosonensystem in drei Di-

mensionen zeigt ein sehr kompliziertes Verhalten. W�urden wir ein wechselwir-

kendes Bosonensystem, wie es das reale Helium-4-Gas darstellt, berechnen wol-

len, so m�u�ten wir damit auch die logarithmische Singularit�at erkl�aren k�onnen,

die sich f�ur die spezi�sche W�arme am Punkt T = T

c

ergibt (Abbildung 9.4).

υ

T Bosesystem( > T  )2 1

T1

p

Tc

1.92...
3/2

Phasendiagramm
nach Gleichung (9.38)

C   /NkBV

T

wechselwirkendes

Abb. 9.4 Spezi�sche W�arme wechselwirkungsfreier und wechselwirkender Bosonen

9.5 Rekapitulation

Die statistische Beschreibung war der Ausgangspunkt, um ein System vieler

Teilchen erfassen zu k�onnen. Das Postulat der mikrokanonische Verteilung

besagte, da� in einem System, das nach Au�en hin abgeschlossen ist, alle

Zust�ande der f�ur das System vorgegebenen Energie gleich wahrscheinlich sind.

Die Zustandsfunktion, die ein solches System beschreibt, stellt sich in ihrer

Abh�angigkeit von der Energie als Deltadistribution dar. Auch die Zustands-

funktionen der anderen Verteilungen, die wir betrachteten, besa�en irgendwo

ein mehr oder weniger scharfes Maximum. Um dieses Maximum konnten wir

dann die abgeleiteten thermodynamischen Gr�o�en entwickeln. In diesem Zu-

sammenhang ist es interessant zu beobachten, wie wir die Entropie aus fun-

damentalen Annahmen heraus de�nieren konnten. Die Verteilungen ergaben

sich dann geradezu nat�urlich aus der genannten Extraleigenschaft unter den

verschiedenen f�ur die Ensembles charakteristischen Nebenbedingungen.

Bei gro�en Systemen spielte es keine Rolle, welche Verteilung wir w�ahlten.

Sie erwiesen sich aber als unterschiedlich praktisch in ihrer Anwendung. W�ah-

rend sich beim idealen Gas sowohl kanonische als auch gro�kanonische Vertei-

lung bew�ahrten, war zur Berechnung der Wechselwirkungen die Verwendung

der kanonischen Verteilung g�unstiger. Die gro�kanonische Zustandssumme

schlie�lich benutzten wir, um spezielle Systeme wie das Elektronengas, den

Halbleiter, Wei�e Zwerge und Pseudo- wie auch echte Bosonen zu modellieren.
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IV. Systeme mit Phasen�uberg�angen

Zur Simulation von in der Natur beobachteten Phasen�uberg�angen, die uns in

diesem letzten gro�en Abschnitt besch�aftigen sollen, sind verschiedene Modelle

entwickelt worden. So werden wir als erstes das Ising-Modell , kennenlernen,

das weitaus verbreitetste der Modelle, auf die Landausche Theorie der Pha-

sen�uberg�ange eingehen, und schlie�lich �uber die Ginzburg-Landausche Theorie

auf ein noch allgemeineres Konzept vorsto�en, das der Renormierungstheorie,

welches auch f�ur die Elementarteilchentheorie von entscheidender Bedeutung

ist. Doch bevor wir auf das Ising-Modell eingehen, beginnen wir diesen dritten

Teil mit dem Konzept des Gittergases.

Die kleinkanonische Zustandssumme, in ihrer integralen Form auch als

Kon�gurationsintegral bekannt, war gegeben als
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Wir teilen nun den dreidimensionalen Kon�gurationsraum in Gitterzellen auf

und schreiben das Wechselwirkungspotential als
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wobei

~
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und nun lediglich den Ort der Gitterzelle angibt. Als einen der Anteile

dieses Potentials geben wir ein absto�endes Potential vor, das mit der Eigen-

schaft '̂

0

(

~

R

i

;

~

R

i

) =1 verhindert, da� sich zwei Teilchen in ein und derselben

Zelle be�nden. Unter diesen Voraussetzungen geht das Kon�gurationsintegral

in eine diskrete Summe �uber, und zwar eine Summe �uber die Besetzungszah-

len n

i

der einzelnen Gitterzellen, welche die Werte 0 und 1 annehmen k�onnen,

w�ahrend N =

P

i

n

i

die Gesamtzahl der Teilchen im Gitter angibt. Da keine

Teilchenanordnungen irrt�umlich mehrfach ber�ucksichtigt werden, f�allt der Fak-

tor 1=N ! weg. Ist schlie�lich v

0

das Volumen der einzelnen Zelle, so erhalten

wir

Q

N

=

�

v

0

�

3

�

N

X

fn

i

g

e

��V (fn

i

g)

�

N;�n

i

:

Die Bezeichnung

"

fn

i

g\ steht unter dem Summenzeichen als Kurzform f�ur ein

Produkt von einzelnen Summen �uber die n

i

von 0 bis 1,

X

fn

i

g

=

1

X

n

1

=0

1

X

n

2

=0

� � � ;

w�ahrend es als Argument der Teilchenzahldarstellung V des Potentials f�ur eine

entsprechende Anzahl von Argumenten steht,

V (fn

i

g) = V (n

1

; n

2

; : : : ):
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Das Kroneckersche Delta ist in der Praxis schlecht zu handhaben, daher l�ost

man sich von der fest vorgegebenen Teilchenzahl und geht zur gro�kanonischen

Zustandssumme �uber,

Z =

X

N

z

N

Q

N

=

X

N

�

v

0

z

�

3

�

N

X

fn

i

g

e

��V (fn

i

g)

�

N;�n

i

=

=

X

fn

i

g

z

0�n

i

e

��V (fn

i

g)

mit z

0

:=

v

0

z

�

3

: (10:1)

Dem eigentlich mehr hypothetisch eingef�uhrten Gittergas kam sp�ater f�ur ein

Gas in einem Metallgitter (z.B. Palladium) eine praktische Bedeutung zu. Hier

geschieht die Wechselwirkung der Gasmolek�ule dadurch, da� ein einzelnes Gas-

molek�ul den Kristall schwach weitet und es so einem weiteren Gasmolek�ul so

leichter macht, in seiner N�ahe einen Platz zu �nden. Will man dieses Modell

jedoch auf ein reales Gas anwenden, so ist eine sehr feine Unterteilung erfor-

derlich. Relativ leicht ist der Fall zu behandeln, wo die Wechselwirkung auf

eine Zweiteilchen-Wechselwirkung zur�uckgef�uhrt werden kann, wenn sich das

Potential also schreiben l�a�t als

V (fn

i

g) =

X

i<j

v

ij

(n

i

; n

j

):

Auf diesen Fall werden wir in diesem Abschnitt unser Hauptaugenmerk richten.

10. Das Ising-Modell

Bevor wir das Ising-Modell konstruieren, gehen wir auf ein Beispiel ein. Wir

betrachten einen Messingkristall, der zur H�alfte aus Kupfer- und aus Zinkato-

men besteht (Cu : Zn = 1 : 1). Am absoluten Temperaturnullpunkt T = 0K

sitzen die Kupferatome auf einem kubischen Gitter, w�ahrend die Zinkatome

ein um die halbe Raumdiagonale verschobenes Gitter besetzen. Beschreibt

n

i

die Besetzungszahl des i-ten Gitterpunktes durch ein Kupferatom, so ist

am absoluten Temperaturnullpunkt f�ur das Kupfergitter hn

i

i = 1 und f�ur das

Zinkgitter hn

i

i = 0 gegeben. Bei h�oheren Temperaturen steigt die H�au�gkeit

der Kupferatome an den Zinkpl�atzen, w�ahrend die an den Kupferpl�atzen ab-

nimmt. Ab einer Temperatur von T = 742K sind beide Mittelwerte gleich 0:5,

also Kupfer- und Zinkatome auf beide Teilgitter gleich verteilt. Man spricht : : :

: : : f�ur T < 742K vom �-Messing,

: : : f�ur T > 742K vom �-Messing.

Der experimentelle Nachweis gelingt durch R�ontgenstreuung. Man beobachtet

f�ur T � 742K die Reexe f�ur ein kubisches Gitter, f�ur T > 742K dagegen die

Reexe eines kubisch raumzentrierten Gitters.



Seite 106 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Thermodynamik

10.1 Konstruktion des Ising-Modells

Sehr h�au�g wird das Modell eines Gitters zur Beschreibung eines magneti-

schen Systems benutzt. Es sind dann nicht mehr die Besetzungszahlen, die

hier betrachtet werden, sondern die Ausrichtungen der einzelnen magnetischen

Momente (Spins) in einer bestimmten Quantisierungsrichtung. Es bedeutet : : :

: : : �

i

= +1: Spin

"

nach oben (")\, entspricht de�nitionsgem�a� n

i

= 1,

: : : �

i

= �1: Spin

"

nach unten (#)\, entspricht n

i

= 0.

Das Zweiteilchenpotential v

ij

in

V (f�

i

g) =

X

i<j

v

ij

(�

i

; �

j

)

kann unter Verwendung der Isotropie des Raumes und damit den Symmetrie-

eigenschaften v("; ") = v(#; #), v("; #) = v(#; ") umgeschrieben werden in

v

ij

(�

i

; �

j

) = �J

ij

�

i

�

j

+ v

0

ij

mit

v

0

ij

:=

1

2

(v

ij

("; ") + v

ij

("; #)); J

ij

:=

1

2

(v

ij

("; #) � v

ij

("; ")):

Die so vereinfachte potentielle Energie

V = V

0

�

X

i<j

J

ij

�

i

�

j

; V

0

:=

X

i<j

v

0

ij

beschreibt nur die Wechselwirkung zwischen den Spins. Legen wir zus�atzlich

ein Magnetfeld h an, so erhalten wir einen Zusatzterm, der proportional zum

magnetischen Moment � ist. Durch geeignete Wahl des Energienullpunktes

k�onnen wir schlie�lich V

0

zum Verschwinden bringen und landen bei dem Ising-

Modell

V

I

= �

X

i<j

J

ij

�

i

�

j

� h�

X

i

�

i

=

1

2

X

i 6=j

J

ij

�

i

�

j

� h�

X

i

�

i

(10:2)

(der Index I steht f�ur das Ising-Modell). Ising selbst fand f�ur das urspr�unglich

eindimensionaleModell keinen Phasen�uberg�ang und �ubertrug diese Eigenschaft

f�alschlicherweise auf h�ohere Dimensionen. Erst sp�ater fand Ohnsager diesen

Phasen�ubergang f�ur die zweidimensionale Erweiterung. Beachte, da� in unse-

rem Modell der Spin nicht als Vektor eingeht. Ber�ucksichtigt man Vektoren, so

gelangt man zu dem sehr viel komplizierteren Heisenberg-Modell , das hier nicht

behandelt werden kann. Die gro�kanonische Zustandssumme des Isingmodells

ist

Z

I

= e

��A

I

=

X

f�

i

g

exp(��V

I

): (10:3)
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Im Normalfall ist J

ij

> 0, der energetisch g�unstigste Fall ist derjenige, bei

dem alle Spins gleichgerichtet sind. Diese Eigenschaft ist als Ferromagnetis-

mus bekannt. Dagegen f�uhrt J

ij

< 0 zu ganz unterschiedlichen E�ekten je

nach Geometrie des Gitters. Ist das Gitter quadratisch, so ist der energetisch

niedrigste Zustand derjenige, bei dem die Spins abwechselnde Ausrichtungen

besitzen. Man spricht hier vom Antiferromagnetismus. In einem dreieckigen

Gitter ist diese Ausrichtung nicht m�oglich, es existieren verschiedene metasta-

bile Zust�ande, zwischen denen das System wechselt. Wir sprechen von der

sogenannten

"

Spinfrustration\.

10.1.1 Vergleich mit dem Gittergas

Wir haben bereits eine

�

Aquivalenz zwischen dem Ising-Modell und dem Modell

des Gittergases hergestellt, die sich zusammenfassend schreiben l�a�t als �

i

=

2n

i

� 1. F�ur das Gittergas ist die Teilchenzahl N =

P

i

n

i

, f�ur das Ising-

Modell die Magnetisierung M =

P

i

�

i

eine charakteristische Gr�o�e. Gem�a�

der Beziehung zwischen Spin und Besetzungszahl ergibt sich

hMi = 2hNi �N

0

(N

0

ist die Anzahl der Gitterpl�atze)

Magnetisierungsdichte m und Teilchendichte � sind verbunden �uber

m =

hMi

N

0

= 2�� 1; � =

hNi

N

0

: (10:4)

Wir benutzen schlie�lich die bisherigen

�

Aquivalenzen dazu, um eine Beziehung

zwischen den gro�kanonischen Zustandssummen herstellen zu k�onnen. Dazu

beginnen wir mit der Zustandssumme des Ising-Modells, in der wir bereits die

Spins durch die Besetzungszahlen ersetzt haben,

Z

I

=

X

fn

i

g

exp

�

� �

�

�

1

2

X

i 6=j

J

ij

(2n

i

� 1)(2n

j

� 1)� �h

X

i

(2n

i

� 1)

��

=

=

X

fn

i

g

exp

�

� �

�

� 2

X

i 6=j

J

ij

n

i

n

j

+

X

i 6=j

J

ij

n

i

+

X

i 6=j

J

ij

n

j

�

1

2

X

i 6=j

J

ij

+

� 2�h

X

i

n

i

+ �h

X

i

1

��

= e

��A

I

:

Die einfache Summe

J =

X

i(6=j)

J

ij

=

X

i(6=j)

J(

~

R

i

�

~

R

j

)

ist in Wirklichkeit unabh�angig vom Ort R

j

, da das Spingitter als translations-

invariant angenommen wird und im Idealfall keine R�ander besitzt. Daher kann

diese Konstante J aus der nachfolgenden Summation �uber j herausgezogen

werden, man erh�alt

X

i 6=j

J

ij

n

j

:=

X

j

X

i(6=j)

J

ij

n

j

= J

X

j

n

j

;

X

i 6=j

J

ij

n

i

= J

X

i

n

i
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und damit

Z

I

=

X

fn

i

g

exp

�

� �

�

� 2

X

i 6=j

J

ij

n

i

n

j

�

1

2

JN

0

� (2�h� 2J)

X

i

n

i

+ �hN

0

��

:

Durch Identi�kation mit

Z

G

= e

��


G

=

X

fn

i

g

exp

�

� �

�

1

2

X

i 6=j

v

ij

n

i

n

j

� �

G

X

i

n

i

��

(beachte die De�nition z

0

=: e

��

G

) ergibt sich

�4J

ij

b= v

ij

Z

I

b= Z

G

exp

�

�

�

�hN

0

�

JN

0

2

��

2�h� 2J b= �

G

A

I

b= 


G

+ �hN

0

�

JN

0

2

:

(10:5)

10.1.2 Das wechselwirkungsfreie Ising-Modell

Das einfachste Beispiel, das wir behandeln k�onnen, ist das wechselwirkungsfreie

Ising-Modell mit J

ij

� 0. Die Zustandssumme ist hier

Z

I

=

X

f�

i

g

e

��h�

i

�

i

=

X

f�

i

g

Y

i

e

��h�

i

=

Y

i

X

�

i

=�1

e

��h�

i

=

=

Y

i

(e

��h

+ e

���h

) = 2

Y

i

cosh(��h) = (2 cosh(��h))

N

0

: (10:6)

Aus der gro�kanonischen Zustandssumme k�onnen wir weitere Gr�o�en ableiten,

so die freie Energie

A

I

= �k

B

T lnZ

I

= �k

B

TN

0

ln(2 cosh(��h));

die Magnetisierung

M = h

X

j

�

j

i =

1

Z

I

X

f�

i

g

(

X

j

�

j

)e

��h�

i

�

i

=

=

1

��Z

I

@Z

I

@h

=

1

��

@

@h

lnZ

I

= �

1

�

@

@h

A

I

=

=

k

B

TN

0

�

�� sinh(��h)

cosh(��h)

= N

0

tanh(��h);

dieMagnetisierungsdichte m = tanh(��h) und schlie�lich die Suszeptibilit�at

� =

@m

@h

=

��

cosh

2

(��h)

! �� =

�

k

B

T

�

1

T

;

wobei zuletzt der Grenzfall h! 0 betrachtet wurde.
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10.1.3 Das wechselwirkungsfreie Gittergas

�

Ubersetzen wir das eben behandelte Beispiel in die

"

Gittersprache\, so ver-

schwinden mit J

ij

sowohl J wie v

ij

. Damit ergibt sich �

G

= 2�h und daraus

2�� 1 = tanh

�

��

G

2

�

; (10:7)

�N

0

k

B

T ln

�

2 cosh

�

��

G

2

��

= �p

G

V

G

+N

0

�

G

2

; (10:8)

wobei wir das gro�kanonische Potential seinerseits durch das Produkt aus

Druck und Volumen ausgedr�uckt haben, 


G

= �p

G

V

G

. Da sich das chemi-

sche Potential �

G

schlecht bestimmen l�a�t, wollen wir es aus den Gleichungen

entfernen. Dazu stellen wir Gleichung (10.7) nach der Fugazit�at z

0

um,

2�� 1 = tanh

�

��

G

2

�

=

e

��

G

� 1

e

��

G

+ 1

=

z

0

� 1

z + 1

, z

0

� 1 = (z

0

+ 1)(2� � 1) = 2�z

0

+ 2�� z

0

� 1 , z

0

=

�

1� �

:

Die Dichte � ist durch das Volumen v

0

= V

G

=V

0

der Gittergaszelle und das

Volumen v = V

G

=hNi darstellbar,

� =

hNi

N

0

=

v

0

v

) z

0

=

v

0

v � v

0

(v > v

0

)

Dies k�onnen wir in Gleichung (10.8) einsetzen und erhalten
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= p

G

V

G

N

0

= k

B

T ln

�
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�

�
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0
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�

:

Entwickeln wir diesen Ausdruck in eine Reihe in v

0

=v, so erhalten wir

pv

0

= k

B

T

1

X

�=1

1

�

�

v

0

v

�

�

) pv = pv

0

v
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0
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B
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1
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�=1

1

�

�
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0

v

�

��1

; (10:9)

ein Ergebnis, das wir bereits aus der Virialentwicklung erhielten (vgl. (7.17)).
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10.2 Die Molekularfeldn�aherung

Bevor wir zur Moekularfeldn�aherung kommen, halten wir fest, was die For-

schung auf diesem Gebiet bisher ergeben hat:

- Das Ising-Modell ist eindimensional f�ur ein endliches Magnetfeld l�osbar.

Bei kurzreichweitiger Wechselwirkung existiert kein Phasen�ubergang.

- Das Ising-Modell ist zweidimensional f�ur verschwindendes Magnetfeld und

eine Wechselwirkung zwischen den n�achsten Nachbarn l�osbar. Ein Pha-

sen�ubergang ist in diesem Fall m�oglich.

- Das unendlichdimensionale Ising-Modell ist samt Phasen�ubergang voll-

st�andig l�osbar, jedoch unphysikalisch und damit uninteressant.

10.2.1 Ferromagnetismus und spontane Magnetisierung

Wir werden in diesem Abschnitt eine e�ektive Theorie kennenlernen, welche

in der Lage ist, die spontane Magnetisierung zu modellieren, die einen we-

sentlichen Baustein zur Erkl�arung des Ferromagnetismus darstellt. Unter der

spontanen Magnetisierung verstehen wir dabei das Ph�anomen, da� nach dem

Herunterfahren eines von au�en angelegten Magnetfeldes eine Restmagnetisie-

rung in Richtung des Magnetfeldes erhalten bleibt.

Zur Berechnung der Magnetisierung ben�otigen wir den Mittelwert des

Spins,

h�

l

i =

P

f�

i

g

�

l

e

��V (f�

i

g)

P

f�

i

g

e

��V (f�

i

g)

:

Gem�a� Ising-Modell geht �

i

f�ur verschwindendes Magnetfeld quadratisch in

das Potential V ein, wir erhalten demzufolge V (f�

i

g) = V (f��

i

g) und daher

ein Verschwinden des Mittelwertes. F�ur endliches Magnetfeld h spalten wir

die Energiesumme in Terme mit i = l oder j = l und solche auf, die l nicht

enthalten,
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:

Verwenden wir diese neuen Parameter V

0

und h

0

, so k�onnen wir den Mittelwert

des Spins schreiben als

h�

l

i =

i 6=l

X

f�

i

g

X

�

l

=�1

�

l

e

��V

i 6=l

X

f�

i

g

X

�

l

=�1

e

��V

=

i 6=l

X

f�

i

g

e

��V

0

X

�

l

=�1

�

l

e

���h

0

�

l

i 6=l

X

f�

i

g

e

��V

0

X

�

l

=�1

e

���h

0

�

l

=



U. Brandt : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Seite 111

=

i 6=l

X

f�

i

g

e

��V

0

sinh(��h

0

)

i 6=l

X

f�

i

g

e

��V

0

cosh(��h

0

)

: (10:10)

Dies hilft uns an diesem Punkt zun�achst nicht weiter, da h

0

weiterhin von al-

len Spins abh�angt, die hyperbolischen Funktionen daher nicht aus der Summe

herausgezogen und der Rest gek�urzt werden kann. Wir werden aber sehen,

da� die in diesem Kapitel vorgestellte N�aherungsl�osung gerade auf dies hin-

ausl�auft. Doch was bestimmt die Abh�angigkeit von h

0

von den anderen Spins?

Es ist ziemlich o�ensichtlich der bilineare Term. Uns w�are geholfen, wenn wir

V (f�

i

g) = ��h

e�

P

i

�

i

schreiben k�onnten, oder, in Gestalt des Hamiltonschen

Operators ausgedr�uckt, wenn wir

^

H = �

1

2

X

i 6=j

J

ij

�̂

i

�̂

j

� �h

X

i

�̂

i

durch

^

H

0

= ��h

e�

X

i

�̂

i

n�ahern k�onnten. Wie m�u�te ein passendes e�ektives Magnetfeld h

e�

aussehen?

Dazu erinnern wir uns an den Eindeutigkeitsbeweis aus Kapitel 8.4. Dort

hatten wir S

0

� S f�ur eine Entropie S

0

erhalten, die auf einer anderen als der

durch Minimierung erreichten Verteilung beruhte, wobei beide Verteilungen

denselben Erwartungswert f�ur den Hamiltonschen Operator ergeben sollten,

h

^

Hi

0

= h

^

Hi. Ist S

0

die Entropie zum e�ektiven Hamiltonschen Operator, so

k�onnen wir in die Ungleichung einsetzen,

h

^

H

0

i

0

�A

0

= TS

0

� TS = h

^

Hi �A = h

^

Hi

0

�A:

Wir erhalten

A � A

0

+ h

^

H�

^

H

0

i

0

: (10:11)

Eine gute N�aherung f�ur

^

H

0

an

^

H ist also eine solche, bei der die rechte Seite

der Ungleichung (10.11) m�oglichst klein wird. Damit ist unsere Aufgabe also,

die rechte Seite bez�uglich h

e�

zu minimieren. Der Erwartungswert auf dieser

Seite ist gegeben als

h

^

H�

^

H

0

i

0

= �

1

2

X

i 6=j

J

ij

h�̂

i

�̂

j

i

0

� �(h� h

e�

)

X

i

h�̂

i

i

0

:

Um weiterrechnen zu k�onnen, zeigen wir nun, da� h�̂

i

�̂

j

i

0

= h�̂

i

i

0

h�̂

j

i

0

f�ur

i 6= j gilt, und wir tun dies, indem wir eine Zustandssumme de�nieren, die
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es erm�oglicht, durch Ableitung nach dem Magnetfeld die Erwartungswerte zu

erzeugen,

Z

0

:= Sp

�

e

��

^

H

0

�

= Sp

�

e

���

i

h

i

�̂

i

�

:

Damit gilt

@

@h

i

ln

�
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�

e

��

^

H

0

��

=

1

Z

0

Sp

�

���̂

i

e

��

^

H

0

�

= ��h�̂

i

i

0

;

@

2

@h

i

@h

j

ln

�

Sp

�

e

��

^

H

0

��

=

= �

1

Z

2

0
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�

���̂

i

e
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^

H

0

�
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�

���̂

j

e

��

^

H

0

�

+

1

Z

0
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�

�

2

�

2

�̂

i

�̂

j

e

��

^

H

0

�

=

= �

2

�

2

(h�̂

i

�̂

j

i

0

� h�̂

i

i

0

h�̂

j

i

0

) :

Anders betrachtet, kann der Erwartungswert des iten Spins aber nicht vom

Magnetfeld h

j

am jten Spin abh�angen. Es ist daher

h�̂

i

�̂

j

i

0

� h�̂

i

i

0

h�̂

j

i

0

=

@

@h

j

�

(��)

�1

h�̂

i

i

0

�

= 0:

Wir kehren nun zum e�ektiven Magnetfeld h

e�

zur�uck, das als unabh�angig vom

Ort aus der Summe herausziehen k�onnen. Die freie Energie ist ebenfalls durch

die Zustandssumme Z

0

gegeben als

A

0

= �

1

�

lnZ

0

= �

1

�

ln

�

Sp

�

e

��h

eff

�

i

�̂

i

��

:

Wir erhalten damit

@

@h

e�

h

^
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^

H

0

i

0

=

@
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0
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i
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0
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J
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i

0
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i
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)

X

i
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i

i

0
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0
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i
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)

@
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)
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i
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i
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, �

X

j
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j

i

0
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0

@

X

i(6=j)

J

ij

h�̂

i

i

0

� �(h� h

e�

)

1

A

!

= 0:

Damit sind wir bei der Molekularfeldn�aherung angelangt,

�h

e�

= �h+

X

i(6=j)

J

ij

h�̂

i

i

0

: (10:12)
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Diese de�niert ein e�ektives Magnetfeld, das nun nicht mehr von den Spins,

sondern nur noch von ihren Erwartungswerten abh�angig ist, h

e�

= h

e�

(h�

i

i).

Schreiben wir Gleichung (10.10) um, indemwir h

0

durch h

e�

ersetzen, so k�onnen

wir tats�achlich die hyperbolischen Funktionen aus den Summen herausziehen

und erhalten

m = h�

l

i = tanh(��h

e�

(h�

i

i)) ,

artanhm = ��h

e�

(h�

i

i) = ��h+ �

X

i(6=l)

J

il

h�

i

i

oder

artanhm = ��h+ �Jm: (10:13)

Wir wollen diese Gleichung diskutieren und betrachten dazu den linken Teil

der Abbildung 10.1. ��h + �Jm ist in Abh�angigkeit von der Magnetisierung

m eine Gerade mit Achsenabschnitt ��h und Steigung �J . Da die Steigung

der Funktion artanhm an der Stelle m = 0 ihren Minimalwert 1 annimmt,

unterscheiden wir zwei F�alle:

a) F�ur �J < 1 erh�alt man genau eine L�osung, wenn man die Gerade mit der

Funktion artanhm zum Schnitt bringt.

b) F�ur �J gibt es erneut verschiedene M�oglichkeiten:

b

1

) Eine L�osung

b

2

) Eine und eine doppelte L�osung

b

3

) Drei L�osungen

h

-1

+1
b   b   b3   2   1a

Artanh(m)

m m
+1

-1

spontane
Magnetisierung

Abb. 10.1 Bestimmung der L�osungen zur spontanen Magnetisierung

Um zu erkennen, welche dieser L�osungen f�ur �J > 1 die physikalisch sinnvolle

ist, �ubertragen wir die L�osung punktweise in ein Diagramm f�ur Magnetfeld

und Magnetisierung, das in Abbildung 10.1 rechts dargestellt ist. Nur die dick

eingezeichneten Kurventeile sind physikalisch sinnvoll, da nur sie durch einen

Grenz�ubergang von h = �1 auf h = 0 erreicht werden k�onnen. Bei h = 0

ergibt sich dann in der Tat die spontane Magnetisierung. Die Fallgrenze �J = 1

kennzeichnet den Phasen�ubergang. Durch J =: k

B

T

C

l�a�t sich schlie�lich eine

entsprechende Curie-Temperatur T

C

de�nieren.
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10.2.2 Die freie Energie des Ising-Modells

Die Kenntnis der Magnetisierung des betrachteten Systems soll durch wei-

tere Gr�o�en erg�anzt werden. Die Helmholtzsche freie Energie pro Gitterzelle,

a(T; h) := A=N

0

l�a�t sich im Prinzip bestimmen, denn mit einer bekannten

Funktion m(h) ist der Schritt

@a

@h

�

�

�

T

= ��m ) a(T; h) = ��

Z

h

h

0

m(h

0

)dh

0

(10:14)

kein Problem. Einziger Haken an der Sache ist, da� m(h) nur implizit �uber

Gleichung (10.13) gegeben ist. Doch wir helfen uns hier und f�uhren eine Sub-

stitution durch, die es uns erm�oglicht, statt �uber das Magnetfeld �uber die

Magnetisierung zu integrieren, denn h(m) kennen wir aus Gleichung (10.13)

explizit,

h(m) =

1

��

artanhm�

Jm

�

)

dh(m)

dm

=

1

��(1�m

2

)

�

J

�

:

Damit erhalten wir

a(m) = a(m

0

) � �

Z

m

m

0

m

0

dh(m

0

)

dm

0

dm

0

=

= a(m

0

) �

Z

m

m

0

m
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�

1

�(1�m

02
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� J
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0

=

= a(m

0

) �

�

1

2�

ln(1 �m

02

) +

1

2
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02

�

m

m

0

=

=

1

2�

ln(1�m

2

) +

1

2

Jm

2

+ a(m

0

) �

1

2�

ln(1�m

2

0

) �

1

2

Jm

2

0

=

=

1

2�

ln(1�m

2

(T; h)) +

1

2

Jm

2

(T; h) +  (T ): (10:15)

Dabei haben wir im letzten Schritt das Ergebnis erneut durch die kanoni-

schen Variablen T und h ausgedr�uckt, wobei wir alle nicht vom Magnetfeld

abh�angigen Gr�o�en zu einer Funktion  (T ) zusammengefa�t haben. Diese

Funktion gilt es als n�achstes zu bestimmen. Da sie nicht vom Magnetfeld

abh�angt, k�onnen wir zu ihrer Bestimmung eines w�ahlen, f�ur das uns die Be-

stimmung m�oglich ist. Es bietet sich hier der Grenzfall h ! 1 an, in dem

wir Gleichung (10.13) nun endlich iterativ f�ur m l�osen k�onnen, indem wir den

Ausdruck artanh(��h+ �Jm) f�ur gro�e Argumente entwickeln und dabei

tanhx =

1� e

�2x

1 + e

�2x

= 1� 2e

�2x

+ 2e

�4x

+O(e

�6x

)

f�ur x� 1 verwenden. Damit ist

m = tanh(��h+ �Jm) = 1� 2e

�2��h�2�Jm

+ : : :
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Die nullte Ordnung liefert m

(0)

= 1. Diese reicht zum Einsetzen in den Loga-

rithmus der Gleichung (10.15) noch nicht aus. Also setzen wir diese Ordnung

erneut in die rechte Seite der Entwicklungsformel ein und erhalten als erste

Ordnung

m

(1)

= 1� 2e

�2��h�2�J

:

Der Fehler, den wir bei der Verwendung dieser ersten Ordnung machen, ist von

der Gr�o�enordnung e

�4��h

. Wir erhalten bis zu dieser Ordnung

1� (m

(1)

)

2

� 1�

�

1� 4e

�2��h�2�J

�

= 4e

�2��h�2�J

;

ln

�

1� (m

(1)

)

2

�

� ln 4� 2��h� 2�J = 2 (ln 2� ��h� �J) :

Eingesetzt ergibt sich

a(T; h) �

1

�

(ln 2���h��J)+

1

2

J+ (T ) =

ln2

�

+ (T )�

1

2

J��h: (10:16)

Dabei gen�ugte f�ur den linearen Term in m die nullte Ordnung. F�ur starke Ma-

gnetfelder ist also a(T; h) = ��h+ const. Diese Konstante gilt es im n�achsten

Schritt zu bestimmen. Denn kennen wir sie, so k�onnen wir mit Hilfe von Glei-

chung (10.16) auch  (T ) ausrechnen. Zu diesem Zwecke berechnen wir a(T; h)

f�ur starke Magnetfelder erneut auf einem anderen Weg, n�amlich �uber

a = �

1

�N

0

lnZ mit Z �

X

f�

i

g

exp

0

@

1

2

�

X

i 6=j

J
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�

i

�

j

+ ��h

X

i

�

i

1

A

:

Ohne sie zu kennen, schr�anken wie die Zustandssumme so ein, da� im Grenzfall

h ! 1, der uns interessiert, nur ein Ergebnis in Frage kommt. Z ist als

Summe von positiven Termen sicherlich gr�o�er als jeder einzelne von ihnen,

insbesondere also derjenige, bei dem alle Spins

"

nach oben\ ausgerichtet sind

(�

i

= �

j

= 1),

Z > exp

0

@

1

2

�

X

i 6=j

J

ij

1 � 1 + ��h

X

i

1

1

A

= exp

�

1

2

�JN

0

+ ��hN

0

�

:

Dies ist zugleich der gr�o�te der Summanden, wie klar ersichtlich ist. Daher

ist Z kleiner oder gleich der Zustandssumme f�ur parallel ausgerichtete Spins

(�

i

�

j

= 1, �

i

= �1),

Z �

X

f�

i

g

exp

0

@

1

2

�

X

i 6=j

J

ij

+ ��h

X

i

�

i

1

A

= exp

�

1

2

�JN

0

�

(2 cosh(��h))

N

0

wobei wir den ersten Faktor aus der Spinsumme herausziehen konnten. Auf die

Helmholtzsche freie Energie a(T; h) umgeschrieben, lauten die Ungleichungen

�

1

2

J �

1

�

ln(2 cosh(��h)) � a < �

1

2

J � �h:
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Im Grenzfall h!1 k�onnen wir entwickeln,

ln(2 cosh(��h)) = ln e

��h

+ ln

�

1 + e

�2��h

�

� ��h+ e

�2��h

;

womit beide Seiten der Ungleichungskette identisch werden und den Wert

a(T; h =1) = �

1

2

J � �h

liefern. Vergleichen wir dies mit Gleichung (10.16), so stellen wir mit Freuden

fest, da� sich eine ganze Reihe von Termen heraushebt. Es bleibt

 (T ) = � ln 2=� = �k

B

T ln 2

und damit schlie�lich, wiederum in Gleichung (10.15) eingesetzt,

a(T; h) =

1

2

Jm

2

(T; h) +

1

2

k

B

T ln

�

1�m

2

(T; h)

�

� k

B

T ln 2: (10:17)

10.2.3 Das Gibbs'sche Potential des Ising-Modells

Es ist noch immer unsch�on, da� wir die Magnetisierung m als Funktion des

Magnetfeldes h ausdr�ucken m�ussen. Nichts liegt da n�aher, als eine Legendre-

Transformation zu einer Funktion g(T;m) durchzuf�uhren (vgl. Abschnitt 4.4),

g(T;m) = a(T; h(T;m)) � h(T;m)

@a

@h

�

�

�

h(m)

= ~a(T;m) + �h(T;m)m:

~a(T;m) kennen wir nach Gleichung (10.17), und schlie�lich l�a�t sich auch h

durch T und m ausdr�ucken,

h(T;m) =

1

��

artanhm�

Jm

�

=

1

2��

ln

�

1 +m

1�m

�

�

Jm

�

:

Folglich ist

g(T;m) =

1

2

Jm

2

+

1

2�

ln((1 �m)(1 +m))�

1

�

ln 2+

+

m

2�

ln

�

1�m

1 +m

�

� Jm

2

= (10:18)

= �

1

2

Jm

2

+

1

2

k

B

T ((1 +m) ln(1 +m) + (1�m) ln(1�m))� k

B

T ln 2:

Eine Bemerkung mu� hier angef�ugt werden. Wir haben die Helmholtzsche

freie Energie pro Gitterzelle genauso aus der Zustandssumme entwickelt wie

die freie Energie selbst (vgl. (6.8)). Die Gibbs'sche freie Energie ergab sich

dann durch eine Laplace-Transformation. In einigen Literaturstellen sind diese

beiden Energien jedoch gerade vertauscht. Die Begr�undung ist, da� die Helm-

holtzsche freie Energie in der Ph�anomenologie das Volumen, also eine extensive

Gr�o�e enth�alt. Die totale Magnetisierung M = mN

0

ist ebenfalls eine exten-

sive Gr�o�e, daher sollte die Helmholtzsche freie Energie pro Gitterzelle eine

Funktion dieser Gr�o�e sein. Wir werden dieser Maxime nicht folgen.
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10.2.4 Die spezi�sche W�arme des Ising-Modells

Die Entropie l�a�t sich sowohl aus der Helmholtzschen wie der Gibbs'schen freien

Energie berechnen,

s =

S

N

0

= �

@a

@T

�

�

�

h

; s = �

@g

@T

�

�

�

m

:

Wir w�ahlen die zweite Variante und erhalten

s = �

1

2

k

B

((1 +m) ln(1 +m) + (1�m) ln(1 �m)) + k

B

ln 2: (10:18)

Eine sinnvolle physikalische Gr�o�e ist nur die spezi�sche W�arme bei konstan-

tem Magnetfeld, da sich die Magnetisierung mit der Temperatur �andert. Wir

erhalten

c

h

T

=

C

h

N

0

T

=

@s

@T

�

�

�

h

= �

1

2

k

B

(ln(1 +m)� ln(1 �m))

@m

@T

�

�

�

h

: (10:19)

Bevor wir uns der Aufgabe zuwenden, die sich anscheinend nicht umgehen l�a�t,

n�amlich die Ableitung der Magnetisierung nach der Temperatur bei konstan-

tem Magnetfeld zu berechnen, versuchen wir das Ergebnis f�ur h = 0 in den

verschiedenen Temperaturbereichen zu diskutieren. F�ur T > T

C

ist m = 0 und

folglich auch c

h

= 0. Da dies in Wirklichkeit nicht so ist, erkennen wir hier

die Grenzen der Molekularfeldn�aherung. F�ur T < T

C

ist m die spontane Ma-

gnetisierung, die stark temperaturabh�angig ist. Damit verschwindet c

h

nicht.

F�ur T ! T

C

schlie�lich divergiert die Ableitung der Magnetisierung nach der

Temperatur. Der Ausdruck in Klammern wird zwar gegen Null laufen, der

Gesamtausdruck aber bleibt endlich.

Um die Ableitung in der N�ahe von T

C

bestimmen zu k�onnen, beachten

wir, da� nahe der Curietemperatur T

C

f�ur verschwindendes Magnetfeld auch

die Magnetisierung klein ist. Damit k�onnen wir Gleichung (10.13) entwickeln

und erhalten f�ur h = 0

artanhm � m+

1

3

m

3

=

T

C

m

T

:

Diese Gleichung besitzt drei L�osungen, von denen die triviale L�osung m = 0

unphysikalisch ist. Es bleibt

1

3

m

2

=

T

C

T

� 1 �

T

C

� T

T

C

, m = �

r

3

T

C

� T

T

C

�

�

T

C

� T

T

C

�

1=2

:

(10:20)

Diese N�aherung f�ur die Magnetisierung kann man nun bei konstantem Magnet-

feld h = 0 nach der Temperatur ableiten und erh�alt

@m

@T

�

�

�

h=0

=

@

@T

r

3

T

C

� T

T

C

= �

1

2

r

3

T

C

1

p

T

C

� T

�

�

T

C

� T

T

C

�

�1=2

:



Seite 118 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Thermodynamik

Dieser Term divergiert tats�achlich f�ur T ! T

C

. Schlie�lich m�ussen wir noch

den Klammerausdruck in Gleichung (10.19) f�ur verschwindendeMagnetisierung

bestimmen,

�

1

2

k

B

(ln(1 +m)� ln(1 �m)) � �k

B

m:

Zusammen ergibt sich dann schlie�lich

c

h

� �k

B

T �m

@m

@T

�

�

�

h=0

= k

B

T

r

3

T

C

� T

T

C

1

2

r

3

T

C

1

p

T

C

� T

=

3

2

k

B

T

T

C

:

(10:21)

Wie in der nebenstehenden Abbildung 10.2

gezeigt, ergibt sich f�ur Werte unterhalb von

T = T

C

ein linearer Anstieg, der an der Cu-

rietemperatur spontan auf Null abf�allt. F�ur

das zweidimensionale Ising-Modell erh�alt

man an dieser Stelle eine logarithmische Sin-

gularit�at. Die Unstetigkeit f�ur c

h

, welche

die Molekularfeldn�aherung aufweist, ist in

einem Supraleiter sogar experimentell fest-

zustellen. Die Molekularfeldn�aherung ist

also eine gute N�aherung f�ur Supraleiter.

Tc

Ch

T

Abb. 10.2 Unstetigkeit der W�armekapazit�at

10.2.5 Die Suszeptibilit�at des Ising-Modells

Die Suszeptibilit�at �(T; h) f�ur die Molekularfeldn�aherung des Ising-Modells er-

halten wir, indem wir Gleichung (10.13) nach dem Magnetfeld h ableiten,

1

1�m

2

@m

@h

�

�

�

T

= ��+ �J

@m

@h

�

�

�

T

,

� =

@m

@h

�

�

�

T

=

��

1

1�m

2

� �J

=

�(1 �m

2

)

k

B

(T � (1 �m

2

)T

C

)

; (10:22)

wobei wir J = k

B

T

C

eingesetzt haben. Wir interessieren uns f�ur die Nullfeld-

suszeptibilit�at �(T; h = 0) und unterscheiden wie �ublich zwei F�alle. F�ur T > T

C

ist m(t; h = 0) = 0, also

�(T > T

C

; h = 0) =

�

k

B

(T � T

C

)

: (10:23)

Diese Gleichung stellt das Curie-Wei�sche Gesetz dar. F�ur T < T

C

ist dagegen

m(T; h = 0) 6= 0. Wir k�onnen aber nahe der Curietemperatur T

C

das Magnet-

feld gem�a� Gleichung (10.20) entwickeln, es ergibt sich in nullter N�aherung

1�m

2

� 1 und in erster N�aherung

T � (1 �m

2

)T

C

= m

2

T

C

� T

C

+ T � 3(T

C

� T ) � T

C

+ T = 2(T

C

� T );

also

�(T

�

< T

C

; h = 0) =

�

2k

B

(T

C

� T )

: (10:24)
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10.2.6 Das Phasenverhalten des Ising-Modells

In diesem Unterabschnitt werden wir Ising-Modell und Gittergasmodell gleich-

zeitig benutzen { eine etwas ungew�ohnliche Variante, aber geradezu geeignet

f�ur so etwas wie das Phasenverhalten des Ising-Modells. Zur Erinnerung daher

hier noch einmal die Identit�aten zwischen beiden Modellen:

2�� 1 b= m �

G

b= 2�h� 2J � =

hNi

N

0

v

ij

b= � 4J

ij

� pv

0

b= a

I

� �h+

1

2

J v

0

=

V

N

0

(10:25)

Wir wollen nun�pv

0

berechnen, indem wir die Helmholtzsche freie Energie aus

Gleichung (10.17) nach � umschreiben und dazu

�h = �Jm+ k

B

T artanhm = �Jm+

1

2

k

B

T (ln(1 +m)� ln(1 �m))

beachten,

�pv

0

=

1

2

Jm

2

1

2

k

B

ln(1 �m

2

)� k

B

T ln 2� �h+

1

2

J =

=

1

2

J(1 +m)

2

+ k

B

T ln(1�m)� k

B

T ln 2 = (10:26)

=

1

2

J(2�)

2

+ k

B

T ln(2� 2�)� k

B

T ln 2 = 2J�

2

+ k

B

T ln(1 � �):

Bei Entwicklung in (v

0

=v) = (V=N

0

)=(V=hNi) = � ergibt sich eine Virialent-

wicklung �ahnlich derjenigen in Gleichung (10.9).

Bereits beim van der Waals'schen Gas in

Abschnitt 4.2.2 hatten wir die Koexistenz-

kurve kennengelernt, die im pv-Diagramm

den Bereich, in dem sowohl eine gasf�ormige

wie eine �ussige Phase vorlagen, vom Rest-

bereich abschnitt. Die Isothermen wurden

mittels Maxwellscher Konstruktion inner-

halb des Koexistenzbereiches durch Gera-

den ersetzt, was der Realit�at sehr nahe kam.

p

p

Koexistenzkurve υ

υ υfl gf

T > T

T < T
c

c

co

Abb. 10.3 Die Koexistenzkurve

An den Punkten (v

f

; p

co

) und (v

g

; p

co

) (der Index

"

co\ steht f�ur coexi-

stence), die in Abbildung 10.3 den Schnitt der Isotherme mit der Koexistenz-

kurve markieren, kam es zu Diskontinuit�aten. Da auch die Magnetisierung bei

verschwindendemMagnetfeld h = 0 eine Diskontinuit�at in Form der spontanen

Magnetisierung aufweist, ahnen wir bereits ein �ahnliches Phasenverhalten. Um

es aber auch nachzuweisen, berechnen wir f�ur h = 0 den Ausdruck �p

co

v

0

. Aus

m = ��h+ �Jm folgt f�ur h = 0

� =

artanhm

Jm

=

ln(1 +m)� ln(1�m)

2Jm
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und damit

�p

co

v

0

=

1

2

J(1 +m

2

) + Jm+ 2Jm

ln(1�m)� ln 2

ln(1 +m) � ln(1�m)

=

=

1

2

J(1 +m

2

) + Jm

ln(1 +m) + ln(1�m)� 2 ln 2

ln(1 +m)� ln(1 �m)

=

=

1

2

J

�

1 +m

2

+ 2m

ln(1 �m

2

)� ln 4

ln(1 +m)� ln(1�m)

�

: (10:27)

Diese Funktion ist symmetrisch bez�uglich m. Machen wir graphisch, wie in

Abbildung 10.4 gezeigt, eine Variablensubstitution m ! � und eine Transfor-

mation � ! �

�1

� v, so erhalten wir eine Kurve, die der Koexistenzkurve in

Abbildung 10.3 sehr �ahnlich sieht.

-1 +1
ρm

υ2

pcoυ

+1

0 pcoυ0 pcoυ0

0 υ

υ =υ0

υ0

/ρ
1
2

=     (m+1)ρ

Abb. 10.4 Konstruktion der Koexistenzkurve f�ur das Ising-Modell

10.2.7 Die Korrelationsfunktion

Zur weiteren Diskussion in den kommenden Kapiteln ben�otigen wir die Korre-

lationsfunktion

G

ij

:= h�̂

i

�̂

j

i � h�̂

i

ih�̂

j

i =

1

��

@

@h

j

h�̂

i

i: (10:23)

Dabei haben wir im letzten Schritt schon eine Form gew�ahlt, die uns im Fall

der Molekularfeldn�aherung zum Verschwinden der Korrelationsfunkion gef�uhrt

hatte. Im allgemeinen Fall, den wir hier zum Abschlu� dieses Abschnitts behan-

deln wollen, verschwindet diese Funktion jedoch nicht. Die Verallgemeinerung

geschieht durch die Wahl einer allgemeineren Verteilung, f�ur die im Falle eines

ortabh�angigen Magnetfeldes h

i

(die Ortsabh�angigkeit ist durch die Wahl eines

Index ausgedr�uckt) auch der zugeordnete Erwartungswert h�

i

i ortsabh�angig

ist. Mit dieser Verteilung verallgemeinern wir Gleichung (10.13) zu

artanh(h�

i

i) = ��h

i

+ �

X

j(6=i)

J

ij

h�

j

i:

Die Ableitung dieser Gleichung nach dem Magnetfeld,

1

1� h�

i

i

2

@h�

i

i

@h

l

= ���

il

+ �

X

j(6=i)

J

ij

@h�

j

i

@h

l
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f�uhrt uns zu einer Gleichung f�ur die Korrelationsfunktion. Lassen wir nach die-

ser Ableitung das Magnetfeld verschwinden, so k�onnen wir h�

i

i = m ersetzen,

es ergibt sich

1

1�m

2

G

il

= ���

il

+ �

X

j(6=i)

J

ij

G

jl

:

Da J

ij

und �

ij

Funktionen der Di�erenz

~

R

i

�

~

R

j

sind, gilt dies aufgrund der

Gleichung zwangsl�au�g auch f�ur G

ij

, die Korrelationsfunktion ist also transla-

tionsinvariant, und die Gleichung geht �uber in

1

1�m

2

G(

~

R

i

�

~

R

l

)� ���(

~

R

i

�

~

R

l

) + �

X

j(6=i)

J(

~

R

i

�

~

R

j

)G(

~

R

j

�

~

R

l

):

Der Einfachheit halber gehen wir an dieser Stelle auf eine eindimensionale Be-

trachtung �uber, die sich aber leicht verallgemeinern l�a�t. Wir k�onnen die ein-

zelnen Funktionen durch ihre Fourierreihen ersetzen,

J(�R

i

) =

1

N

0

X

q

~

J(q)e

iq�R

i

mit

~

J(q) =

X

i

J(�R

i

)e

�iq�R

i

;

G(�R

i

) =

1

N

0

X

q

~

G(q)e

iq�R

i

mit

~

G(q) =

X

i

G(�R

i

)e

�iq�R

i

;

wobei q alle Punkte der ersten Brillouinzone durchl�auft. Eingesetzt in die

Gleichung geht die Faltung im zweiten Term in eine Multiplikation �uber, eine

Aufl�osung nach

~

G(q) wird m�oglich,

~

G(q)

1�m

2

= 1 + �

~

J(q)

~

G(q) ,

~

G(q) =

�

1

1�m

2

� �

~

J(q)

�

�1

: (10:28)

Um die Rechnung zu vereinfachen, betrachten wir ein eindimensionales System,

in dem nur die n�achsten Nachbarnmiteinander wechselwirken. Dann ergibt sich

~

J(q) =

X

i

J(�R

i

)e

�iq�R

i

= J(�a)e

iqa

+ J(a)e

�iqa

=: J

0

cos(qa);

wobei a der r�aumliche Abstand zu den Nachbarn ist. J

0

ist der Fourierkoe�zi-

ent bei q = 0, und so ergibt sich weiter J

0

=

~

J(0) =

P

i

J(�R

i

) = J = k

B

T

C

,

wobei wir zum einen die De�nition von J aus Unterabscnitt 10.1.1, zum ande-

ren die De�nition von T

C

aus Unterabschnitt 10.2.1 verwendet haben. Damit

folgt nun schlie�lich

G(q) =

T

T � T

C

cos(qa)

:

Dieser Ausdruck mu� nun wieder in den Ortsraum zur�ucktransformiert werden.

Betrachten wir den Idealfall eines unendlich ausgedehnten (eindimensionalen)

Gitters, so geht die Summe �uber q in ein Integral �uber die erste Brillouinzone



Seite 122 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Thermodynamik

�uber, die durch��=a � q � �=a gegeben ist, wobei noch ein Normierungsfaktor

V=2� hinzukommt. Mit V = N

0

a ergibt sich

G(a � x) =

V

2�N

0

Z

�=a

��=a

G(q)e

iqax

dq =

1

2�

Z

�

��

Te

itx

dt

T � T

C

cos t

;

Ersetzen wir z = e

it

, so erhalten wir ein Integral �uber den Einheitskreis in der

komplexen Zahlenebene,

G(a � x) =

1

2�i

I

jzj=1

Tz

x

T �

1

2

T

C

(z + z

�1

)

dz

z

=

1
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=

= �

1

2�i

I
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2Tz

x

dz

T

C

z

2

� 2Tz + T

C

:

Gem�a� dem Residuensatz ist der Wert dieses Integrals gegeben durch die Re-

siduen zu den eingeschlossenen Nullstellen des Nenners. Die Nullstellen des

Nenners ergeben sich als

z

1=2

=

T

T

C

�

s

�

T

T

C

�

2

� 1:

Beschr�anken wir uns auf T > T

C

, so sind beide Nullstellen reell. Aus der

speziellen Gestalt des Nenners erkennt man sofort, da� das Produkt z

1

z

2

= 1

ist, also liegt nur eine Nullstelle innerhalb des Einheitkreises, und diese ist die

kleinere, z

2

. Es ergibt sich also

G(a � x) = �Res

�

2Tz

x

T

C

z

2

� 2Tz + T
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2

�
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T exp(�ax=�)
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: (10:29)

Dabei w�ahlten wir im letzten Schritt

z

2

=: exp

�

�

a

�

�

)

a

�

= ln

�

1

z

2

�

= ln z

1

= ln
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T

C

+

s
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T

T

C

�

2

� 1

�

:

Die rechte Seite dieser letzten Gleichung verschwindet f�ur T ! T

C

, also ist bei

festem Gitterabstand a die Koh�arenzl�ange � als Funktion der Temperatur in

diesem Grenzfall divergent, ebenso wie auch der Vorfaktor der Korrelations-

funktion in Gleichung (10.29).

Zum Abschlu� leiten wir noch eine Beziehung zwischen Korrelationsfunk-

tion und Suszeptibilit�at her, die sich aus

X

j

G

ij

=

~

G(0) =

T

C

T

C

� T

und dem Curie-Wei�schen Gesetz in Gleichung (10.23) ergibt,

X

j

G

ij

=

�

��

: (10:30)
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11. Landaus Theorie der Phasen�uberg�ange

Die Landausche Theorie der Phasen�uberg�ange stellt im gewissen Sinne eine

Erweiterung der Erkenntnisse dar, die wir in den vorangegangenen Abschnit-

ten gewonnen haben. Sie ist in den Parametern Temperatur T , Magnetfeld h

und Magnetisierung m formuliert. Dies bedeutet aber nicht, da� sie nur f�ur

magnetische Systeme G�ultigkeit besitzt. Allgemeiner kann man vonm als Ord-

nungsparameter und von h als dem angeglichenen Feld sprechen, einem Feld

also, bei dem der Ordnungsparameter gerade das Minimum eines der thermo-

dynamischen Potentiale (a; g; : : :) anzeigt. m und h k�onnen dabei in beliebiger

Dimension auftreten.

11.1 Die Minimalit�atsbedingung

Ein magnetisches System ohne �au�eres Magnetfeld besitzt die Eigenschaft, da�

das Gibbs'sche Potential als Funktion der Temperatur und der Magnetisie-

rung ein Minimum annimmt. Um jedoch im Folgenden von Absolutwerten

unabh�angig zu werden, wollen wir durch eine geeignet abge�anderte Legendre-

transformation ein Gibbs'sches Potential ~g de�nieren, das nicht von der Tem-

peratur T selbst, sondern von der reduzierten Temperatur " := (T � T

C

)=T

C

abh�angt,

~g(";m) = a(T; h(m)) � h(m)

@a(T; h)

@h

�

�

�

h=h(m)

=

= a(T; h(m)) + �mh(m) mit

@~g

@m

�

�

�

"

= �h:

Wir haben dir reduzierte Temperatur aus praktischen Gr�unden so gew�ahlt, da�

Temperaturen unterhalb der Curietemperatur einem negativen Wert von " ent-

sprechen. Eine weitere (unvollst�andige) Legendretransformation f�uhrt zur�uck

zum Helmholtzschen Potential, das nun zus�atzlich von einem weiteren Para-

meter

~

h abh�angt,

~a(";m;

~

h) = ~g(";m) � �m

~

h:

Wie bereits in der Einleitung zu diesem Kapitel angek�undigt, wird das Magnet-

feld f�ur das minimierte Potential tats�achlich durch diesen Parameter eingestellt,

denn wir erhalten aus der Minimalit�atsforderung

@~a
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:

Die Suszeptibilit�at � ist aber
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@m

@h

=

@

@h
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i � h�i
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) � 0;
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es handelt sich also wirklich um eine Minimalstelle. Landaus Idee war nun

die folgende: Haben wir einen kontinuierlichen Phasen�ubergang vorliegen, so

�andert sich bei Unterschreiten der Curietemperatur T

C

die Magnetisierung

m(

~

h), die wir aus der Minimalit�atsbedingung ~a

!

= 0 erhalten k�onnen, stetig.

Wir k�onnen daher ~a(";m;

~

h) in eine Potenzreihe in m entwickeln,

~a(";m;

~

h) = ~g(";m) � �m

~

h � ~a

0

(") + ~a

1

(")m

2

+ ~a

2

(")m

4

� �m

~

h+O(m

6

):

Dabei haben wir uns mit dieser Reihe schon auf den Fall eines verschwinden-

den Magnetfeldes beschr�ankt, in dem es aufgrund der Symmetrie des Systems

bez�uglich der Magnetisierungsrichtung keine Terme mit ungeraden Potenzen

von m geben kann. Der Term ~a

2

(") mu� positiv sein, da sich sonst kein absolu-

tes Minimum f�ur das Potential �nden lie�e. ~a

1

(") unterliegt dagegen keinerlei

Beschr�ankungen. Damit entspricht das Sy-

stem einem ph�anomenologischenModell mit

Symmetriebrechung, wie es in der nebenste-

henden Abbildung 11.1 gezeigt ist, wenn wir

~a

1

(") > 0 mit T > T

C

, also " > 0, und

~a

1

(") < 0 mit T < T

C

(" < 0) identi�zie-

ren. ~a

1

(") mu� also eine ungerade Funktion

in der reduzierten Temperatur " sein, und

wir w�ahlen die einfachste M�oglichkeit, in-

dem wir die Potenzreihe nach der zweiten

Ordnung abbrechen,

- f  (  )
A>0

A<0

m

εf(  , m) 0 ε

Abb. 11.1 spontane Symmetriebrechung

~a

1

(") = ~�"; ~� > 0:

Die Gr�o�e ~a, die wir bez�uglich der Magnetisierungm zu minimieren haben, ist

also

~a = ~a

0

+ ~�"m

2

+ ~a

2

m

4

� �m

~

h

!

= min; (11:1)

und diese Minimierungsbedingung lautet

@~a

@m

= 2~�"m+ 4~a

2

m

3

� �

~

h

!

= 0;

~

h = h; (11:2)

was wegen der letzten Gleichheit auch in der Form

2~�"m+ 4~a

2

m

3

� �h = 0 (11:3)

geschrieben werden kann.

11.2 Kritische Exponenten

Die verschiedenen thermodynamischen Gr�o�en sollen in diesem Abschnitt in

ihrer Abh�angigkeit von der reduzierten Temperatur und dem Magnetfeld be-

schrieben werden. Allerdings interessiert uns dabei nur die Potenzordnung,

also die Exponenten bez�uglich dieser beiden Parameter. Diese Exponenten

werden als kritische Exponenten bezeichnet. Sie lassen sich experimentell be-

stimmen, und der Vergleich mit dem errechneten liefert ein Ma� f�ur die G�ute

des gew�ahlten Modells.
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11.2.1 Die kritische Isotherme

Die kritische Isotherme beschreibt an der Curietemperatur (" = 0) die Abh�an-

gigkeit der Magnetisierung vom Magnetfeld. Aus Gleichung (11.2) erhalten

wir

m

3

=

�

~

h

4~a

2

) m �

~

h

1=3

; allgemein m �

~

h

1=�

:

11.2.2 Die spontane Magnetisierung

F�ur " > 0 ist m = 0. F�ur " < 0 dagegen entnehmen wir aus Gleichung (11.2)

m

2

= �

~�"

2~a

2

) m � j"j

1=2

; allgemein m � j"j

�

:

11.2.3 Die Suszeptibilit�at

Zur Bestimmung der Suszeptibilit�at � leiten wir Gleichung (11.3) nach dem

Magnetfeld h ab,

2~�"

@m

@h

+ 12~a

2

m

2

@m

@h

� � = 0 , � =

@m

@h

=

�

2~�"+ 12~a

2

m

2

:

Wie �ublich soll uns nur die feldfreie Suszeptibilit�at interessieren. F�ur " > 0 ist

m = 0 und damit

� =

�

2~�"

� "

�1

; allgemein � � e

�

:

F�ur " < 0 ist zwar m 6= 0. Aus den Berechnungen des folgenden Unterab-

schnitts ergibt sich aber

� � j"j

�1

; allgemein � � j"j

�

0

;

wobei im allgemeinen au�erdem 

0

6=  ist.

11.2.4 Die spezi�sche W�arme

Um die spezi�sche W�arme c

h

bei konstantem Magnetfeld zu bestimmen, m�us-

sen wir zun�achst die Entropie pro Teilchen berechnen,

s = �

@a

@T

�

@~a(";m(");

~

h)

@"

�

�

�

~

h

=

=

@~a(";m;

~

h)

@"

�

�

�

m;

~

h

+

@~a(";m;

~

h)

@m

�

�

�

m;

~

h

@m(")

@"

=

=

@~a(";m;

~

h)

@"

�

�

�

m;

~

h

= ~�m

2

+ s

0

(T );

wobei der letzte Term im vorletzten Schritt aufgrund der Minimalit�atsbedin-

gung verschwand. Es ergibt sich f�ur die spezi�sche W�arme

c

h

T

=

@

@T

(s � s

0

) � ~�

@m

2

@"

:
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F�ur " > 0 ist m = 0 und damit auch c

h

= 0. F�ur " < 0 wissen wir aus Un-

terabschnitt 11.2.2, da� m

2

� " ist, die spezi�sche W�arme wird also konstant.

Die Stelle " = 0 ist also eine Unstetigkeitsstelle, die im allgemeinen sogar als

Singularit�at angenommen wird,

c

h

� "

��

f�ur " > 0; c

h

� j"j

��

0

f�ur " < 0:

Im Falle des Landauschen Modells ist, wie wir gesehen haben, � = �

0

= 0.

11.2.5 Einige Bemerkungen

Die Schreibweise y � x

�

bedeutet stets

lim

x!0

ln jyj

ln jxj

= �;

meint also das Potenzverhalten im Grenzfall. Es ist ferner mittlerweile gelun-

gen, aus Stabilit�ats�uberlegungen der Thermodynamik heraus Beziehungen in

Form von Ungleichungen zwischen den kritischen Exponenten zu erhalten,

�

0

+ �(� + 1) � 2; 

0

� �(� � 1);

(� + 1) � (2�)(� � 1) (Gri�th) �

0

+ 2� + 

0

� 2 (Rushbrooke)

Interessant ist nun Folgendes: Falls 

0

existiert , so sind diese Ungleichungen

als Gleichungen erf�ullt, d.h. �, �

0

, , 

0

und � sind nicht mehr unabh�angig

voneinander. Wir k�onnen das ganze System der kritischen Exponenten dann

durch zwei unabh�angige Exponenten beschreiben, welche uns die im n�achsten

Abschnitt beschriebene Skalenhypothese liefert.

11.3 Die Skalenhypothese

Die Skalenhypothese lautet: reduziert man die relative Temperatur " um einen

beliebigen Faktor z, so kann das Magnetfeld durch einen entsprechenden Faktor

f(z) so ver�andert werden, da� sich dieselbe Thermodynamik ergibt. Da die

Thermodynamik durch eines der Potentiale, in diesen Variablen speziell durch

die Helmholtzsche freie Energie a("; h) beschrieben wird, lautet die Hypothese

in Formeln geschrieben

a(z"; f(z)h) = g(z)a("; h):

Dabei haben wir die freie Energie zugleich so umgeeicht, da� sie f�ur " = 0 und

h = 0 verschwindet. Es ist verh�altnism�a�ig leicht zu erkennen, da� f(0) =

g(0) = 0 ist. L�a�t man auf der linken Seite der Gleichung z gegen Null laufen,

so h�angt diese Seite nicht mehr von " ab. Das mu� auch f�ur die rechte Seite

gelten, und die einzige M�oglichkeit, dies zu erreichen, ist, g(0) = 0 zu setzen.

Damit ist aber die rechte Seite auch nicht mehr abh�angig vom Magnetfeld,

was wiederum auch die linke Seite erf�ullen mu�. Dies kann aber nur durch

die Wahl f(0) = 0 erreicht werden. Damit sind aber f(x) und g(x) f�ur kleine
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Werte von x einfache Potenzen von x, und die freie Energie besitzt die Gestalt

einer verallgemeinerten homogenen Funktion mit der Eigenschaft

a(�

�

"

"; �

�

h

h) = �a("; h) (11:4)

Leiten wir diese Gleichung nach dem Magnetfeld h ab, so ergibt sich auch f�ur

die Magnetisierung eine entsprechende Beziehung

�

�

h

m(�

�

"

"; �

�

h

h) = �m("; h): (11:5)

Wir wollen in den folgenden Unterabschnitten mit Hilfe dieser Gleichung die

kritischen Exponenten noch einmal berechnen und durch die charakteristischen

Zahlen �

"

und �

h

ausdr�ucken.

11.3.1 Die kritische Isotherme

Setzen wir in Gleichung (11.5) zun�achst " = 0, so erhalten wir

�

�

h

m(0; �

�

h

h) = �m(0; h):

W�ahlen wir nun speziell �

�

h

= h

�1

, so ergibt sich

h

�1

m(0; 1) = h

�1=�

h

m(0; h) , m(0; h) = m(0; 1)h

(1��

h

)=�

h

was die Abh�angigkeit der Magnetisierung vom Magnetfeld f�ur die Curietem-

peratur, also die kritische Isotherme liefert. Der Vergleich mit Unterabschnitt

11.2.1 liefert � = �

h

=(1� �

h

).

11.3.2 Die spontane Magnetisierung

W�ahlen wir in Gleichung (11.5) h = 0 und " < 0, so ergibt sich

�

�

h

m(�

�

"

"; 0) = �m("; 0)

und speziell f�ur �

�

"

= j"j

�1

j"j

��

h

=�

"

m(�1; 0) = j"j

�1=�

"

m("; 0) , m("; 0) =m(�1; 0)j"j

�(�

h

�1)=�

"

und damit aus dem Vergleich mit Unterabschnitt 11.2.2 � = (1� �

h

)=�

"

.

11.3.3 Die Suszeptibilit�at

Hierzu di�erenzieren wir Gleichung (11.5) noch einmal nach h und setzen dann

h = 0,

�

2�

h

�(�

�

"

"; 0) = ��("; 0):

F�ur �

�

"

= j"j

�1

ergibt sich

j"j

�2�

h

=�

"

�(�1; 0) = j"j

�1=�

"

�("; 0) , �("; 0) = �(�1; 0)j"j

�(2�

h

�1)=�

"

:

Diese Beziehung gilt f�ur beliebiges Vorzeichen von ". Der Vergleich mit Unter-

abschnitt 11.2.3 liefert aus diesem Grunde  = 

0

= (2�

h

� 1)=�

"

.
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11.3.4 Die spezi�sche W�arme

Wegen c

h

� @

2

a=@"

2

erhalten wir aus Gleichung (11.4) durch zweimaliges

Ableiten nach " und anschlie�ende Wahl h = 0

�

2�

"

c

h

(�

�

"

"; 0) = �c

h

("; 0):

F�ur �

�

"

= j"j

�1

erhalten wir

j"j

�2

c

h

(�1; 0) = j"j

�1=�

"

c

h

("; 0) , c

h

("; 0) = c

h

(�1; 0)j"j

�2(2�

"

�1)=�

"

und damit aus dem Vergleich mit Unterabschnitt 11.2.4 erneut f�ur beliebiges

Vorzeichen von " das Ergebnis � = �

0

= (2�

"

� 1)=�

"

.

11.3.5 Das Skalenverhalten der Landauschen Theorie

Nat�urlich mu� uns interessieren, ob die Landausche Theorie �uberhaupt die

Skalenhypothese erf�ullt. Demnach m�u�te

a("; h) = min

m

�

~�m

2

+ ~a

2

m

4

� �mh

�

Gleichung (11.4) erf�ullen. Dies scheint zun�achst einmal nicht gegeben. Doch

wir haben in diesem Ausdruck noch einen weiteren Freiheitsgrad, den wir um-

skalieren k�onnen, n�amlich die Magnetisierung, bez�uglich derer wir das Mini-

mum bestimmen. W�ahlen wir statt m f�ur die Magnetisierung den Ansatz

m

0

= �

�x

m, so ergibt sich die Forderung

min

m

0

�

�

�

"

+2x

~�"m

02

+ �

4x

~a

2

m

04

� �

�

h

+x

�mh

�

=

!

= �min

m

0

�

~�"m

02

+ ~a

2

m

04

� �m

0

h

�

:

Diese ist erf�ullt f�ur

�

"

+ 2x = 4x = �

h

+ x = 1 , x =

1

4

; �

"

=

1

2

; �

h

=

3

4

:

Damit erhalten wir die kritischen Exponenten

� = �

0

= 0; � =

1

2

;  = 

0

= 1 und � = 3;

die genau den Werten entsprechen, die sich zuvor auf anderem Wege ergaben.
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11.3.6 Experimenteller Nachweis der Skalenhypothese

Die Skalenhypothese liefert uns f�ur die Magnetisierung die Beziehung

�

�

h

m(�

�

"

"; �

�

h

h) = �m("; h): (11:6)

Durch die Wahl �

�

"

= j"j

�1

, in diesem Fall jedoch nicht f�ur verschwindendes

Magnetfeld h, erhalten wir

m(�1; j"j

��

h

=�

"

h) = j"j

(�

h

�1)=�

"

m("; h):

Mit der Umbenennung

~

h("; h) := j"j

��

h

=�

"

h,

~m("; h) = j"j

(�

h

�1)=�

"

m("; h) ergibt sich

~m("; h) = m(�1;

~

h("; h)):

Die umskalierte Magnetisierung ~m ist also nun

nur noch Funktion einer Ver�anderlichen

~

h. Dies

l�a�t sich experimentell nachweisen. So zeigt Ab-

bildung 11.2 links die Abh�angigkeit f�ur CrBr

2

,

rechts in einer anderen Darstellung f�ur einen Fer-

romagneten.

m~

T<T
T=T

2

T>T

c
c
c

h
~

FerromagnetCrBr 2
h
~

m~

m~

Abb. 11.2 Skalenverhalten

11.4 Die Ginzburg-Landausche Theorie

Den Schl�ussel zu einem etwas allgemeineren Verst�andnis der Ph�anomene an

der Curietemperatur bildet die Koh�arenzl�ange �, die wir in Gleichung (10.29)

zum Ende des vorangegangenen Kapitels einf�uhrten. Diese Koh�arenzl�ange di-

vergierte f�ur " ! 0. Wir werden sehen, da� wir auch f�ur sie einen kritischen

Exponenten de�nieren k�onnen.

11.4.1 Eine Theorie inhomogener Felder

In einem ersten Schritt wollen wir uns von der stillschweigendenGrundannahme

l�osen, da� das Magnetfeld homogen ist, und eine Theorie f�ur inhomogene Felder

formulieren. Dazu m�ussen wir erneut das Gibbs'sche Potential nach Potenzen

der Magnetisierung entwickeln. Dabei kann nun aberm an jedem Ort verschie-

den sein,

G("; fm

i

g) =

X

i;j

A

ij

m

i

m

j

+

X

i;j;k;l

B

ijkl

m

i

m

j

m

k

m

l

:

Ungerade Potenzen k�onnen aufgrund der Symmetrie nicht auftreten, der Null-

term ist in F hineingezogen worden. Wir de�nieren weiter eine freie Energie

A = F � �

X

i

h

i

m

i

:
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Diese Ausdr�ucke sind aufgrund der vielen Indizes schwierig zu berechnen. Wir

machen daher die Annahme, da� die Magnetisierung nur schwach ortsabh�angig

ist, und k�onnen dann den

�

Ubergang zum Kontinuum durchf�uhren,

X

i;j

A

ij

m

i

m

j

!

Z

d

3

r d

3

r

0

A(~r ; ~r

0

)m(~r )m(~r

0

);

X

i;j;k;l

B

ijkl

m

i

m

j

m

k

m

l

!

Z

d

3

r d

3

r

0

d

3

r

00

d

3

r

000

B(~r ; ~r

0

; ~r

00

; ~r

000

)m(~r )m(~r

0

)m(~r

00

)m(~r

000

):

Zur weiteren Vereinfachung nehmen wir an, da� die Wechselwirkung nur kurze

Reichweite besitzt. Dann liefert B(~r ; ~r

0

; ~r

00

; ~r

000

) nur f�ur ~r = ~r

0

= ~r

00

= ~r

000

einen wesentlichen Beitrag. Wir k�onnen dann schreiben

Z

d

3

r d

3

r

0

d

3

r

00

d

3

r

000

B(~r ; ~r

0

; ~r

00

; ~r

000

)m(~r )m(~r

0

)m(~r

00

)m(~r

000

)

�

~

B

Z

d

3

r(m(~r ))

4

:

F�ur den anderen Anteil wollen wir etwas vorsichtiger entwickeln. Wir halten

zun�achst fest, da� A(~r ; ~r

0

) nur vom Betrag des Abstandes abh�angen kann, da

wir nur die relative Lage der Spins zueinander mit einbeziehen. Wir schrei-

ben daher A(~r ; ~r

0

) = A

�

(j~r � ~r

0

j). Gerade aufgrund dieser Eigenschaft ist es

sinnvoll, neue Koordinaten einzuf�uhren,

~� :=

1

2

(~r + ~r

0

); ~�

0

:=

1

2

(~r � ~r

0

):

Mit diesen ergibt sich

A

�

(j~r � ~r

0

j) = A

�

(2j~�

0

j) = A

�

(2�

0

);

m(~r ) =m(~�+ ~�

0

) = m(~� ) + ~�

0

�

~

r

�

m(~� ) + : : :

m(~r

0

) =m(~�� ~�

0

) = m(~� ) � ~�

0

�

~

r

�

m(~� ) + : : :

Damit ist dann insgesamt

A(~r ; ~r

0

)m(~r )m(~r

0

) � A

�

(�

0

)

�

(m(~� )

2

� (~�

0

�

~

r

�

m(~� ))

2

�

;

das Integral �uber diesen Ausdruck geht �uber in

Z

d

3

� d

3

�

0

A

�

(2�

0

)(m(~� ))

2

�

Z

d

3

� d

3

�

0

(~�

0

�

~

r

�

m(~� ))

2

A

�

(2�

0

) =

=

~

A

Z

d

3

�(m(~� ))

2

�

Z

d

3

�

�

Z

d

3

�

0

(~�

0

�

~

r

�

m(~� ))

2

A

�

(2�

0

)

�
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mit

~

A :=

R

d

3

�

0

A

�

(2�

0

). Zur Auswertung des rechten inneren Integrals w�ahlen

wir die z

0

-Achse in Richtung des Gradienten

~

r

�

m(~� ), es ergibt sich

�

Z

d

3

�

0

A

�

(2�

0

)(~�

0

� r

�

m(~� ))

2

=

=

Z

A

�

(2�

0

)�

02

(

~

r

�

m(~� ))

2

cos

2

�

0

�

02

d�

0

d'

0

d(cos �

0

) =

= �(

~

r

�

m(~� ))

2

Z

1

0

A

�

(2�

0

)�

04

d�

0

�

Z

2�

0

d'

0

Z

1

�1

u

2

du =

=:

~

K(

~

r

�

m(~� ))

2

:

Nennen wir ~� wieder in ~r um, so ergibt sich f�ur den quadratischen Term also

Z

d

3

r d

3

r

0

A(~r ; ~r

0

)m(~r )m(~r

0

) �

~

A

Z

d

3

r(m(~r ))

2

+

~

K

Z

d

3

r(

~

r

r

m(~r ))

2

:

Wir k�onnen schlie�lich auch noch

~

A selbst bestimmen, indem wir ber�ucksichti-

gen, da� f�ur ein homogenes Magnetfeld auch die Magnetisierung homogen wird

und damit der zweite Term in der eben angegebenen Formel verschwindet. Der

erste Term ist dann aber gerade der in der Landauschen Theorie verwendete.

Man kann also

~

A = ~�" setzen und erh�alt als Gesamtergebnis

A = ~�"

Z

d

3

r(m(~r ))

2

+

~

K

Z

d

3

r(

~

r

r

m(~r ))

2

+

+

~

B

Z

d

3

r(m(~r ))

4

� �

Z

d

3

r h(~r )m(~r ): (11:7)

11.4.2 Minimierung bez�uglich der Magnetisierung

Die freie Energie A mu� bez�uglich der Magnetisierungmminimiert werden. die

Magnetisierung ist aber eine Funktion, A folglich ein Funktional der Magneti-

sierung. Das Extremum f�ur A als Funktional ergibt sich in diesem Fall durch

Variation der Funktionm und der Forderung, da� die sich ergebende Variation

des Funktionals A[m] verschwindet. Variieren wir die Magnetisierung gem�a�

m(~r )! m(~r ) + �m(~r ), so erhalten wir

�A[m] = 2~�"

Z

d

3

r m(~r (�m(~r ) + 2

~

K

Z

d

3

r

~

r

r

m(~r )

~

r

r

�m(~r )+

4

~

B

Z

d

3

r(m(~r ))

3

�m(~r )� �

Z

d

3

r h(~r )�m(~r )

!

= 0:

Um fortfahren zu k�onnen, integrieren wir den zweiten Term partiell. Dabei

nehmen wir an, da� es keine Randterme gibt, da� also am Rand entweder

m(~r ) oder

~

r

r

m(~r ) verschwindet. Man spricht hier von einer Dirichletschen

bzw. Neumannschen Randbedingung. In diesem Fall ergibt sich dann

2

~

K

Z

d

3

r

~

r

r

m(~r )

~

r

r

�m(~r ) = �2

~

K

Z

d

3

r�m(~r )�m(~r )
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mit dem Laplaceschen Operator � :=

~

r

2

. Das Ergebnis dieser partiellen In-

tegration ist, da� wir nun beide Integrale zu einem Integral zusammenfassen

k�onnen, das dann verschwindet, wenn der Integrand verschwindet. Da die Va-

riation aber beliebig angenommen wird, ist diese notwendige Bedingung auch

hinreichend,

2~�m(~r ) + 2

~

K�m(~r ) + 4

~

B(m(~r ))

3

� �h(~r )

!

= 0: (11:8)

Um die n�achsten Schritte etwas einfacher zu gestalten, f�uhren wir eine Funktio-

nalableitung ein. Diese Funktionalableitung l�a�t eine Funktion, die von einer

bestimmten Anzahl von Ortsvektoren abh�angt, auch von den Ortsvektoren

abh�angen, in deren Abh�angigkeit die Funktion steht, nach der abgeleitet wird.

Dabei braucht diese Funktionalableitung nicht wieder eine Funktion zu sein,

sondern kann auch eine Distribution darstellen. Die Funktionalableitung einer

Funktion nach eben dieser Funktion an einem anderen Ort liefert beispielsweise

die Diracsche Deltafunktion,

�h(~r )

�h(~r

0

)

= �(~r � ~r

0

);

welche strenggenommen eine Distribution darstellt, da sie nur �uber eine Test-

funktion, also die integrale Wirkung auf eine

"

echte\ Funktion erkl�art ist. Die

Funktionalableitung der Magnetisierung nach dem Magnetfeld ergibt

�m(~r )

�h(~r

0

)

=: G(~r ; ~r

0

): (11:9)

Damit ist die funktionale Abh�angigkeit der Magnetisierung vom Magnetfeld

gegeben als

m[h](~r ) =m(~r ; h(~r )) +

Z

G(~r ; ~r

0

)h(~r

0

)d

3

r

0

+ : : :

Di�erenziert man daher Gleichung (11.8) funktional nach h(~r

0

), so ergibt sich

2~�"G(~r � ~r

0

)� 2

~

K�

r

G(~r � ~r

0

) + 12

~

Bm

2

G(~r � ~r

0

) = ��

3

(~r � ~r

0

) (11:10)

f�ur h = 0. Zur Herleitung dieser Gleichung war Folgendes zu beachten:

� Wir k�onnen die Wirkung des Laplaceoperators von der Magnetisierung auf

die Funktion G

"

abw�alzen\, indem wir m(~r ) =

R

�

3

(~r � ~r

00

)m(~r

00

)d

3

r

00

schreiben. Dann ist �

r

m(~r ) =

R

(�

r

�

3

(~r � ~r

00

))m(~r

00

)d

3

r

00

und folglich

�(�

r

m(~r ))

�h(~r

0

)

=

Z

�

r

�

3

(~r � ~r

00

)G(~r

00

; ~r

0

)d

3

r

00

=

=

Z

(�

r

00

�

3

(~r � ~r

00

))G(~r

00

; ~r

0

)d

3

r

00

=

=

Z

�(~r � ~r

00

)�

r

00

G(~r

00

; ~r

0

)d

3

r

00

= �

r

G(~r ; ~r

0

);
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wobei wir im vorletzten Schritt zweimal partiell integrierten.

� Die Deltadistribution auf der rechten Seite kommt entsprechend durch die

funktionale Ableitung von

h(~r ) =

Z

�(~r � ~r

00

)h(~r

00

)d

3

r

00

nach h(~r

0

) zustande.

� Da m =m(~r ) f�ur verschwindendes Magnetfeld konstant ist und ansonsten

keine weiteren Ortsabh�angigkeiten auftauchen, kann G(~r ; ~r

0

) nur von der

Di�erenz ~r � ~r

0

abh�angen.

Erinnern wir uns noch, da� wir die entsprechende Gleichung in der Molekular-

feldn�aherung durch Fouriertransformation gel�ost haben, so ist es naheliegend,

dies auch hier zu versuchen,

~

G(~q ) =

Z

G(~r )e

i~q ~r

d

3

r; G(~r ) =

Z

~

G(~q )e

�i~q ~r

d

3

q

(2�)

3

:

Die Transformation liefert

2~�

~

G(~q ) � 2

~

K(�~q

2

)G(~q ) + 12

~

Bm

2

~

G(~q ) = �

,

~

G(~q ) =

�

2

~

Kq

2

+ 12

~

Bm

2

+ 2~�"

: (11:11)

F�ur T > T

C

ist m = 0 und daher

~

G(~q ) =

�

2

~

K

1

q

2

+ ~�"=

~

K

=:

�

2

~

K

1

q

2

+ �

2

: (11:12)

Wie

~

G ist auch G nach der R�ucktransformation nur vom Betrag des Arguments

abh�angig, es ergibt sich die Yukawa-Funktion

G(~r ) �

1

r

e

�r=�

mit

1

�

2

= �

2

=

~�"

~

K

: (11:13)

Damit sind wir endlich wieder bei der Koh�arenzl�ange � angelangt. Im Fall

T < T

C

m�ussen wir m

2

in " entwickeln, was aber in niedrigster Ordnung

proportional zu " ist und mit dem anderen in " linearen Term zusammengefa�t

werden kann. Damit �andert sich zwar der Wert der Korrelationsl�ange, der

funktionale Zusammenhang bleibt jedoch derselbe,

~

G(~q ) �

1

q

2

+ �

2

) G(~r ) �

1

r

d�2

e

�r=�

(d ist die Dimension). Gleichung (11.13) de�niert einen weiteren kritischen

Exponenten, � � j"j

�1=2

, allgemein

� � j"j

��

:

� wird allgemeiner kritischer Exponent genannt. Auch f�ur T = T

C

l�a�t sich G

bestimmen, wir erhalten

~

G(~q ) � q

�2

und G(~r ) � r

�(d�2)

, allgemein

~

G(~q ) � q

�2+�

f�ur q ! 0 ) G(~r ) � r

�(d�2+�)

f�ur r !1:
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11.4.3 Bemerkung zur geschichtlichen Entwicklung

Die Skalentheorie stammt ursp�unglich aus der Hochenergiephysik, die mit re-

lativistisch bewegten Teilchen arbeitet. Die Energie-Impuls-Beziehung f�ur ein

solches Teilchen ist gegeben als

E

2

= ~p

2

c

2

+m

2

c

4

:

Ist diese Gleichung erf�ullt, so sagen wir, da� sich das Teilchen auf der Mas-

senschale be�ndet. Dies mu� aber nicht f�ur alle Teilchen gegeben sein, bei-

spielsweise nicht f�ur solche Teilchen, die nur innerhalb eines Streuprozesses

ausgetauscht werden und somit nicht nach au�en in Erscheinung treten. Die

Klein-Gordon-Gleichung

(�h

2

+m

2

c

4

) (x) = f(x)

beschreibt die Wellenfunktion  (x) eines solchen Teilchens bei Anwesenheit

einer St�orfunktion f(x). Diese Gleichung kann durch Fouriertransformation

gel�ost werden,

 (x) =

Z

d

4

p

(2�)

4

e

�ipx=�h

 (p); f(x) =

Z

d

4

p

(2�)

4

e

ipx=�h

f(p);

und f�uhrt dann auf

(�E

2

+ ~p

2

c

2

+m

2

c

4

) (p) = f(p):

Verschwindet die St�orfunktion, so liegt das Teilchen auf der Massenschale. Ist

sie nichtverschwindend, so ist das nicht der Fall, wir k�onnen dann durch diesen

Faktor dividieren und erhalten

 (p) =

f(p)

~p

2

c

2

+m

2

c

4

�E

2

:

Dieser Ausdruck �ahnelt sehr der Fouriertransformierten der funktionalen Ab-

leitung G(q) in Gleichung (11.12), die mit der Koh�arenzl�ange in Verbindung

steht. F�ur die Hochenergiephysik bedeutet dies: Erh�ohen wir die Energie und

erzeugen keine weiteren Teilchen mit h�oheren Massen, so ist ~p

2

c

2

gegen�uber

m

2

c

4

dominant, und wir erhalten eine Wellenfunktion, deren Reichweite � nicht

von der Masse der Teilchen abh�angt und f�ur eine periodische St�orfunktion, d.h.

eine ebene Welle und damit f�ur f(p) � const die Yukawa-Funktion enth�alt,

 (x) �

Z

dE

2�

1

~x

2

exp

�

iE

�hc

(j~x j � ct)

�

:



U. Brandt : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Seite 135

11.5 Die Renormierungstheorie

Was f�ur Konsequenzen ergeben sich daraus, da� f�ur j"j ! 0 die Koh�arenzl�ange

beliebig gro� wird? Auch wenn der im Folgenden zu beschreibende E�ekt dort

nicht auftritt, betrachten wir der Anschaulichkeit halber einen eindimensio-

nalen Kristall (Abbildung 11.3). Wird die Koh�arenzl�ange � gro� gegen die

typische Reichweite g der Wechselwirkung, so kommt es nicht mehr auf die

Gitterstruktur im einzelnen an (man beachte jedoch, da� die Lage der Cu-

rietemperatur T

C

sehr wohl von den Details der Wechselwirkung abh�angt).

ξg L

Abb. 11.3 Eindimensionales Gitter und Koh�arenzl�ange

Vergr�o�ern wir also �, indem wir die Temperatur des Systems n�aher an T

C

heranf�uhren, so m�u�te sich f�ur die Spins einer Zelle L ein gemeinsamer Para-

meter ~� �nden lassen, der dann allerdings kein Spin mehr ist, da er auch andere

Werte als �1 annehmen kann. F�ur die Situation g � L = �g � � ergibt sich

dann eine neue Hamiltonsche Funktion,

H

0

=

X

i 6=j

~

J

ij

~�

i

~�

j

� �

X

i

~

h

i

~�

i

: (11:14)

Wir reskalieren nun alle auftretenden Gr�o�en mit dem Parameter � und begin-

nen dabei mit der Koh�arenzl�ange, f�ur die wir verlangen, da� sie in den neuen

Einheiten ihren Wert nicht �andert,

�(~") =

�(")

�

: (11:15)

Damit diese Gleichung erf�ullt ist, mu� sich die Temperatur nat�urlich entspre-

chend �andern. Wir setzen ~" = �

x

" und wissen, da� �(") � j"j

��

ist, folglich

erhalten wir

�(~") = j~"j

��

= �

�x�

j"j

��

!

= �

�1

j"j

��

� �

�1

�(") ) x� = 1:

Energiewerte sollen ebenfalls erhalten bleiben, daher m�ussen die entspechenden

Energiedichten mit einem Volumenfaktor skaliert werden (auch als

�

Ahnlich-

keitstransformation bezeichnet), so f�ur die freie Energiedichte

a(~";

~

h) = �

d

a("; h) + const: (11:16)

Setzt man f�ur das Magnetfeld

~

h = �

y

h an und vergleicht mit Gleichung (11.4),

so ergibt sich �

"

= x=d und �

h

= y=d. Wir k�onnen fortfahren und mit Hilfe

dieser zwei Parameter den kritischen Exponenten � der spezi�schen W�arme

bestimmen, um ihn mit der Landauschen Theorie zu vergleichen. Wir erhalten

� =

2�

"

� 1

�

"

= 2�

1

�

"

= 2�

d

x

= 2� d� , d� = 2� �: (11:17)
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11.5.1 Die Wilsonsche Vermutung

Hier schlie�t sich zun�achst der Kreis, denn die Landausche Theorie ergab � = 0

und � = 1=2. Wir k�onnen diese Theorie also nur f�ur d = 4, also im vierdimen-

sionalen Raum, f�ur die Skalentransformation nutzen. Um auch in anderen Di-

mensionen arbeiten zu k�onnen, m�ussen wir eine geeignetere Theorie entwickeln.

Eine Vorstellung davon, wie eine solche Theorie aussehen k�onnte, k�onnen wir

uns an einem Isingmodell machen, das wir bin�ar vergr�obern,

Z =

X

f�

i

g

e

��H(f�

i

g)

=

X

�

2

;�

4

;�

6

;:::

X

�

1

;�

3

;�

5

;:::

e

��H(f�

i

g)

=

=

X

�

2

;�

4

;�

6

;:::

e

��H

0

(�;�

2

;�

4

;�

6

;::: )+const

:

Die Transformation von einem zum n�achsten Hamiltonfunktion hei�t Renor-

mierung. Auch wenn die De�nition immer neuer Hamiltonfunktionen nach

diesem Prinzip m�oglich ist, fragt sich nat�urlich, ob die Folge

H ! H

0

! H

00

! H

000

! � � �

einen Sinn macht. Diese Frage stellt sich

schon deshalb, weil bereits H

0

kein Isingmo-

dell mehr beschreibt. Durch die Zusammen-

fassung von 2

d

Punkten zu einem f�uhrt zu

neuen e�ektiven Wechselwirkungen, die sich

nicht mehr als Zweik�orperwechselwirkungen

(bzw. Zweispinwechselwirkungen) beschrei-

ben lassen (vgl. Abbildung 11.4).

Abb. 11.4 Mehrk�orperwechselwirkung

Wilsons Vermutung ist nun, da� die Folge der Hamiltonfunktionen f�ur

T ! T

C

und h = 0 gegen einen Grenzwert konvergiert. Die Schwierigkeiten mit

der Dimension umgeht man, indem man f�ur vier Dimensionen im Isingmodell

arbeitet und f�ur Dimensionen kleiner als vier in eine St�orungsreihe entwickelt

(

"

: : : obwohl ich weder wei�, was eine 3.9 dimensionale Welt ist noch, ob Eins

einen gen�ugend kleinen Entwicklungsparameter abgibt\).

11.5.2 Orts- und Impulsraumrenormierung

Wir wollen den Renormierungsschritt noch einen Schritt weiter schematisie-

ren. x

1

und x

2

seien zwei hochdimensionale Vektoren der Dimensionen N

1

und N

2

, die zusammengenommen die Orte, Impulse und Spins aller beteiligten

Teilchen enthalten. Die Hamiltonfunktion ist eine Funktion dieser Vektoren,

H = H(x

1

; x

2

), die Zustandssumme l�a�t sich aufstellen und die Integration

�uber x

2

symbolisch ausf�uhren (wir sprechen vom

"

Wegspuren\ des Anteils x

2

),

Z(N) =

Z

d

N

1

x

1

d

N

2

x

2

e

��H(x

1

;x

2

)

=

Z
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1
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1
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��A��H
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��A��H
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��H(x
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)

: (11:18)
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Dieses Schema erfordert vor dem Integrationsschritt eine Aufteilung der Koor-

dinaten auf x

1

und x

2

. Diese Aufteilung soll nach dem Prinzip erfolgen, da�

man das Verhalten f�ur gro�e Abst�ande in der n�achsth�oheren Stufe wieder�ndet,

w�ahrend die kurzreichweitigen Wechselwirkungen untergehen.

Bei der Ortsraumrenormierung kann

beispielsweise so vorgegangen werden, da�

�uber jeden zweiten Gitterpunkt integriert

wird. F�ur die in Abbildung 11.5 darge-

stellte Situation ist dann die Koh�arenzl�ange

um einen Faktor 1=

p

2 kleiner. Zur Im-

pulsraumrenormierung gelangt man �uber

eine Fouriertransformation. Ihr Vorteil ge-

gen�uber der Ortsraumrenormierung ist das

Arbeiten im Kontinuum. So k�onnen in�ni-

tesimal kleine Abschnitte

"

weggespurt\ wer-

den, was es uns erm�oglicht, Di�erentialglei-

chungen f�ur das Vorgehen aufzustellen. Der

Nachteil: Es gibt kein Modell daf�ur, kein

Isingmodell f�ur den Impulsraum.

Abb. 11.5 Ortsraumrenormierung

"

Weggespurt\ werden sollten im Impulsraum zun�achst die gro�en Wel-

lenzahlwerte, da diese f�ur die kurzreichweitigen Fluktuationen verantwortlich

sind. Wie bereits oben erw�ahnt, bildet der Spin eine Besonderheit. Besitzt

er f�ur das Startgitter bez�uglich einer beliebig gelegten Me�richtung zwei wohl-

de�nierte Einstellungen �1, so treten im ersten Renormierungsschritt bereits

zusammengesetzte Werte hinzu, und dieser Proze� setzt sich durch den gesam-

ten Renormierungsvorgang hindurch fort, so da� das

"

Potential\, das wir im

Spinraum f�ur das Ausgangsgitter als die Kombination zweier Deltadistributio-

nen bei �1 angeben konnten, immer mehr verschmiert und schlie�lich durch

eine kontinuierliche Kurve angen�ahert werden kann, die so etwas wie die ma-

kroskopische Polarisationsdichte beschreibt.

11.5.3 Beispiel des eindimensionalen Isingmodells

Wir wollen die Tranformation an einem eindimensionalen Isingmodell veran-

schaulichen. Ausgangshamiltonfunktion ist

H = �

X

j

J�

j

�

j+1

�

X

j

�h�

j

:

Wir teilen die Summen in Summanden mit geradem und ungeradem j auf und

bereiten damit die sp�atere Auftrennung vor,
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+ �
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Die Zustandssumme ist entsprechend

Z(N;J; h) =

X

f�

2i

g

X

f�

2i+1

g

Y

i

exp

�

�J(�

2i

�

2i+1

+ �

2i+1

�

2i+2

)+

+ ��h

�

�

2i+1

+

1

2

(�

2i

+ �

2i+2

)

��

:

Als n�achstes soll die Summe �uber �

2i+1

ausgef�uhrt werden. Dazu benutzen wir

eine Methodik f�ur die Behandlung der Summen, die bereits in Abschnitt 7.5

benutzt wurde und hier allgemein aufgeschrieben werden soll,

X

fn

i

g

N

Y

i=1

f(n

i

) =

X

n

1
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n

2
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N

f(n

1

)f(n
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=
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1

f(n
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)
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n

2

f(n

2

) � � �

X

n

N

f(n

N

) =

N

Y

i=1

X

n

f(n):

In unserem Fall tritt �

2i+1

an die Stelle von n

i

bzw. � and die Stelle von n,

und dieses nimmt lediglich die beiden Werte �1 an. Wir erhalten damit, in

den dimensionslosen Gr�o�en I = �J und b = ��h geschrieben,

Z(N; I; b) =

X

f�

2i

g

Y

i

exp

�

1

2

b(�

2i

+ �

2i+2

)

�

�

�

(

exp (I(�

2i

+ �

2i+2

) + ��h) + exp (�I(�

2i

+ �

2i+2

)� b)

)

=

=

X

f�

2i

g

Y

i

2 cosh (I(�

2i

+ �

2i+2

) + b) exp

�

1

2

b(�

2i

+ �

2i+2

)

�

:

N�achstes Ziel ist es, den Term hinter dem Produktzeichen in eine Exponenti-

alfunktion der Art

exp

�

A + I

0

�

2i

�

2i+2

+

1

2

b

0

(�

2i

+ �

2i+2

)

�

umzuformen. Dies ist m�oglich, denn da �

2i

+ �

2i+2

drei Werte, n�amlich �2

und 0 annehmen kann, k�onnen wir einen Koe�zientenvergleich anstellen, um

die drei neuen und unbekannten, dimensionslosen Parameter A, I

0

und b

0

zu

ermitteln,

e

A+I

0

�b

0

= 2cosh(�2�J + ��h)e

���h

; e

A�I

0

= 2cosh b;

und es ergibt sich daraus

e

2b

0

=

cosh(2�J + ��h)

cosh(�2�J + ��h)

e

2��h

;

e

4I

0

=

cosh(2�J + ��h) cosh(�2�J + ��h)

cosh

2

b

;

e

4A

= 16 cosh(2�J + ��h) cosh(��J + ��h) cosh

2

b:
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Setzt man schlie�lich den Ausdruck in den neuen Parametern ein, so ergibt sich

Z(N; I; b) = e

NA=2

Z(N=2; I

0

; b

0

):

Diese Gleichung, logarithmiert und durch N dividiert, liefert die freie Energie

pro Teilchen,

��a(I; b) =

A

2

�

1

2

�a(I

0

; b

0

): (11:19)

11.5.4 Fixpunkt und Konvergenz

Besonders die letzte Gleichung des Beispiels ist interessant, stellt sie doch einen

Zusammenhang zwischen den freien Energien der Systeme aufeinanderfolgender

Renormierungsstufen her, die wir nun allgemeiner schreiben wollen als

a((H)) = a

(0)

+

1

2

a((H

0

)): (11:20)

Beachte dazu:

- Doppelklammern bedeuten

"

beschrieben durch\.

- Der Faktor 1=2 h�angt mit der Art der gew�ahlten Transformation (in diesem

Fall einer Halbierung der Punktezahl) zusammen.

Wir nennen solche Transformationen Renormierungstransformationen. Sie bil-

den eine Halbgruppe, denn es existiert ein neutrales Element (keine Reduk-

tion des Systems, H

0

= H), sie gehorchen einem Assoziativgesetz und sind in

sich geschlossen (d.h. zwei solcher Transformationen hintereinander lassen sich

durch eine einzige Transformation ausdr�ucken), aber es existiert kein inverses

Element, also keine Umkehrung eines Renormierungsschrittes, was klar ist, da

bei der Renormierung Information �uber die kurzreichweitige Wechselwirkung

verloren geht.

Machen wir die Annahme, da� das kritische Verhalten (also das Verhalten

an der kritischen Temperatur) nur an a((H

0

)), nicht aber an a

(0)

"

vererbt\

wird, so k�onnen wir ho�en, da� die Folge

H ! H

0

! H

00

! H

000

! : : :

gegen eine Hamiltonfunktion H

(1)

konver-

giert. In welchem Sinne diese Konvergenz

zu verstehen ist, ist indes mathematisch

noch nicht gekl�art. Es w�are eine lohnens-

werte Aufgabe, diese (wie das Experiment

zeigt) physikalisch sinnvolle Theorie auf so-

lide mathematische Fundamente zu stellen.

Man kann sich die Konvergenz aber in etwa

vorstellen, wenn man die Hamiltonfunktion

durch die in ihr enthaltenen Parameter (im

Beispiel I und b) charakterisiert und wie

in Abbildung 11.6 angedeutet in einem ent-

sprechenden Parameterraum darstellt.

Parameter 1

H
H’

H’’’

H’’

Hoo

Parameter 2

Abb. 11.6 Konvergenz der Renormierung
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Wir k�onnen schlie�lich das Prinzip der Universalit�at aufstellen:

Alle Ausgangshamiltonfunktionen, die in denselben Fixpunkt trans-

formiert werden, zeigen das gleiche kritische Verhalten.

Untersuchen wir nun die Umgebung des Fixpunktes, so ist nicht zu erwarten,

da� alle Hamiltonfunktionen, die sich in einer solchen Umgebung be�nden,

auch wirklich in diesem Fixpunkt landen. Wir k�onnen aber H

(n)

= H

(1)

+�

ansetzen, wobei � ein Operator ist, der im Sinne einer nicht de�nierten Norm

"

klein\ ist. Ist T eine Renormierungstransformation, so gilt

H

(n)

= H

(1)

+� ) H

(n+1)

= T (H

(n)

) = T (H

(1)

+�): (11:21)

M�oglicherweise k�onnen wir dann in � entwickeln und als zweiten Term eine

lineare Abbildung in � erhalten, w�ahrend wir f�ur den ersten Term die Fix-

punkteigenschaft ausnutzen k�onnen,

H

(n+1)

� T (H

(1)

) + L(�) = H

(1)

+ L(�): (11:22)

Die Renormierungstransformation wirkt also linear auf �, was uns zu einem

weiteren Schritt veranlassen k�onnte, n�amlich dem, � in Eigenfunktionen von

L zu entwickeln. �

i

seien diese Eigenfunktionen, die nicht normiert sein sol-

len, sondern mit dem relativen Anteil an � gewichtet seien, w�ahrend �

i

die

zugeh�origen Eigenwerte sind,

� =

X

i

�

i

; L(�) =

X

i

�

i

�

i

: (11:23)

So erh�alt man

H

(n+1)

� H

(1)

+

X

i

�

i

�

i

) H

(n+k)

� H

(1)

+

X

i

(�

i

)

k

�

i

: (11:24)

Die so konstruierte Folge konvergiert nur dann gegen den FixpunktH

(1)

, wenn

in allen F�allen, in denen j�

i

j � 1 ist, die zugeh�orige Eigenfunktion identisch

verschwindet. Diese Eigenfunktionen hei�en relevant , im Gegensatz zu den

irrelevanten Eigenfunktionen �

i

mit j�

i

j < 1. Es gibt in der Tat Modelle,

in denen die relevanten Eigenfunktionen nicht verschwinden. Solche Modelle

konvergieren dann nicht gegen den anvisierten Fixpunkt H

(1)

.

11.5.5 Herleitung der Skalenhypothese

Stellen wir uns vor, da� wir ein nichtverschwindendes Magnetfeld gegeben ha-

ben. Dann laufen wir nicht genau auf der Konvergenzkurve und verfehlen somit

den Fixpunkt. Das bedeutet nach dem Vorangesagten aber, da� es mindestens

eine relevante Eigenfunktion �

i

gibt, die vom Magnetfeld h abh�angt. Uns soll

hier nur die Eigenfunktion mit dem betragsgr�o�ten Eigenwert �

h

interessieren,
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die wir mit �

h

bezeichnen wollen. H

(n)

sei nun bereits so nahe am Fixpunkt,

da� wir die Renormierungstransformation linearisieren k�onnen. Dann gilt

H

(n+k)

� H

(1)

+ (�

h

)

k

�

h

+ : : :

w�ahrend weitere Terme, welche durch die Punkte angedeutet sind, f�ur hohe

Werte von k gegen�uber dem f�uhrenden Term zu vernachl�assigen sind. Wir

d�urfen k allerdings nicht so gro� w�ahlen, da� wir wieder aus dem linearen

Bereich herausgeraten. Nehmen wir nun an, da� wir �

h

in h entwickeln k�onnen

und beachten wir, da� die f�uhrenden Beitr�age linear in h sein m�ussen, so ergibt

sich

�

h

= h

~

�

h

) H

(n+k)

� H

(1)

+ (�

h

)

k

h

~

�

h

:

Dasselbe k�onnen wir f�ur " vollziehen,

H

(n+k)

� H

(1)

+ (�

"

)

k

"

~

�

"

:

Verwenden wir Gleichung (11.20) k-fach hintereinander, so erhalten wir eine

Beziehung f�ur die freien Energien zu H

(n)

und H

(n+k)

,

a((H

(n)

)) = a

(n)

+

1

2

a

(n+1)

+ : : :+

1

a

k

a((H

(n+k)

)):

Nur der letzte Term auf der rechten Seite ist wir die linke Seite singul�ar. Nur

diese wollen wir vergleichen. Statt der Hamiltonfunktionen setzen wir die ent-

sprechenden Parameter ein und erhalten

a

s

("; h) =

1

a

k

a

s

�

(�

"

)

k

"; (�

h

)

k

h

�

, 2

k

a

s

("; h) = a

s

�

(�

"

)

k

"; (�

h

)

k

h

�

(der Index s steht f�ur

"

singul�ar\). Wir setzen nun � = 2

k

und erhalten

k =

ln�

ln 2

; ) (�

"

)

k

= �

ln�

"

= ln 2

; (�

h

)

k

= �

ln�

h

= ln 2

und damit

�a

s

("; h) = a

s

�

�

ln�

"

= ln 2

; �

ln�

h

= ln 2

�

:

Die Identi�zierung

�

"

=

ln�

"

ln 2

; �

h

=

ln�

h

ln 2

f�uhrt uns schlie�lich auf die zentrale Gleichung (11.4) der Skalenhypothese.

11.5.6 Abschlie�ende Bemerkungen

Mit Hilfe der Renormierungstheorie kann man also auf eine noch tiefere Ebene

als die der Skalenhypothese gelangen. Der Nachteil dieser Theorie ist, da� sich

f�ur fast kein System tats�achlich der Fixpunkt bzw. seine Parameter bestim-

men lassen. W�ahrend man f�ur ein vierdimensionales System in der Regel den

Fixpunkt genau kennt, gibt es f�ur andere Systeme gewisserma�en zwei

"

Fix-

punkte\: den

"

alten\ aus der vierdimensionalen Rechnung und einen

"

neuen\,

dessen Lage i.a. unbekannt ist. Sch�on ist jedoch, da� man trotz dieser Unwis-

senheit um diesen unbekannten Fixpunkt entwickeln kann und Rechnungen f�ur

die Umgebung dieses Fixpunktes anstellen kann, ohne wissen zu m�ussen, wo er

nun tats�achlich liegt.
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