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SEIte 2. Thermodynamik

Vorwort

Das vorliegende Skript fafit den Inhalt einer Vorlesung zusammen, die Professor
Dr. Uwe Brandt im Wintersemester 1985/86 an der Universitat Dortmund als
eine der Einstiegsvorlesungen ins Hauptstudium fur das funfte Semester anbot.
Sie gliedert sich in vier grofle Blocke, beginnend mit der phanomenologischen
Thermodynamik uber die klassische Statistik zur Quantenstatistik und als Er-
welterung schliefllich noch die Theorie der Phasentibergange. Roter Faden
durch den Lehrstoff ist die Entropie, die unter den verschiedensten Blickwinkeln
betrachtet, analysiert und neu definiert wird.

Die Vorlesung, die Professor Brandt in seiner ihm eigenen poltrigen, aber
sehr liebenswerten Art hielt und die er nur in Gestalt der Rechnungen und
Formeln mit teilweise winzigen Lettern an der Tafel notierte, stellte eine Her-
ausforderung fur die Zuhorerschaft und insbesondere fir denjenigen dar, der
nachher daraus ein Skript erstellen wollte. Und der Inhalt ging insbesondere
in seinen abschlieflenden Kapiteln iber den sonst tiblichen Kanon hinaus. Die
Zweitveroffentlichung dieses Skriptes (ein erstes, handgeschriebenes, machte
schon nach der Vorlesung die Runde im Studierendenkreis) geschieht zugleich
in dankbarer Erinnerung an diesen einmaligen Dozenten, der im vergangenen
Jahr nach langer, schwerer Krankheit, die ihn schon damals zeichnete, verstarb.
Jetzt, da ich dies schreibe, habe ich seine Stimme noch im Ohr und ihn selbst
vor Augen, wie er uns die Thermodynamik nahezubringen versucht.

Ithaca, im September 1999 Stefan Groote*

(© Eine Produktion des christlichen Buchverlages Groote & Reif3

* Institut fiir Physik der Johannes-Gutenberg-Universitat,
Arbeitsgruppe theoretische Teilchenphysik (ThEP), 55099 Mainz
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I. Phanomenologische Thermodynamik

Wir betrachten in diesem Teil Systeme 1m Gleichgewicht. Dabei kann mit dem
»oystem® eine Vielzahl von Teilchen, aber auch ein Feld gemeint sein. Diese
Systeme beschreiben wir durch eine moglichst geringe Anzahl von Zustandsva-
riablen (wie Volumen V', Druck p oder Temperatur T'), die einen Zustandsraum
aufspannen. Fur ein System im Gleichgewicht bleiben diese Variablen zeitlich
konstant, ein solches System wird also reprasentiert durch einen Punkt im
Zustandsraum. Die Zustandsvariablen sind allerdings nicht ganz unabhangig
voneinander, es bestehen Abhangigkeiten in Form der Zustandsgleichungen

fp,V,T,...)=0 (1.1)

zwischen diesen Variablen. Solche Gleichungen beschreiben Zustandsflachen,
also Hyperflachen im Zustandsraum. Ein Beispiel fur eine Zustandsgleichung
ist die Gasgleichung des idealen Gases, pV — NkpT = 0. Nichtgleichgewichts-
zustande konnen nur schwer behandelt werden, da nicht klar ist, welche Zu-
standsvariablen zusatzlich zur Beschreibung herangezogen werden miissen.

Im Folgenden recht haufig benutzt werden wird der Begriff des wvollstan-
digen Differentials. Wir wollen es daher hier kurz vorstellen. Ein Differential
ist definiert als Linearkombination der Koordinatendifferentiale im IR",

dF = fi(x1, ... xn)dey + oo 4 folar, .o an)day, (1.2)

wobei fiir einen Weg mit der Parameterdarstellung (z1(\),...,z,(\)T gilt:

Z_f - ny(:z;l(/\),...,xn(/\))d;/\”. (1.3)

Ein vollstandiges Differential hat nun die Eigenschaft, daf} es sich als totales
Differential einer universellen Funktion F schreiben lafit,

" OF dx,
Oz, d\~

=1

F(A) = F(zi(\),...2,(N) = fl—f: (1.4)

Die Zustandsfunktionen sind solche universellen Funktionen. Durch Vergleich
mit Gleichung (1.3) erhalten wir f, = 0F/dz,. Dann gilt nach dem Satz von
Schwarz . .
of,  O°F  OF _ Of,
Oz, N Ox,0x, N O0x,0x, Oz,

Diese Gleichung, als Bedingung an die f, aufgefafit, ist aber gleichzeitig auch
notwendige Bedingung dafiir, dafl sich ein Differential der Form (1.2) durch eine
universelle Funktion F' beschreiben 1a8t. Sie wird als Integrabilitatsbedingung
bezeichnet und ist hinreichend, wenn sie in einem einfach zusammenhangenden

Gebiet des Raumes IR" gilt.

(1.5)
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1. Die Hauptsatze der Thermodynamik

1.1 Innere Energie und erster Hauptsatz

Wir betrachten zunachst ein thermaisch isoliertes System. Um Unklarheiten zu
vermeiden, definieren wir dieses System durch die nachfolgend beschriebenen
Eigenschaften. Spater werden wir sehen, daf} es sich dabel um ein System han-
deln wird, welches mit seiner Umgebung keine Warme austauscht. Ein solches
System gehe nun von einem Zustand A in einen anderen Zustand B uber, be-
wege sich also von einem Punkt des Zustandsraums zu einem anderen. Leistet
das System auf diesemm Wege Arbeit W, so ist diese nur von A und B, nicht je-
doch vom eingeschlagenen Weg im Zustandsraum abhangig. Gleichbedeutend
damit kénnen wir im Zustandsraum eine Funktion U(p, V,T,... ) definieren,
fur die gilt

UB)—UA) =W  (U(A) == U(pa,Va, Tas ... ). (1.6)

Diese Funktion nennen wir innere Energie. Differentiell lautet diese Gleichung
(mit U als universeller Funktion)

AU = —dW. (1.7)

Die innere Energie eines zusammengesetzten Systems ist additiv. Wir betrach-
ten ein solches aus zwei raumlichen Bereichen zusammengesetztes System, das
als ganzes abgeschlossen sei. Experimentell finden wir jedoch, dafl bei unter-
schiedlichen Zusténden der Einzelsysteme die Gleichung (1.7) nicht mehr fiir
jedes einzelne erfullt ist. Daher fithren wir als neue Energieform die Warme
@ ein, die von dem einen System abgegeben und vom anderen aufgenommen
wird und die gerade den Fehler in der Energiebilanz der Einzelsysteme aus-
gleicht. Wie diese Warme gerechnet wird, hangt ganz davon ab, wie die beiden
anderen Groflen, insbesondere also die Arbeit, definiert sind. Wir erweitern so
Gleichung (1.7) und gelangen zum ersten Hauptsatz der Thermodynamik,

dU = d@Q) — dW. (1.8)
Als Arbeit gelte im Folgenden nur die mechanische Arbeit. Es ist

szF-dSz%-AdSzpdV (1.9)

(vgl. Abbildung 1.1 links). Daraus ergibt sich
dU =dQ — pdV. (1.10)

Die Warme ist im Gegensatz zur inneren Energie keine Zustandsfunktion, d@
also kein vollstandiges Differential. Wir wissen zwar, dafl Warmezufuhr eine
Temperaturerhohung bewirkt, was sich ausdrickt durch

AQ=C- AT (C ist die spezifische Wirme). (1.11)

Jedoch ist diese Temperaturerhohung stark abhangig vom Weg, der im Zu-
standsraum eingeschlagen wird. So unterscheiden wir spater zwischen der spe-
zifischen Warme bei konstantem Druck und bei konstantem Volumen. Auch
andere Variablen wie ein moglicherweise vorhandenes Magnetfeld konnen kon-
stant zu halten sein.
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1.2 Spezifische Warme und Enthalpie

Wir haben gleich zu Anfang betont, dafl die Zustandsvariablen nicht unabhan-
gig voneinander sind, sondern tber die Zustandsgleichungen miteinander zu-
sammenhangen. Zustandsfunktionen sind also strenggenommen Funktionen
auf den Zustandsflachen. Welche rechnerischen Konsequenzen ergeben sich
daraus, dafl wir auf diesen Zustandsflachen rechnen? Die Zustandsflachen er-
lauben es zumindest lokal, eine Zustandsvariable durch die iibrigen Variablen
auszudricken. Diese sind nunmehr unabhangig. Betrachten wir zunachst die
innere Energie als Funktion von Temperatur und Volumen, so erhalten wir

oU
av = 22| ar —‘ d 1.12
U o7 |91+ V. (1.12)

Bei den partiellen Ableitungen wird die jeweils anderen Groflen festgehalten.
Dies driicken wir mit dem Senkrechtstrich aus. Vergleichen wir dies mit Glei-
chung (1.10), so erhalten wir fiir die Wérme

0

iQ =2 dT+<aU

57| T p> dv. (1.13)

U
oT
Bewegen wir uns nun entlang eines Weges im Zustandsraum, auf dem sich das
Volumen nicht andert, so ist

oU ou
dQ = T VdT =CydT, also Cy = a7 |v

(1.14)
Als Proportionalitatskonstante erhalten wir die spezifische Warme beir konstan-
tem Volumen, Cyv. Um die spezifisch Warme bei konstantem Druck, C) zu be-
stimmen, betrachten wir die innere Energie nun als Funktion von Temperatur
und Druck. Das Volumen wird nun auch eine Funktion dieser beiden Groflen,
wir erhalten

ou
U =T ‘ dT — p ‘ dp = dQ — pdV (1.15)
oder
ou ou ov
dQ = <a_T —I—paT‘ >dT <% 0y >dp. (1.16)
Fur konstanten Druck ergibt sich
ou ov 0 o
Cp=—+= — 8T(U +pV), = (1.17)
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Wir haben damit sogleich eine neue Zustandsfunktion definiert, die Enthalpie
H:=U+pV. (1.18)

Um innere Energie, Enthalpie und spezifische Warme fur ein ideales Gas mit
der Zustandsgleichung pV = NkpT zu berechnen, machte Louis Joseph Gay-
Lussac folgendes Experiment (Abbildung 1.1 Mitte): Zwei luftgefiillte Zylin-
der sind durch ein diinnes Rohr miteinander verbunden. Dieses kann durch
einen Hahn verriegelt werden. Nun wird der eine Zylinder leergepumpt und
die Anordnung in ein Wasserbad gelegt, dessen Temperatur gemessen wird.
Nach Offnen des Hahns und dem Einstellen des Gleichgewichtes stellt sich her-
aus, dafl die Temperatur sich nicht geandert hat, also keine Warme mit dem
Wasserbad ausgetauscht wurde. Auch Arbeit wurde nicht an dem Wasserbad
verrichtet. Daher mufl die innere Energie des Gases konstant geblieben sein,
obwohl sich das Gasvolumen verdoppelt hat.

Gay-Lussac schlof§ daraus, dafl die innere Energie eines idealen Gases nicht
vom Volumen abhéngig sein kann (vorausgesetzt, man kann Luft ndherungs-
weise als ideales Gas ansehen!). Ferner stellte sich auch Cy als nicht von der
Temperatur abhangig heraus. Damit liefl sich die innere Energie durch Inte-
grieren der Gleichung

ou
7|, = Cv (1.19)

bestimmen,

U(T,V)=CyT + konstant = (1.20)
H(T,V)=U(T,V)+pV = CyT + pV + konstant. '

Zur Berechnung von C), schreiben wir die Enthalpie als Funktion von Tempe-
ratur und Druck,

H(T,p) =CyT + pV(T,p) + konstant = (Cy + Nkp)T + konstant =
OH

p:a—Tp:CV—I—NkB' (121)

SchlieBllich 1ait sich der erste Hauptsatz der Thermodynamik in folgendem
Merksatz zusammenfassen:

Erster Hauptsatz der Thermodynamik:

Die Existenz einer Zustandsfunktion U, auch innere Energie genannt,
ist aquivalent damit, dafl kein Perpetuum mobile erster Art existiert.
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1.3 Entropie und zweiter Hauptsatz
Fiir den Charakter einer Zustandséinderung, also den Ubergang zwischen zwei
Zustanden, unterscheiden wir zwei Falle:

- Die Zustandsanderung ist reversibel, lafit sich also zeitlich umkehren,
ohne daf sich die Umgebung andert, oder

- die Zustandsanderung ist irreversibel.

Physikalische Prozesse, die wir beobachten, sind normalerweise irreversibel,
doch néhern sie sich meist die Reversibilitat in hohem Mafle.

/
Wasser // ‘

m —_— oo
b

U ds Luft Vakuum|__| | /

T

Abb.1.1 Arbeit am Kolben, Gay-Lussacsches Experiment und eine Abwandlung

Beispiel fur eine irreversible Zustandsanderung ist das bereits oben vorgestellte
Gay-Lussacsche Experiment. In einer in Abbildung 1.1 rechts gezeigten Ab-
wandlung dieses Experimentes verbinden wir die Expansion des Gases mit ei-
ner Energiespeicherung. Das System nimmt von der Umgebung Warme auf
und verrichtet Arbeit. Die Zustandsanderung wird so anndhernd reversibel.
Schwierigkeiten macht uns die offensichtliche Volumenabhéangigkeit der inneren
Energie, die gespeichert wird. Die Volumenabhangigkeit der inneren Energie
galt jedoch nur fur konstante Temperatur, die hier nicht gegeben ist.

Die Unterteilung in reversible und irreversible Zustandsanderungen ermog-
licht es uns, den Zustandsraum in Aquivalenzklassen aufzuteilen. Zustinde,
zwischen denen reversible U'bergénge moglich sind, sollen zu derselben Aqui-
valenzklasse gehoren. Diese Aquivalenzklassen bilden eine Hyperebenenschar
im Zustandsraum, und es lat sich eine Zustandsfunktion S finden, die auf
jeder solchen Hyperebene einen konstanten Wert annimmt.

Wir wollen einmal ausschliefen, dafl diese Ebenen durch ,Locher® und
»Risse* gespalten sind. Solche treten dann auf, wenn bestimmte Bereiche des
Zustandsraumes vom System nicht erreicht werden konnen. Sind die Ebenen
also zusammenhangend, so laf3t sich ein Groflenvergleich fir die Zustandsfunk-
tion definieren. Es gilt dann ndmlich S(A) < S(B), wenn der U'bergang von A
nach B einer irreversiblen Zustandsénderung entspricht, wihrend der Ubergang
von B nach A nicht moglich ist. Die Zustandsfunktion S ist dann bestimmt
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bis auf die Konstanten o und ( der Transformation
S —aS+ 0. (1.22)

Betrachten wir das obige Beispiel, so stellen wir fest, dafl die Zustandsfunk-
tion S additiv ist. Denn die Expansion des Gases wie auch das Abrollen des
Zahnrades sind irreversibel, wahrend der Gesamtprozefl reversibel ist. Die so
konstruierte Zustandsfunktion S nennen wir Entropie.

Fur ein abgeschlossenes System, also ein thermisch isoliertes System ohne
Zu- oder Abfuhr von Arbeit, konnen nur reversible oder irreversible Prozesse
auftreten, die Entropie kann also hochstens steigen. Daraus folgt, dafl der
Zustand grofiter Entropie einen Gleichgewichtszustand des Systems darstellen
muf. Beispiel fur diese Gleichgewichtseinstellung ist eine reibende Wand zwi-
schen zwei Gasvolumina, die zur Ruhe kommt. Daf dieser Zustand der einzige
Gleichgewichtszustand ist, dies ist, obwohl anschaulich klar, nicht zu beweisen.
Daher fihren wir dies als Axiom an.

Zur Bestimmung des Gleichgewichtszustandes eines zusammengesetzten
Systems konnen wir die einzelnen Gleichgewichte entkoppelt betrachten und
die Systeme danach zum Gesamtsystem zusammenfiigen. Zum Beispiel wird
sich der Druck in zwei Kammern, die durch ein dinnes Rohr miteinander ver-
bunden sind, einzeln rasch einstellen, wahrend sich der Druckausgleich tuber
das Rohr nur langsam vollzieht.

1.4 Warmeleitung und Temperatur

Die Warmeleitung ist eine irreversible Zustandsanderung, in der die Entropie
steigt. Dieser Anstieg kann zur Definition der Temperatur T herangezogen
werden. Ein Korper soll kalter als ein anderer heiflen, wenn er von diesem
anderen Warme aufnimmt. Diese Definition entspricht tibrigens der spateren
Definition des Drucks durch die spontane Verschiebung einer Trennwand. Doch
betrachten wir den Vorgang, der sich beim Warmeaustausch zwischen zwel
Teilsystemen abspielt, genauer. Die innere Energie des Gesamtsystems andert
sich wegen der Abgeschlossenheit dieses Gesamtsystems nicht, die Anderung
der einzelnen inneren Energien ist daher gleich dem Warmetbertrag,

U:Ul—I-UQ, dU =0 = dU2 :—dUl :dQ>0, (123)

d.h. System 1 gibt an System 2 die Warmemenge d@) ab. Die Entropie des Ge-
samtsystems setzt sich additiv aus dem Entropien der Teilsysteme zusammen,
S = S1(Uy, V1) 4+ S2(Uz, V). Die Volumina V; und V; dndern sich bei diesem
Prozef nicht, daher ergibt sich

05, 05, 05, 05,
dS = —| d | dU, = | — d
95, 05,

o011 922 194
au, = au, (1.24)
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Vergleicht man dies mit 77 > 75, so kann man, falls die partiellen Ableitungen
positiv sind, die Temperatur T definieren durch

1 oS
7= (1.25)

Aquivalent zur Existenz der Entropie ist der ...

Zweite Hauptsatz der Thermodynamaik:

»Es gibt kein Perpetuum mobile der zweiten Art“

Damit ist gemeint, dafl es keine Maschine geben kann, deren einziger Zweck es
ist, Warme in Arbeit zu verwandeln. Denn mit dieser Arbeit konnte ein Sie-
destab betrieben werden, der das warmere Reservoir erwarmen wirde, womit
effektiv Warme vom kalteren zum warmeren Reservoir flosse.

.>Q>@ .>Q>. .<Q<.

dW
Warmekraftmaschine W&rmepumpe

= Reservoir Q = Maschine

)
v
)

\J

W
"0

Abb. 1.2 Perpetuum mobile zweiter Art, Warmekraftmaschine und Warmepumpe

2. Thermodynamische Prozesse

2.1 Warmekraftmaschinen und Wirkungsgrad

In Abbildung 1.3 Mitte ist das Prinzip einer Warmekraftmaschine dargestellt.
Nach dem ersten Hauptsatz gilt fr eine solche Maschine d@Qy = dQ)2+dW , nach
dem zweiten Hauptsatz dS > 0. Die innere Energie der durch ihre Temperatur
charakterisierten Reservoire T} und 75 kann nur durch Warmeab- und -zufuhr
geandert werden,

d@y = —dUy, dQs = dU,. (2.1)
Man erhalt

05,
<dS =d dSs = ——
0<ds S1 4+ dSs ot v ( Ql)

652 dQl dQZ
d = —— 4+ == (2.2
v, v Q2 T, + T (2.2)
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Mittels des ersten Hauptsatzes eliminieren wir d()s und erhalten

_dey n dQy — dW

0 T to - <Ti2 a Ti1>alQ1 a Tide
& cmfgﬂ%<r—%>:dQ«TG;B> (2.3)

Als Wirkungsgrad n bezeichnet man nun das Verhaltnis der gewonnenen Arbeit
zur eingeflossenen Wérme (beachte, dafl die austretende Warme (Abwérme)
nicht beriicksichtigt ist),

dW T — 15
n = S = "'max
dQy Ty

fur T1 > T2. (24)

Dabei steht das Gleichheitszeichen fur den reversiblen, das Kleinerzeichen fir
den irreversiblen Prozef.

Bei der Warmepumpe ist der Prozefl gerade umgekehrt (vel. dazu Abbil-
dung 1.3 rechts). Es wird Arbeit ins System hineingesteckt, um Warme vom
kalteren ins warmere Reservoir zu pumpen. Hier eliminieren wir unter Aus-
nutzung des ersten Hauptsatzes d@); und erhalten

T
dQ, < dwW . 2.5
Q= dWo—p (2.5)
Der Wirkungsgrad ist entsprechend anders definiert,
d T
_do T (2.6)

TTaw ST -1
Fir 77 = 300K und T, = 280K ergibt sich ein maximaler Wirkungsgrad der

Warmepumpe von nyax = 15. Wir konnen die Warmepumpe auch als Kithlung
fur das Reservoir T auflassen. Dann ist

T2 T2

dQs < dW < )
Q2= T -1, ~ n_Tl_TZ

(2.7)

2.2 Warmeleitung
Aus der Definition der Temperatur in Gleichung (1.25) folgt unmittelbar

1
dS = =d 2.

sofern auflere Parameter wie das Volumen V', die Magnetisierung M oder die
Polarisation P konstant gehalten werden. Mit der Konstanz des Volumens
verschwindet aber auch die Arbeit, so dafl wir nach dem ersten Hauptsatz der
Termodynamik fur dW = 0 auch

dq

ds = == (2.9)
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schreiben konnen. Auch bei konstant gehaltenem Warmeinhalt, also fur d@Q) =
0, steigt die Entropie an. Bewegen wir uns im durch die Warme und die Arbeit
aufgespannten Zustandsraum von einem Punkt A zu einem Punkt B, so kann
dieser Weg zerlegt werden in Teilstiicke, auf denen jeweils entweder keine Arbeit
oder keine Warme tubertragen wird. Insgesamt ergibt sich damit

B B dQ
S(B) — S(A) = / is > / 9@ (2.10)
A A T
Das Gleichheitszeichen steht, falls die Arbeit reversibel geleistet wurde. 1/T
fungiert als integrierender Faktor. Als Anwendung betrachten wir einen War-
meleitungsvorgang. Mit konstanten Volumina und 77 > T5 ist
051 095,
dS = —(—d —d@ > 0. 2.11
O a0 + g > (2.11)
Der Gleichgewichtszustand ist dann erreicht, wenn S maximal geworden ist.
Notwendige Bedingung dafur ist also
05, 05 1 1 05
d5:<———>d :(---)d —0 Ti =T oder 22| =o.
8U2 8U1 Q T2 T1 Q < ! 2 odet 8@ 14
(2.12)
Ist weiterhin an dieser Stelle 925/9Q?* < 0, so existiert dort tatsachlich ein
Maximum der Entropie. Wir uberprifen dies:

9*S 0 /08 0 /081 05, 9*S,  0°S, *

] == (= = (== 14+ == = — < 2.1

0Q? v 8Q<8Q>v 8Q<8Ul + 8U2>v1,v2 oU? + ouU? <0 (213)
o (1 o (1 1 /9T oT,

o (2@ @) == b * el s

Wir erinnern uns an oU(T,V)/0T |y = Cy, also 0T /0y|v = 1/Cy und erhal-
ten

. 0T
Vl aUZ

1 <6T1

= (5 _ < L )go. (2.14)

“T2\ey, T

V2> T1:T2:T

Letzteres gilt, da nach Messungen die spezifische Warme stets positiv ist.

2.3 Expansion und Druck

Als nachstes betrachten wir im Vergleich das frei expandierende ideale Gas im
Gay-Lussacschen Versuch (Abbildung 1.1) und ein ideales Gas, das ebenfalls
isotherm, aber reversibel expandiere. Da bei einem idealen Gas die innere
Energie nicht vom Volumen abhangt, jedoch Arbeit geleistet wurde, mufl im
zweiten Fall auch Warme aufgenommen worden sein. Die geleistete Arbeit
konnen wir mit Hilfe der Gasgleichung berechnen,

V V
1 1 d
AW = [ p(V)dv = NkBT/ 7V — NkpTln <V1>

VO VO

(2.15)
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Wegen AU = 0 ist nach dem ersten Hauptsatz

AQ:AU+AW%JW@Tm<E» (2.16)
Vo
was zu einer Entropiezunahme
_AQ Vi
A&hv_ﬁr_ﬁm3m<%> (2.17)

fuhrt. Das Warmebad liefert diese Warmemenge bei gleichbleibender Tempe-
ratur, erfahrt also eine Entropieerniedrigung um denselben Betrag, die Gesam-
tentropie andert sich nicht.

Da sich beim irreversiblen Gay-Lussacschen Proze3 der Endzustand in
allen Zustandsgroflen nicht vom eben beschriebenen Prozefl unterscheidet und
die Entropie eine Zustandsfunktion ist, konnen wir ihre Zunahme fir das Gas
hier als gleich ansehen. Dagegen gibt das Warmebad keine Warme an das
System ab, die Entropie steigt daher insgesamt an.

U schlieBlich noch den Druck mit der inneren Energie in Verbindung zu
bringen, betrachten wir ein abgeschlossenes System mit einer verschiebbaren
Trennwand. Aufgrund der Konstruktion ist V4 + V, = V = konstant, also
dVy = —dV;. Die innere Energie des Gesamtsystems andert sich nicht. Gleich-
gewichtszustand ist derjenige mit maximaler Entropie. Aus der Anschauung
wissen wir, dafl dann der Druckausgleich zwischen beiden Kammern hergestellt
ist. Damit ist mit AS =0

oU oU
OzAUZEVLAV+5§vAS:<

oty
ovy

A
Sl aVZ

&>dVi:(L (2.18)

Eine sinnvolle Definition des Drucks ist damit gegeben durch

ou

= . 2.19
P=ovis (2:19)
2.4 Die TdS-Gleichungen
Allgemein ist, wie eben zwischenzeitig hingeschrieben,
ou ou
av = 55| av+ 55| ds. 2.2
v oVls Vr oS lv S (2:20)

Aus Gleichung (1.25) und der Form T = 90U /9S|v und Gleichung (2.19) ergibt
sich dann der Ausdruck

dU = TdS — pdV. (2.21)
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Wir wollen uns in diesem Abschnitt zur Aufgabe setzen, den Ausdruck T'dS in
seiner Abhangigkeit von Temperatur und Volumen bzw. von Temperatur und
Druck durch direkt mefibare Groflen auszudriicken. Diese sind . ..

. . . 10V
...der thermische Expansionskoeffizient «a = vorl, (2.22)
... die isotherme Kompressibilitit 7 = _ia_V (2.23)
V oplr’
...die diabatische Kompressibilitat g = _ia_V . (2.24)
V Opls

Dazu betrachten wir die innere Energie zunachst als Funktion von Temperatur
und Volumen,

ou ou ou

Dies setzen wir in die Energiegleichung (2.20) ein und stellen nach dS um,

Js 10U JT 1<6U

= 757 T+ 7 (57, +p)av (2.26)

Da dS vollstandiges Differential der Zustandsfunktion .S ist, muf} die Integra-
bilitdtsbedingung (1.5) erfiillt sein,

8(18U >T 8(18U +£>V

V\TaTlv)r — oT\Tovir ' T
10U 1oy 10U p 10p
TovaT ~ T?aVie Tarev T¢ TaTlv
ou dp

& | +p=Ta| . (2.27)

Dies konnen wir in Gleichung (2.26) einsetzen und erhalten

1 dp
ds = fC’vdT + T vdV. (2.28)

Die verbleibende partielle Ableitung konnen wir aus der Zustandsgleichung
bestimmen, indem wir diese lokal nach V auflosen und anschliefend dV = 0

setzen,
oV oV
V(T,p) = S| dT+ 5> dp=aVdT - krVip =
VIT.p) = 55| AT+ 57| dp = aVdl — rrVdp =0
dp dp a
= =—==—. 2.2
aT v dT RT ( 9)
Damit erhalten wir die erste T'dS-Gleichung
TdS = CydT + T-—dV. (2.30)

R
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Wir betrachten nun die innere Energie als Funktion von Temperatur und Druck,

ou
aT |,

ou

aU = ‘
+8pT

dp. (2.31)
In Gleichung (2.20) eingesetzt und nach 7'dS umgestellt ergibt dies

Tds = a—U‘ T + a—U‘ dp + pdV =

ou
- dT ‘ d
aT |, ‘ +p P
10U p 8V 10U p 8V
dS = ===+ == ) dT —— 4+ =—) dp=
S <T8T+T8T>p <Tap+Tap> P
1 0H 10U poV
= —— - L d —
<T dp + T 8p> p
1 10U poVvV
= —C,dT ——+=——)d 2.32
TCP +<Tap+T6p> (2.32)
Wiederum mit der Integrabilitatsbedingung erhalten wir
0 (10U ov 0 10U ov
0 (10U)  pOVIy_ 0 (10U | p OV
op OT\T Oplr T Oplr
10U p OV ov
—— = === 2.33
T Oplr T Oplr ( )
Dies in Gleichung (2.32) eingesetzt, liefert die zweite T'dS-Gleichung
TdS = CpdT — aTVdp. (2.34)

Setzen wir die rechten Seiten von Gleichung (2.30) und (2.34) gleich, so ergibt
sich

CydT + T-—dV = C,dT — oTVdp. (2.35)
RT

Nun sind 7', V und p keine unabhangige Variablen, sondern tiber die Zustands-
gleichung miteinander gekoppelt. Losen wir diese lokal nach V' auf, bilden das
totale Differential und setzen in Gleichung (2.35) ein, so ist

Cydl +T-— <g—¥ ) = C,dT — oTVdp
=(ov-c+ = oT oV >dT + <%%—Z A+ oTV)dp,  (2:36)

wobei T' und p nun nicht mehr abhangig voneinander sind. Daher mussen beide
Koeffizienten verschwinden. Der zweite tut dies aufgrund der Definition von
k7 in (2.23). Das Verschwinden des ersten Koeffizienten liefert mit (2.22)

Oé2
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Eine zweite Beziehung zwischen €}, und C'y ergibt sich tiber die Definition von
kg in (2.24). Da § flir adiabatische Prozesse konstant bleibt, setzen wir in
beiden T'dS-Gleichungen die linken Seiten gleich Null und formen nach d7" um,

aT

0=CydT + —TdV & dT=- v
RT rRTUV
T
0=C,dT —aTVdp < dT = O‘C—Vdp, (2.38)
P
aT oV dV Cyv
- av="2""4 & vy
g c, P T g TV es
aus (2.24) folgt schlieBlich
19V 1dV Cy Cy KRS
s V Opls V dp T ) < ) KT ( )

Beachte folgendes:
e Wichtig an den beiden Beziehungen (2.37) und (2.39) ist, daf sich C,

und Cy durch experimentell bestimmbare Gréflen (o, k7, kg) berechnen
lassen.

o r ist stets grofer als Null!

e (), ist nach (2.37) stets grofler als C'y, aber dies nicht, weil « stets grofler als
Null ware. Betrachte als Gegenbeispiel Gummi, das sich bei Erwarmung
zusammenzieht.

2.5 Der Joule-Thompson-Effekt

Joule und Thompson (spéater von der englischen Konigin zu Lord Kelvin ge-
adelt) betrachteten in ihrem Versuch eine Menge Gas des Zustandes (V1, Ty, p1),
dir durch einen porosen Stopfen hindurch in die andere Kammer in einen
Zustand (Vz,T5,p2) Uberfiihrt wird. Das System ist thermisch isoliert, d.h.
AQ = 0.

—. — ——

Abb. 2.1 Der Joule-Thompson-Versuch

Der Ubertritt des Gases wird durch eine leichte Druckerhohung in Kammer 1
hervorgerufen. Diese wird mit Hilfe des Stempels auf dieser Seite bewirkt. Die
Energiebilanz liefert nach dem ersten Hauptsatz

AU = —AW = —AW; — AW, (2.40)
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Fur konstant gehaltenen Druck in den beiden Kammern ergibt sich
AW, = p1t AV = —pi W und AW, = po AV, = po Vs, (2.41)
also Uy — Uy = p1 V) — p2 V5 und damit
Hy =U; +p1Vi =Us +p2 Vo = Ho. (2.42)

Der Prozef lauft also bei konstanter Enthalpie ab. Man kann sich diese Ent-
halphie nun vorstellen als Funktion von Temperatur und Druck. Dann bilden
alle Punkte auf der Zustandsflache mit konstanter Enthalpie eine Kurve, deren
Steigung im (7T, p)-Diagramm als Joule-Thomson-Koeffizient bezeichnet wird,

8_T : (2.43)
Op

Um ihn zu berechnen, 16st man H(T,p) = Hg lokal nach T auf und leitet diese
Funktion nach p ab. Ist der Koeffizient negativ, so bedeutet dies, daf3 sich
das Gas abkuhlt, wenn es von einem Gebiet hoheren in ein Gebiet geringeren
Drucks tubergeht. Beispiel fur ein solches Gas ist Freon, das in Kuhlschranken
verwendet wird.

3. Thermodynamische Potentiale

Unter einem thermodynamischen Potential wollen wir eine Zustandsfunktion in
geeigneten Variablen mit der Eigenschaft verstehen, daf§ durch Differenzieren
dieser Funktion alle thermodynamischen Beziehungen erhalten werden konnen.
Diese Eigenschaft verallgemeinert diejenige der Lagrange- und Hamiltonfunk-
tion der klassischen Mechanik.

3.1 Die innere Energie

Die innere Energie U, ausgedrickt durch Entropie und Volumen, ist ein solches
thermodynamisches Potential, denn es ist nach Gleichung (2.21)

v ou

T_ﬁv und p=-——| . (3.1)

Dagegen ist die innere Energie, in den Variablen T" und V' geschrieben, kein
thermodynamisches Potential, denn es ist p #= —0U/IV|r.

Als Beispiel betrachten wir das ideale Gas mit der inneren Energie
U(T)=CvT+ Uy (3.2)

(man beachte, dafl die innere Energie des idealen Gases nocht vom Volu-
men abhéngt). Die ,stérende“ Variable Temperatur miissen wir nun zunéchst
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durh Entropie und Volumen ausdricken. Dazu benutzen wir die erste T'dS-
Gleichung (2.29), die zusammen mit der Gasgleichung pV = NkpT diese Um-
formung erlaubt,

d
TdS = CydT + T@ dV = CydT + NkBT—V
oT v V
dT dVv

Die Integrabilitatsbedingung liefert eine Trivialitat, das totale Differential 1af3t
sich also integrieren und liefert

T \%
- = In| = Nkgln| — ). 4
S — 50 Cv Il(TO)—I— B n<V0> (3 )

Losen wir diese Gleichung nach T' auf und setzen den Ausdruck in U(T) ein,
so ergibt sich

B —Nkgy/Cy
T(S,V)=Tyexp (S SO) <V>

Cy Vo
_ —Nkgp/Cv
U(S,V) = Uy — CyTyexp S5\ (X . (3.5)
Cy o

Zur Probe rechnen wir die Beziehungen (3.1) nach,

B —Nkg/Cy
ou :CVTOLGXPG So><V> 7

oS v Cy Cv Vo
ou CyTh S — 5 Nkpg 174 —(Nkp/Cv)-1
wvls P -\ - (3.6)
aV S VO CV CV VO
— _NkgT, v 1 _
Bloexp ( Cv ) (V()) v = p

Wir konnen umgekehrt auch die Entropie durch innere Energie und Volumen
ausdriicken, S = S(U, V). Die Ableitung nach der inneren Energie kennen wir
bereits aus Gleichung (1.25). Doch was ist mit der Ableitung nach dem Volu-
men? Um diese bestimmen zu konnen, benutzen wir den uns schon gelaufigen
Trick: Wir bilden das totale Differential der konstant zu haltenden Zustands-
funktion (in diesem Fall der inneren Energie) und setzen dieses gleich Null.
Dann stellen wir zum Differentialquotienten um,

ou ou
av = & dS+—‘ dV = TdS — pdV = 0
aVls

~ OSlv
05 ds p
) ==X 3.7
oviv dVv T (3:7)
Die Bedeutung der inneren Energie besteht darin, daf} sie in einem abgeschlosse-
nen System konstant ist und dieses seinen Gleichgewichtszustand fir maximale

Entropie annimmt.
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3.2 Die Enthalpie
Auch die Enthalpie H haben wir bereits eingefithrt (vgl. Gleichung (1.18)),
H=U+pV. (3.8)

In welchen Groflen ausgedriickt ist H ein thermodynamisches Potential? Um
dies beantworten zu kénnen, bilden wir unter Verwendung von Gleichung (2.21)
das totale Differential,

dH = dU + pdV + Vdp = TdS — pdV + pdV + Vdp

& dH =TdS + Vdp. (3.9)
Driicken wir die Enthalpie durch Entropie und Druck aus, so konnen wir
OH OH
—| =T d =—/—| =V 3.10
95 |y e s (3.10)

identfizieren, d.h. H fungiert als thermodynamisches Potential. Desgleichen
laft sich wieder die Entropie durch Enthalpie und Druck beschreiben.

3.3 Die Helmholtzsche freie Energie
Ein weiteres thermodynamisches Potential ist die freie Energie
A=U-TS5. (3.11)
Durch Berechnung des totalen Differentials
dA =dU —TdS — SdT =TdS — pdV —TdS — SdT = —pdV — SdT (3.12)

erhalten wir die kanonische Abhangigkeit von T und V sowie

g—é 2= P und g—; v -5. (3.13)
Naheliegende Frage ist diejenige nach der physikalischen Bedeutung dieses Po-
tentials. Wie stellen dazu die Behauptung auf, daf} fur einen isothermen Prozef}
die geleistete Arbeit nie grofler ist als das Negative der Anderung der freien

Energie. Diese Behauptung ergibt sich aus

dQ _AQ _ AU+ AW
>
as / T T T

Wenn das System mechanisch (also auch elektrisch etc.) isoliert ist, d.h. wenn
AW = 0 gilt, dann ist A A stets negativ. Gleichgewicht ist damit im isothermen
Fall ohne Arbeitsverrichtung fir minimale freie Energie erreicht. Als Beispiel
betrachten wir ein isothermes, mechanisch abgeschlossenes System aus zwei
Kammern mit verschiebbarer Trennwand. Die freie Energie des Gesamtsystems
ist

AW < TAS—AU = —AA. (3.14)

A=A (T, Vh) + A (T, V2). (3.15)
Wegen Vi + Vo = V =konstant ist dV; = —dV,. Notwendige Bedingung fur
minimale freie Energie ist

! 8A1 8A2
0L aa=24 a1
v 1+ T o | r

0A,

0A4
dvo, = [ —— Z
V2 < 8V2 T

8V1 T_

>dV1 = (—p1 + p2)dVi.

(3.16)
Man erhalt also fir den Gleichgewichtszustand p; = ps.
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3.4 Das Gibbssche Potential oder die freie Enthalpie
Dieses Potential ist definiert durch

G=U+pV -TS=A+pV=H-TS. (3.17)
Das totale Differential ist
dG =dA+pdV +Vdp=—pdV — SdT + pdV + Vdp =Vdp — SdT. (3.18)

Das Gibbssche Potential ist also eine Funktion der Temperatur und des Druckes
und nur in dieser Darstellung ein thermodynamisches Potential. Es gilt

oG oG

Halten wir bei einem Prozefl sowohl die Temperatur als auch den Druck kon-
stant, so liefern die Ungleichung (3.14) und die Definitionsgleichung (3.17)

AG = AA + pAV < —pAV + pAV = 0. (3.20)

Ein Gleichgewichtszustand bei konstanter Temperatur und konstantem Druck
ist folglich ein solcher, bei dem das Gibbssche Potential minimal wird.

3.5 Die Maxwellrelationen

Die Berechnungsformeln fir die das jeweilige thermodynamische Potential nicht
bestimmenden Zustandsvariablen durch Ableitung der thermodynamischen Po-
tentiale werden Mazwellrelationen genannt. Sie seien an diesem Platz noch
einmal zusammengestellt:

ou OH 0A oG
oS v as P avVir aT P
(3.1) (3.10) (3.13) (3.19)

ou OH 0A oG

oVls dp |s oT v Op I
Sie sind recht ubersichtlich im nebenstehenden Diagramm Vi A T
dargestellt. Die Pfeile sagen etwas tiber das Vorzeichen der U "G
Ableitungen aus. Der Vergleich mit den Maxwellrelationen
macht den Gebrauch dieses Diagramms klar. S H P

3.6 Das groflkanonische Potential oder pV-Potential

Bisher wurde die Teilchenzahl nicht bertcksichtigt. Wir nahmen stillschwei-
gend an, dafl weger Teilchen gewonnen noch verloren wurden. Diese Annahme
wollen wir nun fallen lassen. Beachtet man die Teilchenzahl, so ist folgende
Unterscheidung zwischen extensiven und intensiven Groflen wichtig:
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o Intensive Groflen sind unabhangig von der Teilchenzahl. Beispiele dafur
sind Temperatur und Druck.

o FExtensive Grofien hangen linear von der Teilchenzahl ab. Das zeigt sich,
wenn man den Grenzwert des Quotienten dieser Grofle mit der Teilchen-
zahl N fur N — oo betrachtet, der demzufolge endlich bleibt, wahrend
die ursprungliche Grofle divergiert. Beispiele sind das Volumen und die
Entropie und natiirlich auch die Teilchenzahl selbst.

Die innere Energie ist eine homogene Funktion ersten Grades, was bedeutet,

dafl

U(AS,A\V,AN) = \U(S,V,N) (3.21)
ist. Leiten wir beide Seiten nach A ab, so ergibt sich
ou
TS —pV 4+ — N =U. 3.22
A ON |s,v ( )

Als neue intensive Grofie fihren wir das chemische Potential

U

= N lsv (3.23)

[T

ein. Haben wir verschiedene Teilchensorten der jeweiligen Teilchenzahl N; vor-
liegen, so finden wir i.a. fur jede Teilchensorte ein eigenes chemisches Potential
i. Gleichung (3.22) geht dann iiber in

U=TS-pV+Y wbli (3.24)

Wahlt man in Gleichung (3.21) speziell A = 1/N fiir nur eine Teilchensorte, so
ergibt sich
U(S/N,V/N,1)=U(S,V,N)/N, (3.25)

was die Funktion dreier Variablen auf eine Funktion zweier Variablen reduziert.

Der Term ), y1;N; aus Gleichung (3.24) taucht in allen bisher behandelten
thermodynamischen Potentialen mit positivem Vorzeichen auf, da sich alle diese
Potentiale aus U ableiten. Im Unterschied dazu fihren wir das groffkanonische
Potential

Q:=A— Z i N (3.26)

ein, sein totales Differential liefert die Abhangigkeit von T', V und p,
dQ =dA — udN — Ndu = —SdT — pdV — Ndpu. (3.27)

3.7 Der dritte Hauptsatz der Thermodynamik

Man vermutete, angeregt durch die Anschauung, daf} fiir verschwindende Tem-
peratur die Entropie pro Teilchen, S/N, gegen eine Konstante liefe, die sich
dann willktirlich als Null wahlen liele. Diese Vermutung erwies sich mit der
Einfihrung der Quantenmechanik als falsch.
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4. Anwendungen der Thermodynamik

Dieses Kapitel soll praktische Anwendungen der bisher vorgestellten phéno-
menologischen Thermodynamik vorstellen. Dazu zahlen der Osmotische Druck,
die Phasentibergange sowie chemische Reaktionen. Verwendung finden hier die
im letzten Kapitel bereits eingefihrten extensiven Groflen. So soll an dieser
Stelle bereits in allgemeinerer Schreibweise eine Entwicklung einer extensiven
Grofle durchgefithrt werden. Gegeben sei eine solche Grofie X, die homogen
vom Grade Eins in zwei Teilchenzahlen sei,

X(ANo, AN} ) = AX (No, Ny) (4.1)

(weitere mogliche Abhangigkeiten von X seien hier unterdriickt). Wéhlen wir
speziell A = 1/Ny, so ergibt sich

NoX (1, N1/No) = X(No, Ny). (4.2)

Wir bezeichnen die links stehende Funktion X, die effektiv nur noch von einem
Argument abhangt, mit dem entsprechenden Kleinbuchstaben,

X(1, Ny /No) =: 2(N1 /No). (4.3)

Ist Ny < Ny, so lait sich diese Funktion nach dem Kleinheitsparameter Ny /Ny
entwickeln, wir erhalten

N
X(No,Nl) = N()J}(Nl/No) = No(l'o + lel +... ) = N0$0—|—N1$1 +... (44)
0

Beachte: z; ist die Ableitung der Funktion = nach ihrem Argument an der
Stelle Ny = 0, nicht ,a pro Teilchen*!

4.1 Der Osmotische Druck

Zum Effekt: Halt man in ein Losungs- -

mittel eine unten mit einer semipermea-
blen Membran verschlossene Rohre, in die

man die Losung einer Substanz im selben ".
Losungsmittel gibt, so steigt die Oberflache ‘m»{
dieser Losungsmenge tuber den Flussigkeits- M
stand des Losungsmittels hinaus. Damit -ld
eine solche Differenz auftreten kann, mufl
eine entsprechende Druckdifferenz vorhan-

den sein. Abb. 4.1 Osmotischer Druck
Wir arbeiten statt mit dem komplizierten Aufbau der Abbildung 4.1 mit ei-
nem vereinfachten Modell, in dem die Gravitation keine Rolle spielen soll.
Zwei Zellen seien durch eine semipermeable Membran voneinander getrennt.
Die ungestrichenen Groflen sollen zur Losung, die gestrichenen zum reinen
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Losungsmittel gehoren. So seien Ny und N die Zahl der Losungsmittelmolekii-
le, Ny die Zahl der Molekiile der gelésten Substanz und Ny = 0. Ny (wie N7)
kann sich nicht &ndern, da die (,dickeren“) Substanzmolekiile die Membran
nicht passieren konnen. Ferner halten wir die Temperatur T sowie die Volu-
mina V und V' konstant, es werde also auch keine mechanische Arbeit geleistet.

Im Gleichgewichtszustand wird nach Abschnitt 3.3 die freie Energie A
minimal. Verdnderlich sind Ny und N/ mit No + N/ = konstant, also

NO — NO + AN(), Né — Né — ANO (45)

Die freie Energie setzt sich aus den freien Energien der Einzelsysteme zusam-
men, A = A(T,V,No,N1)+ A(T', V', N},0). Dann ist das Gleichgewicht gege-
ben durch

0A 0A
=AA= AN, —AN,
0 an, o+ gz (=ANe) =
/,L()(T'7 V, No,Nl) == /,L()(T'7 V/,Né,()). (46)

Die chemischen Potentiale des Losungsmittels in den beiden Zellen miissen
also gleich sein. Geméaf Gleichung (4.4) entwickeln wir nun innere Energie und
Volumen als extensive Groflen in Ny /Ny,

U~ Nouo(p, T) + Nlul(p, T), V = N()U()(p, T) + N1U1 (p, T) (47)

Dann ist die Entropieanderung des Losungssystems gegeben durch

1 p
dS = =d —dV = 4.
§ = dU + Z-dV (4.8)
B 1 P 1 D
= N0<fdu0 + fdv0> + N1 <fdu1 + fd?)1> + ...

No und N; sind voneinander unabhéngige Variablen (wir diirfen nur nicht Ng =
0 setzen, sonst konnten wir die Entwicklung nicht durchfiihren). dS ist ein
vollstandiges Differential, daher gilt dasselbe unabhéngig voneinander auch fur
die Koeffizienten von Ny und Ny,

1 1
dsg 1= fduo + %dvo und dsp := fdul + %dvl. (4.10)

Man erhalt so dS = Ngdsg + N1ds; und durch Integration
S:Noso(p,T)+N181(p,T)—|—/\(N0,N1). (411)
Um die Entropie des Gesamtsystems wirklich berechnen zu konnen, mussen wir

A(No, N1) kennen. Da dieses aber weder von p noch von T abhéngt, kénnen
wir zu hohen Temperaturen und tiefen Druckwerten, also in den Grenzfall
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des idealen Gases ubergehen. In diesem Grenzfall ist pv = kT und damit
Ov/0T|, = kp/p. Die zweite T'dS-Gleichung (2.34), durch N dividiert, ergibt

k
Tds = cpdT =T o) dp = eydT — TLdp =
p

T P
ds =c,— —kp— = =c,In|{ — ) —kgln| — *(4.12
S cpT Bp S an(T*) Bn(p*>+8 ( )

Bei hoher Temperatur und niedrigem Druck als Gemisch idealer Gase angese-
hen, ergibt sich mit der Additivitat sowohl der Partialdruckwerte p := pg + p1
als auch der Entropien aus poV = NokpT und p,V = N kgT

NokpT Ny Ny
V = (N, NksT = = 1+ — ) = 1+—). (4.13
p (No + N1)kp p % < + No> po( -I-NO> ( )

Die Entropie des Gemisches ist
T *
S = Nos(po,T) + Nis(p1,T) = N0<cp0 1n<T ) —kpln (p ) —|—30>—|—

T
+ N <cp1 In <ﬁ> —kgln (i—i) —|—3T>. (4.14)

Die Logarithmen sind unterschiedlich zu entwickeln,
o () = Gr) () = () -
p* p* No p* No
In <Z£> %ln(le ) :1n<£> —1n<&>.
Mit den so entwickelten Lograithmen ergibt sich
T
S = N <cp0 In <—> — kpln ( ) + 30> 4 kN +
T+ p*
T p M .
+ Ny <Cp1 In (T*) — kBln (E) — kBln <N0> + 31> =

N
= NOSO(p7 T) + NlSl(p, T) — le‘B In (ﬁ) 5 (415)
0

wobel wir die partiellen Entropien

so(p,T) = ¢p, In <%> —kpgln (

T
51(p,T) = ¢p, In <ﬁ> —kpgln (

) + sy und

>‘|‘31 ‘I’kB
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einfithrten. Der Vergleich mit Gleichung (4.11) liefert schliefllich

N
A(No, Ny) = —Nikgln <—1> : (4.16)
No

Wiahrend wir die Gleichgewichtsbedingung uber die freie Energie A bestimm-
ten, benutzen wir zur Berechnung der Zustandsgleichung das Gibbssche Poten-
tial, da dieses von p und T abhangt,

N

0

Dabei ist unbekannt, wie go und ¢; einzeln von p und 7" abhangen. Zur Be-
rechnung des chemischen Potentials des Losungsmittels leiten wir dieses ther-
modynamische Potential nach Ny ab,

oG Ny Ny
Ho aNO go(p7 ) + kB 1 Nl ( Ng) gO(p7 ) B

Dies konnen wir in die Gleichgewichtsbedingung (4.6) einsetzen und erhalten

N
gO(p7 T) - kBTFl = gO(plvT)‘
0

Setzen wir p = p’ + Ap und entwickeln wir nach kleinen Anderungen, so ist

agO(plv T)

oy go(p', T) + Apuo(p’, T).

9o(p, T) = go(p',T) + Ap
Nach Einsetzen erhalten wir schliefflich

N
Apvo(p',T) = kBTFl & ApVo = NykpT. (4.17)
0

Rekapitulieren wir noch einmal kurz:

o Aus dem Minimum der freien Energie erhielten wir als Gleichgewichtsbe-
dingung die Gleichheit der chemischen Potentiale der Losungsmittelanteile.

o Der Zusatzterm zur Entropie liefl sich durch einen Vergleich mit dem idea-
len Gasgemisch bestimmen. Aus der Entropie wiederum konnte das Gibbs-
sche Potential berechnet werden, dessen Ableitung das chemische Potential
lieferte. So ergab sich schlielich die Zustandsgleichung.
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4.2 Thermodynamik von Phaseniibergangen

Betrachte in einem abgeschlossenen Behalter festen Gesamtvolumens und kon-
stanter Teilchenzahl bei gleichbleibender Temperatur nebeneinander die flissige
und gasformige Phase derselben Substanz. Dann sind sowohl Veranderungen
in den Volumina der einzelnen Phasen als auch U'bergénge von Teilchen der
einen Phase in die andere moglich,

Vo VEAY VSV - AV
NS N+AN N 5 N —AN

Die freie Energie des Gesamtsystems ist Ages = Aa(V, T, N) + Age (V' T', N'),
im Gleichgewicht mufl AAg.s = 0 sein. Durch Variation des Volumens erhalten
wir aus dieser Bedingung

8_A B 0A'
ovir,n OV’

) AV =—(p—p)AV =0 = p=p, (418
T,N!

durch Variation der Teilchenzahl ergibt sich

o4 od
ONlrv  ON’

TV') AN=(u—p ) AN =0 = pu=ypy'. (4.19)

Haben wir nur eine Teilchensorte vorliegen, so gilt fiir das Gibbs’sche Potential
als extensive Grofle G(p, T, N) = Ng(p,T), daher ist das chemische Potential
nichts weiter als das Gibbs’sche Potential pro Teilchen,

p=ygpT). (4.20)
g g p (Te, ke )
e W fliissig
flussig
fest
gasformig gasformig\ . gasformig
p T T

Abb. 4.2 Qualitative Uberlegungen zum Phaseniibergang (links) und Dampfdruckkurve (rechts)

Aus den Maxwell-Gleichungen ergeben sich Ableitungen des Gibbs’schen Po-

tentials nach Druck und Temperatur,

Jg

Jg
_Z — 0 <
v > U, aT |,

= = - 0.
oplr s <

Daher ist die Steigung der Zustandskurven im linken Diagramm der Abbil-
dung 4.2 stets positiv, im mittleren negativ. Auflerdem ist eine Flussigkeit
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dichter gepackt als ein Gas, daher v < o', und die Entropie pro Teilchen
geringer, s < s'. Es ergeben sich die qualitativen Aussagen der ersten bei-
den Diagramme in Abbildung 4.2. Wie wir wissen, ist bei konstantem Druck
und konstanter Temperatur derjenige Zustand mit minimalem Wert fur ¢g der
Gleichgewichtszustand. Daher sind die Fortsetzungen der sich schneidenden
Kurven gestrichelt gezeichnet, diese Zustande treten im Gleichgewicht nicht
auf. Die Schnittpunkte (bei jeweils konstanter Temperatur bzw. konstantem
Druck) stehen fiir die einzigen Zusténde, in denen gasférmige und fliissige
Phase nebeneinander bestehen konnen, ohne dafl die eine spontan in die an-
dere tibergeht. Die Gesamtheit dieser Punkte bildet im (p, T')-Diagramm die in
Abbildung 4.2 rechts dargestellte Dampfdruckkurve. Bertucksichtigt sind hier
auler dem Phasentuibergang zwischen der flussigen und der gasformigen Phase
noch den Phasentibergang beider Phasen mit der festen Phase. Fir den Pha-
sentibergang zwischen der fliissigen und gasformigen Phase gilt

9(p,T) =¢'(p,T), also Ag=0. (4.21)
Fiir den Phasentibergang einer Teilchensorte ist dies &quivalent zu (4.19).
4.2.1 Die Clausius-Clapeyron-Formel

Wir wollen nun die Ableitung der Funktion p(T') entlang der Dampfdruckkurve
bestimmen. Dazu bilden wir das totale Differential von Ag und setzen dies

gleich Null,

_ 0(Ag) AAg)| .,
d(Ag) = ap po + 57 pdt =0
Es ist 8(A ) 5 9’
g _ Y9 99 o —
dp ‘T ~ Oplr Oplr v-v=Av,
IAg)| _ 9g ' | '
ar |, arl, arl,” STe T A

Beide Ableitungen verschwinden i.a. nicht. Daher konnen wir den Differential-
quotienten bilden und gelangen so zur Claudius-Clapeyron-Formel

dp As

IT | ageo =X (4.22)
Definiert man die latente Warme ¢ := T As, so ist

dp l

?‘Agzo T TAv

In der Realitat gilt meist sgr > sg > si und vge > vg > vgg, es gibt aber
auch Ausnahmen von dieser Regel, besonders hiufig beim Ubergang zwischen
flissiger und fester Phase:
o Fir Wasser ist vq < vg, wie es uibrigens auch die Dampfdruckkurve in
Abbildung 4.2 zeigt. Die Steigung der Kurve p(T') ist negativ, unter Druck
geht Eis bei konstanter Temperatur in Wasser uber.

e Fur das Isotop He? ist vq > vig, aber sg < sg. Bei Kompression entsteht
festes Helium, das System wird kélter (Pomerancuk-Effekt).
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4.2.2 Die van der Waals’sche Zustandsgleichung

Die Zustandsgleichung fiir ein nicht idealisiertes Gas lafit sich argumentativ
aus verschiedenen U'berlegungen zur Ausdehnung der Teilchen und der At-
traktivitat der Wechselwirkung herleiten. Wir wollen diese Formel hier jedoch
lediglich angeben, um mit ithr weiterzurechnen,

a
V2
Wie Abbildung 4.3 links zeigt, besitzt die Kurve bei einer bestimmten kriti-
schen Temperatur T, einen Sattelpunkt des Wertes (V., p.). Unterhalb dieser
Temperatur treten fiir p(V') positive Steigungen und damit negative Kompres-

sibilitdten auf (vgl. Gleichung (2.23)), die unphysikalisch sind. Diese Schwach-
stelle mussen wir noch reparieren.

(p+ %) (V=) = NEpT. (4.23)

p Koexistenzkurve p
T>Te
,,,,,,,,,,, T=Tc
R T< T
v : v
Ve A v, v, v,

Abb. 4.3 Konstruktionen zur van der Waals’schen Zustandskurve

Aus der Bedingung fur den Sattelpunkt, dafl also die erste wie auch die zweite
Ableitung verschwinden muf, folgt

8a a

o PeT o

V. =3b, NkpT.=

Schreiben wir Druck, Volumen und Temperatur auf relative Groflen p = p/p.,

V =V/V,und T = T/T,. um, so ergibt sich

<p+ %) (v — %) = gT. (4.24)

Diese Gleichung enthalt keine stoffspezifischen Groflen mehr und ist daher fur
fast alle Gase eine gute Naherung. Zur Prozefoptimierung ist sie allerdings
in der Praxis zu ungenau. Doch wie konnen wir den unphysikalischen Teil
der Kurve ,reparieren“? Wir waren ja bisher von einem homogenen System
ausgegangen, das z.B. eine einheitliche freie Energie besitzt. Diese freie Energie
ergibt sich durch Integration der entsprechenden Maxwell-Beziehung,

—p o A(V,T):A(VO,T)—/Vp(V’,T)dV’. (4.25)

6_A
ovVir

Wir konnen uns aber auch ein System mit fester Teilchenzahl aus Systemen mit
Teilchenzahlen Ny = AN und Ny = (1 — A\)N zusammengesetzt denken. Diese
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beiden Teilsysteme besitzen im reinen Zustand bei festem Druck und konstanter
Temperatur die i.a. verschiedenen Volumina V; und V;, das Mischvolumen ist

N N.
V= Flvl + szz =\ + (1= \)Va. (4.26)

Die freie Energie des zusammengesetzten Systems ist

A 1—A
A(V,T,N) :Nla <T‘/1,T> —|—N2a <¢7T>
1

Ny
V] V.
= Nya (NI,T>—|—N2a <N2T> = (4.27)
AV, T,N A(Vy, T, N
=N (Vi )-I-Nz (V2 ):/\A1+(1—/\)A27

N N

wobel wir mehrfach die Tatsache nutzten, dal A eine in V' homogene Funktion
vom Grade Eins ist. Formt man Gleichung (4.26) nach A um und setzt dies in
Gleichung (4.27) ein, so erhalt man fiir A(V) eine Geradenbeziehung. Sowohl
diese wie auch die durch Gleichung (4.25) gegebene Kurve gehen durch die
Punkte (V1,A41) und (V2, A2). Durch numerische Integration von p(V) kann
man erkennen, daf die sich aus Gleichung (4.25) ergebende Kurve im unphy-
sikalischen Bereich konvex ist. Die Gerade duch die beiden Punkte liegt dann
eindeutig tiefer, wie in Abbildung 4.3 Mitte gezeigt. Sie ist damit der Gleichge-
wichtszustand. Die eben beschriebene Konstruktion wird Mazwellkonstruktion
genannt. Fir das (p, V)-Diagramm bedeutet das

6_A
oV ir

= —po = konstant,

wie in Abbildung 4.3 rechts dargestellt. Daraus, dafl die beiden Kurven A(V)
die beiden Punkte (V1, A1) und (V2, Az) gemeinsam haben, ergibt sich fiir die
Flache unter der Maxwellkonstruktion derselbe Wert,

Va

po(Va — Vi) = / pdv. (4.28)
%

oder anders gesagt, die Flache tiber der Horizontalen ist gleich der Flache unter
der Horizontalen.

4.2.3 Klassifikation der Phasentibergange

Ist das Gibbs’sche Potential pro Teilchen stetig, aber die ersten Ableitungen
nach p und T (d.h. S und V) unstetig, wie es bei Clausius-Clapeyron der Fall
war (As # 0, Av # 0), so sprechen wir von einem Phasentbergang erster
Ordnung. FEs existieren auch stetige Phasentbergange, bel denen die ersten
Ableitungen stetig, hohere Ableitungen aber unstetig oder gar divergent sind.
Ein Beispiel ist das van der Waals’sche Gas bei T' = T..
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4.3 Chemische Reaktionen

Eine chemische Reaktion wie 2Hs + Oy — 2H50 lafit sich umschreiben in die
Form

N
D vidi =0. (4.29)
=1

Dabei sind a; die Reaktionspartner oder Konstituenten und v; die Reaktions-
zahlen, 1m hier gewahlten Beispiel vy, = +2, vo, = +1 und vg,0o = —2.
Angenommen werden soll, dal Temperatur und Druck wahrend der Reaktion
konstant bleiben. Unter dieser Annahme ist das Gleichgewicht fir minima-
les Gibbs’sches Potential erreicht. Mogliche Anderungen der an der Reaktion
beteiligten Teilchenzahlen sind durch die Bedingung

AN; AN,

Vy 140

= konstant (4.30)

beschrankt, es existiert also nur eine unabhangige Veranderliche Nj.
4.3.1 Das Massenwirkungsgesetz

Durch Variation des Gibbs’schen Potentials nach der Teilchenzahl ergibt sich

8G vV ANl
A zg ANizg i—AN; = g Vi =
G ; 8]\71 ; a 1 ! 141 ; Hav 0
und damit

Z’W" = 0. (4.31)

Unter der vereinfachenden Annahme, daf3 die Konstituenten sich einzeln wie
ideale Gase verhalten, eine Annahme tibrigens, die auch fur verdiinnte Losungen

gilt (vgl. Gleichung (4.17)), erhalten wir

G(p,T,N;}) = Z Gi(pi, T, Ny), (4.32)

wobel p; die Partialdriicke der einzelnen Konstituenten darstellen. Diese sind
tiber p; = pN;/N = pec; mit den Konzentrationen verkntipft. Fiir ein ideale
Gas gilt nun 0G/dp|r v =V = NkpT/p, also ergibt sich durch Integration fiir
das Gibbs’sche Potential der einzelnen Konstituenten

Gi(pi, T, N;) = NikpTlnp; + Nixi(T) =
= N;kptln (p%) + Nixi(T) =
= N;kpTlnp+ NikgTIn N; — NikptIn(>, Ni) + Nixi
und damit

G = ZNi(kBTlnp‘|‘ kgTlIln N; — kBTln(Ek Nk) + XZ(T))
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Unser Ziel ist es, das chemische Potential p; auszurechnen, um es in die Gleich-
gewichtsbedingung (4.31) einsetzen zu kénnen. Daher leiten wir das Gibbs’sche
Potential nach N; ab und erhalten

N; N;kgT N;kpT
;= =kpT1 — (T — d =
Jz N, B H(PN>—I-X( )+ N, Z,: N
=kpTlnp+kgTlnc;, + XZ(T) + kgT — kT =
=kpTlnp+ kpTlnc;, + i(T). (4.33)
Dies konnen wir in die Gleichgewichtsbedingung einsetzen und erhalten

0= Z/,Lil/i = Z <1/ikBT1np +vikgTlne; + VIXZ‘(T)>

?

A= zl:l/ilnci:—z<Vi1np+yi)§€i£§)>.

?

Durch Exponenzieren ergibt sich das Massenwirkungsgesetz

[ = Kc(p, 7). (4.34)

4.3.2 Konkurrierende Reaktionen

Beispiel fur ein System konkurrierender Reaktionen ist
2H2—|—02 —>2HQO, H2—|-02 —>H202.

Allgemeiner liefern die Reaktionen ), 1;4; = 0 und ), viA; = 0 die Gleich-
gewichtsbedingungen Y . p;v; = 0 und >, y;v) = 0. Ein wichtiges Beispiel
ist das Gleichgewicht zwischen Natrium- und Chlorionen sowie gelostem und
ungelostem Kochsalz in einer gesattigten Losung. Es stellt sich heraus, dafl
das chemische Potential des ausfallenden Natriumchlorid nur von Druck und
Temperatur, nicht aber von der Konzentration der Losung dartuber abhéangt.
Allgemeiner formuliert: Ist einer der Reaktionspartner, den wir mit dem Index
Null versehen, auch in fester Form vorhanden, so ist

> wivi = vouo(p, T) + > vigsi(p, T, {N4}).
i=0 i=1

Den zweiten Summanden kann man wie im letzten Unterabschnitt behandeln,
den ersten Summanden aber der Konstanten K hinzuschlagen. Es ergibt sich
dann das Loslichkeitsprodukt

[ =K' p.1). (4.35)

=1
Fur das Beispiel des Natriumchlorids bedeutet dies, dafl das Produkt der Kon-
zentrationen cin Natrium- und Chloridionen konstant bleibt, sofern sich weder
Druck noch Temperatur d&ndern. Diese Aussage ist unabhangig davon, ob sich
noch andere Tonen (z.B. K+ Br~) im Reaktionsraum befinden. Bei Zugabe von
Kaliumchlorid erhoht sich dagegen die Konzentration der Chloridionen. Dann
fallt weiter Natriumchlorid aus, bis das Gleichgewicht wiederhergestellt ist. Die
Konzentration von Natriumionen sinkt dabei.
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4.3.3 Die Warmetonung

Betrachten wir dig Reaktion v1 Ay + 2 As — —r3 A3, so konnen wir nach Glei-
chung (4.30) die Anderung der Teilchenzahlen durch einen gemeinsamen Para-
meter ausdriicken,

dN; = —v;dn. (4.36)

Das Vorzeichen ist so gewahlt, dafl positives dn eine Reaktion in Pfeilrich-
tung andeutet. Wir stellen uns an dieser Stelle die Frage, wie die Warmezu-
und -abfuhr an das umgebende Warmebad aussieht. Dazu vergleichen wir die

Energiegleichung dU = d@Q) — pdV mit

dU(S.V,N) =TdS —pdV + > pi;dN;

und erhalten

dQ =TdS+ > pidN;.

(5), o0
aT ) , ;

)

Fur die Entropieanderung gilt

a5
ds = Z v |, r 0N = Z

9 oG
- _6_TZ ON,

?

0
ON;

0
p, T aT XZ:M

Es ergibt sich

_ Opi 4 __m9 (1 AN

7

0 (1
—_— 2 . .
&S dQ =T 5T (T % /,le/l> dn. (4.37)
Nach dem Gleichung (4.33) ergibt sich aber

Z/,Lil/i =kgT Z(l/l Ine; —InK.(p,T)),

damit ist

dQ = —kBTza%ln K.(p,T)dn. (4.38)

Endotherm heiflen diejenigen Reaktionen, die dem Warmebad Warme entzie-
hen, ezotherm die warmeliefernden Reaktionen. Fiir 0K,./0T > 0 haben wir
wegen d@ < 0 eine exotherme Reaktion vorliegen. Fuhren wir die entstehende
Warme nicht an ein Warmebad ab, sondern lassen sie im System, so wird die
Temperatur und damit auch K, steigen. Dies fithrt nach Gleichung (4.34)
aber zu einer Bevorzugung der Umkehrreaktion. Diese unter dem Namen Le
Chateliersches Prinzip bekannte Regel ahnelt der Lenzschen Regel der Elek-
trodynamik.
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4.4 Die Legendre-Transformation

Den Abschlufl der phanomenologischen Thermodynamik soll wie den Anfang
auch eine mathematische Erganzung bilden. Gegeben sei eine Funktion in k
Variablen und ihr Differential,

f=flri,2e,...,a8)
af af af
df = ——dzy + =——dzs +... + =——dzy.
f 6:1;1 ! 61‘2 2 6:z;k F
Dann konnen wir eine Funktion konstruieren, die eine der partiellen Ableitun-
gen, beispielsweise die erste, als neue Variable y; enthalt. Diese Transformation
wird als Legendre- Transformation bezeichnet,

flyi(er, @, yag), @,y xg) = fler, 2o, ap) — a1 =— fa1, 29, ..., 28),

8:1;1

und sie wird dadurch nachgewiesen, dafl das totale Differential gebildet wird,

P af ary _
df—d _axldx1_$1d<ax1>_
_of of of of _
= ﬁdwl + @dwz + ...+ Edwk — ﬁdwl — 1 dyl =
0 0
= —x1dy, + —fdl'z 4.+ —fd:zjk.
61'2 6

Tk

Durch Vergleich mit

ergibt sich

of of of _of . .
h Oxq’ Oy’ Ox;  Ox; b R
Als Beispiel kann der U'bergang der Lagrange- zur Hamiltonfunktion durch
Einfithrung der kanonischen Impulse dienen. Hier sei jedoch noch ein Beispiel
genannt, der Ubergang von der inneren Energie zur Enthalpie. Fur die innere
Energie ergibt sich das Differential

ouU ouU
dU(S.V) = 5| S+ W‘de.

Wahlt man als neue Variable nun den Druck p = —90U/9V |g, so ist

oU
H(S.p(S,V)) = U(S.V) = V5| =U+pV.
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II. Klassische Statistik

Ein System, das aus etwa N ~ 10%% Teilchen besteht, 1aft sich nicht mehr auf
herkommliche Weise als System klassischer Punktteilchen mit genau definier-
tem Ort ¢; und Impuls p; beschreiben. Zum einen sind die Anfangsbedingungen
der einzelnen Teilchen nicht bestimmbar. Und selbst wenn diese bestimmt wer-
den konnten, reicht selbst die Rechengeschwindigkeit moderner Groficomputer
nicht aus, um eine halbwegs sinnvolle Aussage tiber die zeitliche Entwicklung
eines solchen Systems machen zu konnen. Daher miissen wir uns zur Beschrei-
bung eines solchen Systems auf eine statistische Beschreibung beschranken.
Diese geschieht tiber Funktionen der Orte und Impulse, die nicht allzu emp-
findlich von diesen abhéngen. Solche Funktionen werden als (makroskopische)
Mefigrofien bezeichnet. Was damit gemeint ist, soll an zwei Beispielen klar
werden.

Beispiel 1:

Bei genauerer Betrachtung einer Emulsion unter dem Mikroskop erkennt man
eine zitternde Bewegung der emulgierten Partikel. Diese wird hervorgerufen
durch Stofle mit den Losungsmittelteilchen und ist unter dem Namen Brown-
sche Bewegung bekannt. Die Statistik kann hier lediglich eine Aussage dartuber
machen, wie weit sich ein emulgiertes Partikel in einer bestimmten Zeitspanne
im Mittel bewegt.

Beispiel 2:

Der Druck eines Gases lalt sich durch ein Manometer oder einen Piezokri-
stall messen. Wahrend das Manometer nur Aussagen tuber den mittleren
Druck zulafit, mif}t der Piezokristall auch Druckschwankungen, die sich in ei-
ner Rauschspannung niederschlagen, die am Kristall abgegriffen werden kann.
Eine Aussage uiber den genauen Druckverlauf ist auch damit nicht moglich.

5. Phasenraum, Zustand und Ensemble

Unabhangig davon, ob man mit einer solch groflen Zahl von Variablen tiber-
haupt umgehen kann, wird der Zustand eines Systems aus N Teilchen durch
genaw einen Punkt im 6 N-dimensionalen Phasenraum I' beschrieben, der von
den Punktepaaren ({g,p:}) aufgespannt wird. Der Ubergang eines Systems
von einem Zustand zu einem anderen ist also ein Ubergang von einem Phasen-
raumpunkt zu einem anderen.

Eine Ansammlung von Systemen nennt man ein Ensemble. Es stellt da-
mit eine Menge von Punkten im Phasenraum dar. Diese Zustande kann man
unter dem Gesichtspunkt zusammenfassen, dafl sie alle dieselben makrosko-
pischen Meflgroflen liefern. Eine im gewissen Sinne willktirliche Klassifizie-
rung ist hier diejenige in ein mikrokanonisches, ein (klein-)kanonisches und ein
grofskanonisches Ensemble, auf die wir spater genauer eingehen werden.
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5.1 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung

Als Kurzschreibweise benutzen wir im Folgenden

o Ppidiy,
pi={} = {G} wd dpdg =[] 5 (5.1)

=1

Dabei haben wir einen Faktor A der Dimension einer Wirkung lediglich zu dem
Zwecke eingefithrt, das die Division durch A" das Phasenraumelement dp dg
dimensionslos macht. Der Vergleich mit den quantenmechanischen Rechnungen
wird spater zeigen, dafl es sich hierbei um das Plancksche Wirkungsquantum
ho = 6.262 - 107**Js handelt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(p, q) ist eine
Phasenraumfunktion mit der Eigenschaft, da88 p(p, ¢)dp dg die Wahrscheinlich-
keit beschreibt, das System im Phasenraumelement dp dg zu finden. Sie erfullt
ferner eine Positivitats- und eine Normierungsbedingung,

p(p,q) = 0, //J(p, q)dpdq = 1. (5.2)

Eine Verteilung, die diesen Bedingungen gentigt, ist

16N

pp.9) = o5 DN (pg) — i),

=1
welche die Wahrscheinlichkeitsverteilung fir einen konkret gegebenen Phasen-
raumpunkt (1, z9,...,26x5) beschreibt.
5.1.1 Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeitsverteilung
Die Zeitabhéngigkeit p; = p;(t), ¢i(t) (: = 1,2,...,3N) der Phasenraumkom-
ponenten, die tiber die Hamiltondichte H durch

oM. OH
ql_api7 pl_ aql

(5.3)

gegeben ist, schlagt sich auf die Zeitabhangigkeit p = p(p(t), ¢(t),t) der Wahr-
scheinlichkeitsdichte nieder. Betrachtet man nun ein endliches Teilvolumen
GG des Phasenraums, so kann auch fur die Wahrscheinlichkeitsdichte eine Dif-
ferentialgleichung bestimmt werden. Grundlage dafur ist, dafl die Abnahme
der Wahrscheinlichkeit in G nur durch einen ,, Wahrscheinlichkeitsstrom® aus
G heraus erklart werden kann. Um diesen beschreiben zu konnen, definieren
wir einen 6/N-dimensionalen ,,Geschwmdlgkeltsvektor“ v = (p,¢). Dann ist der
Wahrscheinlichkeitsstrom gegeben durch pv, und es gilt

d — — . —
pm (p,q, )dp dg —/ dpdq—/ (pv)dii = —/ div(pv)dpdq, (5.4)
oG G
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wobel drni der auflere Normalenvektor des Volumens G ist. Dabel ist die 6/N-
dimensionale Divergenz definiert als

div(pv) = Za (ppi +Za (Pgi)-

Die differentielle Form von Gleichung (5.4), auch als Kontinuitdtsgleichung be-
kannt, lautet

fiP(pna-t) = ~divlp) = =3 ( a‘; (ppi) + a%@qi)) .

Nach Einsetzen der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (5.3) ergibt sich

O 5~ (0 () 0 ()Y
ot —~ \ Opi - oq:; \"op, B

B Z (6,0 87—[ PH Op OH PH > B

Op; 3% 3pi3qz‘ 0q; Op; paQiapi

_ Op OH  0p OH 6,0 -
Z(% g Oqi apZ) < +{H pt=0. (5.5)

Dies ist der Liouwvillesche Satz. Verwendet wurde hierbei die Poissonklammer

o of 99 9f 9y
{f.9}:= Z <6pi %~ Ba 6pi> . (5.6)

Der Liouvillesche Satz ergibt sich auch aus dem Verschwinden der totalen zeit-
lichen Ableitung der Wahrscheinlichkeitsverteilung,

dp dp . Op. 8__ 8
E_zi:<3pi dg; " >+ AT

Ein wichtiger Spezialfall ist eine Verteilungsfunktion

die nur von der Hamiltondichte abhangt. Fur diese Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung ergibt durch Anwendung der Kettenregel auf p und mittels des Liouville-
schen Satzes

M (M) = 9p _
{HHO} _{HHO(H)} =0 = E =0

und damit die stationdre Verteilung p(p,q,t) = p(p,q,0).
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5.1.2 Verteilungsfunktion einer Mefigrofle

f(p,q) sei eine MeBgrofe. Dann ist ihr Mittelwert durch

_ Jrlp.a:t)f(p.q)dp dq

i S p(p,q.t)dpdg

gegeben. Ist f(p,q) tiberall dort nahezu konstant, wo p(p,q,t) grofl ist, so ist
die quadratische Schwankung

(Af)? = () = () <{f*)

klein. Ist sie dies nicht, so konnen wir in der Regel davon ausgehen, dafl
entweder p unphysikalisch oder f keine thermodynamisch sinnvolle Grofle ist.
Beispielsweise ist p3? /2m nicht sinnvoll meSbar, wohl aber % > pi2/2m. Statt
der Verteilungsfunktion p(x) fiir «+ = (p,q) kénnen wir auch die Verteilungs-
funktion fir die Meflgrofle f konstruieren.

Beuspiel: Sie lassen eine Klassenarbeit schreiben und erstellen einen
Zensurenspiegel. Wirden Sie statt der Anzahl der Schiler jeweils
den Anteil an der Gesamtschiilerzahl aufschreiben, so erhielten Sie
eine Verteilungsfunktion fur die Zensur. Ist z; die Zensur und p; die
zugehorige Verteilung, so ist die Wahrscheinlichkeit dafur, dafl die
Zensur x vergeben wurde, gegeben durch

6
W(l‘) = Z pi(sl’il’

=1

mit dem Kronecker-Symbol 6,,,. In diesem Fall féllt die ,Phasen-
raumvariable® x; mit der MeBgrofle f(x;) = fi zusammen.

Auf das Kontinuum tbertragen bedeutet dies

) = [ pla)dfia) - e (5.7)

Um zu zeigen, dafl p wirklich eine Verteilung ist, bilden wir (f™) und zeigen

die Gleichheit mit (f™(x)),

()= [otnsas = [ ([ otatsea) - pa) sar =
= [([ st = prea)otarie = [ £ pteis
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5.1.3 Reduzierte Verteilung

Zur Konstruktion der reduzierten Verteilung wird dur iber einen Teil der Pha-
senraumkomponenten integriert. So sei

!1?:(p1,p2,---,pk,Q1,Q2,---,Qk) und
Yy = (Pk+1apk+2,---7P3N7Qk+17Qk+2,---7Q3N)-

Dann ist die auf = reduzierte Verteilung gegeben als

pie) = [ pledy (entsprechend pa(y) = [ plo)de). 55

Die reduzierte Verteilung ist dann sinnvoll, wenn eine Meflgrofle vorliegt, die nur
von = abhangt. Mit ihr lafit sich dann trotz reduzierten Informationsgehaltes
ein Erwartungswert bestimmen,

(= [ [saserizdy = [ piorfiaa. (5.9)

o = und y heiflen identisch verteilt, wenn py = po ist.

e r und y heiflen statistisch unabhdingig, wenn fiir alle Megrofen f(x) und
g(y) stets
(f-9)=(f)(9)

ist. Als Konsequenz daraus faktorisiert die Verteilungsfunktion,
pla,y) = pi(x) - pa(y).

Die Umkehrung dieser Aussage lafit sich leicht durch Einsetzen dieser Ver-
teilungsfunktion zeigen.

5.2 Das mikrokanonische Ensemble

Den Beginn dieses Abschnittes bildet ein Postulat:

In einem abgeschlossenen System sind alle Zustande im Energieinter-

vall E < H(p,q) < E + A gleich wahrscheinlich. Dies bedeutet

p(p,q) =1 fir E<H(p,q) <E+A,
p(p,q) =0 sonst.

Was bringt uns dazu, dieses Postulat aufzustellen?
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Man stelle sich vor, ein Ensemble, also eine Menge makroskopisch mogli-
cher Systeme, sei zum Zeitpunkt ¢ = 0 in einem Gebiet im Phasenraum ,,prapa-
riert”, das der Forderung des Postulats gentigt. Da das System abgeschlossen
ist, muf} die Energie erhalten bleiben. Die Ausbreitung des Gebietes in andere
Bereiche des Phasenraumes aufgrund der standigen Anderung von Teilchenor-
ten und -impulsen (, Ausfransen®) und damit einhergehende Verdiinnung kann
nur so vor sich gehen, dafl die Energie in dem anfanglichen Energieintervall
bleibt. Es wird sich eine Endverteilung p(t — o) einstellen, die als wahrschein-
lichste Verteilung gleichverteilt sein wird. Dies ist der Vorgang, den man als
»Mixing“ bezeichnet. Man sagt: ., p(t) konvergiert schwach gegen p(oo)“. Die
Endverteilung ist, solange die Megrofle stetig ist, nicht von dieser abhangig.

Als Beuspiel soll hier der eindimensionale harmonische Oszillator be-
trachtet werden. Im zweidimensionalen Phasenraumdiagramm bilden
die schwingenden Teilchen konzentrische Kreise, wie in Abbildung 5.1
links dargestellt. Die Energie ist gegeben durch das Quadrat des Ra-
dius der Kreise. Ist der Oszillator ideal harmonisch, so wird sich das
eingezeichnete Ensemble nach einer Periode wieder am selben Platz
befinden, das System kann zu keinem Gleichgewicht kommen.

Betrachten wir dagegen ein schwach anharmonisches Potential,
so wird die Frequenz energieabhangig, d.h. dafl beispielsweise innere
Punkte eine hohere Umlauffrequenz besitzen als weiter auflen lie-
gende. Das Ensemble wird nach einem Umlauf etwas verzerrt sein, wo-
bei jedoch die Phasenraumflache erhalten bleibt. Die Ausschnittfolge
in Abbildung 5.1 rechts dokumentiert, dafl sich nach vielen Umlaufen
eine Spirale zwischen den beiden Energiewerten ergibt. Diese besteht
im Grenzfall aus unendlich dinnen, aber auch unendlich dicht liegen-
den Faden, die wir als Gleichverteilung ansehen konnen.

Ausschnitt

J

Abb. 5.1 Phasenraumdiagramm des eindimensionalen harmonischen Oszillators

q

AR

5.2.1 Zustandsvolumen, Zustandsdichte und Entropie

Im eben betrachteten Beispiel wurde jedem Phasenraumpunkt ein Energiewert
H(p, q) zugeordnet. Wir konnen fiir eine feste Energie E einen Innenraum

Y(E) = / dp dq
H(p,)<E
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definieren. Dann ist das Zustandsvolumen I'(E) fiir das kleinkanonische En-
semble gegeben als

T(E)=S(E+A) - S(B) = dp dq. (5.10)

/ESH(PJI)SE"FA

Entwickeln wir 3(E + A) in kleine, aber endliche Werte A, so erhalten wir
I'(E) =A-w(E) mit der Zustandsdichte
0%
- OE’
Den Anschlufl an die Thermodynamik konnen wir erreichen, indem wir wie
folgt definieren:

w(E) (5.11)

U=E, S=ksn(I(E)). (5.12)

Die erste Definition ist sofort verstandlich, denn E ist der Erwartungswert
des Hamiltonoperators. Zur Begrundung des zweiten Anteils der Definition
konnen wir zunachst fur eine ,normale* Hamiltonfunktion feststellen, daf} die
rechte Seite extensiv ist. Denn I'(E) ist ein 6 N-dimensionales Integral, liefert
also einen Ausdruck zur 6 N-ten Potenz. Durch Logarithmieren ergibt sich ein
Faktor 6N, der die Extensivitat ausdriickt. Dies muf allerdings im Einzelfall
nachgewiesen werden.

Ist die Extensivitat gegeben, so sind auch die Aussagen der Thermodyna-
mik nachweisbar. Dazu betrachten wir ein System, das aus zwei unabhangigen
Teilsystemen mit Teilchenzahlen Ny und N, besteht,

H(Pa Q) = 7‘[1(?17%) + 7‘[2(?276]2)-

5.2.2 Additivitat der Entropiedefinition

In einem ersten Schritt soll der Zustandsraum

[N(E) = dpydqy dp2dgs

/}5§H1+H2§E+A

durch Funktionen auf den beiden Teilsystemen ausgedriickt werden. Zu diesem
Zweck figen wir die Einsen

1= /5(Ei — Hi(pi, q:))dE;, i=1,2
ein und vertauschen die Integrationen. Es ergibt sich

['(E) = dp1dqidpadgs /5(E1 — Hi(p1,q1))dEq -

/}5§H1+H2§E+A

: /5(E2—H2(P2,Q2))dE2 =

= / dEdE, / dprdqidp2dgs -
E<Hi+H-<E+A

- §(Ey — Hi(p1,q1))5( By — Halp2, 2)).
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Das innere Integral 1ait sich durch die Zustandsdichten der Teilsysteme aus-
driicken, denn fiir den Innenraum gilt

E(E):A<Edpdq=/9(E—H(p,Q))dpdq

und damit durch Ableitung nach F

O5(E)

olB) = T = [ 5B - Hipadpdg

fur jedes Teilsystem. So erhalten wir schliellich

P(E) = wl(El)wz(Ez)dEldEz. (513)

/E§E1+E2§E+A

Das 6 N-dimensionale Integral ist damit auf ein zweidimensionales Integral re-
duziert. Statt dieses Integral jedoch auszurechnen, fihren wir eine Abschéatzung

durch,

Der Punkt, fiir den das Maximum auftritt,
sei (Ey,Fy). Dann lafit sich T'(E) auch E,

nach unten hin abschitzen. Um dies tun zu | E+ A+  Integrationsbereich
konnen, legen wir ein Quadrat () um diesen
Punkt, so dafl es mit seinen Ecken gerade
den Rand bertiihrt. Die Situation ist in Ab-
bildung 5.2 dargestellt. Die Flache dieses
Quadrates ist A?/4. Daher ergibt sich die E,
Abschatzung

wl(El )wz(Ez)% S P(E)

Abb. 5.2 Konstruktionsskizze
Zusammenfassend ergibt sich

_ _ 2

w1(Ey)wn(Ez) o < D(B) < wi(ByJwn(Ex)(E + A)A.

Mit Si(E;) = kgln(A - wi(Ey)) und Sy(Ey) = kpln(A - wy(Ey)) folgt durch
Bilden des Logarithmus und Multiplikation mit kp

) ) ) ] E+A
—k31n4—|—Sl(E1)—|—52(E2)gS(E)gSl(El)—l—Sz(Ez)—l—kBln< + )

A
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Wahrend alle Entropien extensive Groflen sind, sind die verbleibenden Sum-
manden unterextensiv, d.h.

by (E+A In N
Jim —Bln< - >% lim kg =0,

. kp
Nh_r)rloo <_W 1n4> = 0.

Damit gilt in diesem Grenzfall

E = E, und E = E, waren gerade diejenigen Energiewerte, fiir die das Produkt
w1(E7)wz(Ey) und damit auch der Logarithmus, S1(E7) + S2(E2), maximal

wurde. Dies bedeutet aber

1_05
T, OE,

_ o5,
E‘l_aEz

1
= — 5.15
EQ CZ-‘27 ( )

was dem Maximalitatsprinzip fur die Entropie des betrachteten abgeschlossenen
Systems darstellt.

5.3 Eine weitere Entropiedefinition
Statt S(E) = kpln(I'(E)) = kpln(A - w(F)) kann auch

S = kg In(S(E)) (5.16)

zur Definition der Entropie herangezogen werden. Dazu betrachten wir

EF+A az . EF+A . .
P(E):Z(E—I—A)—Z(E):/ o dE :/ W(E)IE,
FE FE

S(E) = /OEw(E’)dE’.

Die Grenze E' = 0 ist dabei willkiirlich gewahlt. w(E') ist stets positiv. Ist
S monoton steigend in E, so auch w(E), und wir erhalten die Abschétzungen

YS(E) <w(E)E und
E(E):/E_Aw(E’)dE’—l—/E W(E'VE =

E
> / w(E")dE' > w(E — A)A,
FE—A

zusammenfassend also

E
A-w(E—A)ﬁZ(E)gA-w-K.
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Durch Logarithmieren und Multiplizieren mit kp erhalten wir

E
S(E—A)<kpln(X(E)) < S(E)+kpln <Z> :
Esist S(E—A)~ S(E)—A-05/0FE = S(E)— A/T, und sowohl A/T als auch
kpln(E/A) sind wieder unterextensiv, also ergibt sich

S(E) = kp In(S(E)). (5.17)

Als Beispiel fur diese neue Definitionsmoglichkeit betrachten wir ein System,
das aus N freien Teilchen in einem Volumen V besteht. Die Hamiltonfunktion
ist gegeben als

52

2
— 2m
1

H(p.q) = (5.18)

falls alle ¢; in V' liegen. Liegt nur einer auflerhalb, so ist der Wert der Hamil-
tonfunktion unendlich. Damit ergibt sich fur den Innenraum

d3N(]i AN
Z(E):/v . L
pi<2m

N
h Zip?SZmE

Das Integral ist offensichtlich das Volumen einer v-dimensionalen Kugel im
Impulsraum mit ¥ = 3N und dem Radius r = v2mE. Dieses wollen wir mit
Ksn(r) abklirzen. Klarerweise ist I{,(r) = K,(1)r¥. Es verbleibt die Be-
rechnung des r-dimensionalen Einheitskugelvolumens. Zu seiner Berechnung
verwenden wir einen Trick. Wir berechnen ein Integral in kartesischen Koordi-
naten, dann in Kugelkoordinaten. Der Integrand sorgt dafiir, dafy auch in bei-
den Koordinatensystemen tiber den vollstandigen Phasenraum integriert wer-
den kann. Bei der zweiten Integration spalten wir in die Integration uber den
Radius und die Integration tiber die Winkelanteile auf. Da aber die Funktion,
die wir integrieren, nur vom Radius abhéngig sein soll, ergibt die Winkelin-
tegration gerade die Oberflache der Einheitskugel. Durch Integration entlang
des Radius erhalten wir schliefSlich das Einheitskugelvolumen. Das verwendete
Integral, zunachst in kartesischen Koordinaten, ist

2

+oo v
I= / exp(—(:z;% —I—Jig —|—...—|—:1;3))d:1;1d:1;2 co.odx, = (/ e " d:z;) — V2,
Ve

— 0

In Kugelkoordinaten ergibt sich

I:/ e_r2r”_1dr/dQ: O,,(l)/ e~ 1y
0 0
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und nach der Substitution 7? = ¢, dt = 2r dr

_1 Ttz 1 v _ 2
1_20y(1)/0 't dt_QOy(l)P<2> = 0ul) =

schlieflich wegen O, (r) = O(1)r*~!

K,(1) = /01 0, (r)dr = Oy(l)/olr"_ldr - O”V(l) - r?y;;) (;) .

Zur Bestimmung der Entropie mufl der Innenraumausdruck

(E) = (Z—?)) ) Ksn(1)(2mE)*N/?

logarithmiert werden. Fur die Gamma-Funktion benutzen wir die Stirlingsche
Formel

InT'(v)=vinv—v+O(nv) firv>1, (5.19)

unter Vernachlassigung aller unterextensiven Groflen ergibt sich so

\% 3N 3N 3N 3N 3N
S— kB<N1Il (ﬁ) —|— 71H7T— 7111 <7> ‘|‘ 7 ‘|‘ 71n(2mE)) =

m 3/2
~n (3 (v () ) ) 520

Die Thermodynamik dieses Systems ergibt sich aus den Maxwellrelationen,

—1
1 oS dxmE\*/? 3 dxmEN\*/?
— = —| =NkgV | —— — | V| —— =
T OF v 3Nh? 2F 3Nh?
 3Nkp 3 0B 3

und

1

P 8_5 Nk 4dmmFE 3/2 v 4dmmFE 3/2 B

T ovie ~ P\ 3Nn? 3N A2 -
_ Nkp

- © pV=NksT. (5.22)

Damit ist dieses System ein geeignetes Modell fir ein ideales Gas.
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5.3.1 Der Gleichverteilungssatz
Mit der neuen Entropiedefinition (5.17) 148t sich auch der Mittelwert

OH 1 / 6%
Ti—) = —— ——dpdq
< Oz ) I'(E) E<H<E+A 6:1;]

durch thermodynamische Groflen ausdricken. Dabei ist z; eine Komponente
des Phasenraumvektors. Das Integral auf der rechten Seite 1lafit sich als Diffe-
renz der Stammfunktion

OH
o(F) = / —dpdq
(E) H<E 6:1;]

an den Stellen F und F 4+ A darstellen. Diese Differenz 143t sich nach A

entwickeln, und unter Verwendung von I' = A - w ergibt sich

OH 1 A d 1 d

Die Abhangigkeit der Stammfunktion ¢ von der Energie E ist nicht explizit
gegeben. Wir konnen aber diese Stammfunktion weiter umformen, indem wir
zunéchst die Ableitung OF /Ox; einfligen, die selbst verschwindet, da E eine ge-
mittelte Grofle ist. Bei der anschlielenden partiellen Integration verschwindet
der Randterm,

OH OH—-FE
</5(E)=/ tig dpdq—/ xz%dpdq =
H<E Ly H<E Ly

:/HSE (ai]( i(H - E))—5i1(H—E)>dqdq _

= —5”/ (H — E)dpdq = —4;; /(7—[ — EY9(E — H)dpdq.
H<E
Damit ist die explizite Abhéngigkeit gegeben, und die Ableitung nach E liefert

EOE) = iy [ 68~ Hydpda — 5y [ (M~ E)(E — Hydp da.

Hier verschwindet der zweite Term, da die Delta-Distribution nur dort wichtet,
wo der Vorfaktor identisch Null ist. Der erste Term stellt aber gerade den
Innenraum Y(E) dar. Es ergibt sich also

oM (E)
<$i87j> 51‘1@
und wegen
WE) 1 8 ) o (1 1
o5 = 5955 E) = GEnEE) = 57 (gsw)) -
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schlieflich oy
My s keT. 2
(x a$j> ikB (5.23)
Wahlt man speziell : = j und x = p als Impulskomponente, so ergibt sich
OH  p} p;
; == = —k T.
"= Z - PG, dpi m ~ <2m> B

Der Mittelwert der kinetischen Energie insgesamt liefert somit %NkBT. Allge-
mein gilt der Gleichverteilungssatz

Jede Phasenraumkomponente (auch als Freiheitsgrad bezeichnet), die
quadratisch in der Hamiltondichte auftritt, liefert einen Summanden
%kB zur spezifischen Warme.

Fur ein eindimensionales, schwingendes Modellmolekil erhalt man wegen der
sechs Impuls- und der drei Schwerpunktskoordinaten theoretisch einen Wert
Cy = %NkB. Jedoch sind Korrekturen angebracht, und die gravierendsten
stammen aus der Quantenmechanik und nicht daher, dafl die Schwingung nicht
als ideale Federschwingung betrachtet werden kann.

5.3.2 Grenzen des mikrokanonischen Ensembles

Am U'bergang zu neuen Ensembles steht das Gibbs’sche Paradozon, welches
die Grenzen des bisherigen, kleinkanonischen Ensembles andeutet. Das Para-
doxon tritt auf, wenn wir die Trennwand zwischen zwei anfanglich in getrennten
Kammern der Volumina V| und V5 befindlichen Teilchenzahlen N; und Ns el-
nes idealen Gases herausziehen. Die Temperatur des Gesamtsystems besitze
dabei einen konstanten Wert, das Gesamtsystem selbst sei abgeschlossen. Be-
trachten wir zunachst die Situation vor dem Herausziehen der Trennwand. Da
das Gase als ideal angenommen wird, sind die Energien lediglich Funktionen
der Temperatur und der jeweiligen Teilchenzahl,

E1 = CVNlT, E2 = CVNQT,

wobel cy = %kB die spezifische Warme pro Teilchen bezeichnet. Die Ener-
gie pro Teilchen ist gegeben als v = Ey/N; = E3/N;. Das Paradoxon er-
gibt sich, wenn man die Entropie vor dem Herausziehen der Trennwand mit
derjenigen nach Durchmischung der Gase vergleicht. Uns interessieren nur
die veranderlichen Groflen wir Volumen und Teilchenzahl, daher schreiben
wir (5.20) einfacher als

47Tmu> 3/2

S=NkglnV + Nsg mit sozgk3+k31n< 37,2

Der Wert der Entropie zu Beginn ist
Si =kp(N1InVi + NaInVa) + Nyso + Naso,
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nach der Durchmischung erhalten wir, da sich beide Gasanteile auf das Ge-
samtvolumen verteilt haben,

V V
Sf :kB(N11HV+N2)—|—NSO :Sl—|—kB (Nlln (v) —|—N21I1<V ))
1 2

Das Sonderbare ist, dal der Zusatzterm selbst fur gleiche Druckwerte, also fur

S A T
PE ST, TR
verschwindet, wohingegen sich dann das System vorher und nachher nicht un-
terscheidet. Da dies nicht sein kann, mufl die Entropiedefinition fur diese Fra-

gestellung unpassend gewahlt sein. Ersetzen wir dagegen die Formel (5.20)

durch § = Ns mit

3 drmu\ >
s=kp §—|—1n v 552 , (V.=Nv, E= Nu), (5.24)

dividieren also alle extensiven Groflen durch die Teilchenzahl N, so ist diese
paradoxe Situation provisorisch behoben. Mit dieser Anderung ergeben sich
jedoch Anderungen im Zustandsvolumen und Innenraum, die wir uns im Fol-
genden plausibel machen wollen.

Fiir ein System gleicher Teilchen mufl H(p, q)
symmetrisch beztiglich Vertauschung zweier Teil-
chen sein. Sinnvollerweise sollten Phasenraum-
punkte, die unter einer solchen Vertauschung in-
einander tbergehen, als ein einziger Phasenraum- \
punkt gezahlt werden. Fihrt man eine Ordnung \\\

der Orte gemafl

A

i

4 < |l < Jan)?

Abb. 5.3 Phasenraumordnung
ein (dies ist fir |¢1]? < |g|? in Abbildung 5.3 dargestellt), so erreicht man

d3di3Nq
dpdq—>/ *Nq /7 (5.25)
/ PN Jp<i<iave ) BN

Die hier gewahlte Abzahlmethode heif3t korrekte Boltzmannabzahlung. Die En-
tropie erhalt damit einen Zusatzterm — In(N!), und mit Hilfe der Stirlingfor-
mel (5.19) (beachte N! = T'(N + 1)) erhalten wir

S=NkglnV + Nsg —kglnN! =
~ NkgplnV + Nsg — NkglnN — Nkg =

v
= Nkpln (N) — Nsg,

wie wir es bereits in (5.24) vorweggenommen hatten.
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6. Das (klein)kanonische Ensemble

Selten ist ein System wie das mikrokanonische Ensemble vollstandig abgeschlos-
sen. Viel haufiger tritt die Situation auf, in der ein System mit einem weitaus
groferen System (Wérmebad) in thermischem Kontakt steht. Das kombinierte
System ist dann wieder abgeschlossen, seine Hamiltonfunktion setzt sich aus
den Hamiltonfunktionen der Einzelsysteme zusammen,

H=Hi(pi,q1) + Halp2,q2).

Wir wollen im Folgenden Erwartungswerte von MeBgroflen f(p1,q1) bestim-
men, die sich nur auf das System 1 beziehen. Dabei kommt uns die in Ab-
schnitt 5.1.3 eingefithrte reduzierte Verteilung

pr(p1,q1) = /P(p17QIap27QZ)dp2dQZ

zugute. Kennen wir erst einmal diese reduzierte Verteilung p*, so konnen wir
(f) bestimmen, ohne das System 2 berticksichtigen zu miissen. Die Normierung
der Zustandsdichten lassen wir zunachst unberticksichtigt. Da das Gesamtsy-
stem ein mikrokanonisches Ensemble darstellt, ist

1 fir E<H, +H, < E+A

p(p1,q1,p2,q2) ~ {() sonst

und damit

p*(p1,q1) ~/ dpadgy =
6§7‘[1+7‘[2§E+A

dpadgs = PQ(E - Hl(plvql))‘

/E—ng%gE—HﬁA

Dieser Ausdruck kann in H; entwickelt werden, wenn H; klein gegentiber der
Gesamtenergie ist. Dies ist moglicherweise nicht immer erfiillt, beispielsweise
dann nicht, wenn einer der Impulse sehr grof wird. Tritt aber ausnahmsweise
einmal der Fall H; ~ F ein, so wird das Zustandsvolumen I'y und damit auch
p* klein, so dafl dieser Fall praktisch nicht ins Gewicht fallt. Es kann also ohne
Bedenken die Entwicklung

1

_ _ S2(E)
-

1 652 . SQ(E) Hl
S2(E—Hi) ~ ks ks UOE T ks kel

In PQ (E - Hl)
durchgefiihrt werden, und die Exponenzierung liefert

*( ) ~ €X & X — Hl ~ ex _M
o P\ ks P\ kT P kT '

Die kanonische Zustandssumme

d3N1p 3N Hi(p1,q1)
o= [ SRt () o
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schlieBlich normiert die reduzierte Verteilungsfunktion, es ergibt sich die kano-

nische Verteiung
N 1 H(p, Q)>
,q) = —exp | ————== ), 6.2
PP a) = e ( T (6.2)

die ein System konstanter Teilchenzahl N beschreibt, das mit einem Warmebad
der Temperatur T im Kontakt steht. Im Folgenden benutzen wir die Abkurzung

b= —. (6.3)

6.1 Das Prinzip des steilsten Anstiegs

Die kanonische Zustandssumme als Integral iiber eine Exponentialfunktion der
Hamiltonfunktion ist eine ziemlich abstrakte Grofle. Um sie durch thermody-
namische Groflen ausdriicken zu konnen, mussen wir dieses Integral entwickeln.
Daf} dies gelingt, dafur ist das Prinzip des steilsten Anstiegs verantwortlich. In
Formeln gefaflt lautet es einfach

/exp(f(:zj))dx ~ exp(f(@max)),

wobei f(x) eine Funktion mit deutlichem Maximum im Integrationsintervall
ist. Diese Formel kann hergeleitet werden, indem der Exponent um die Stelle
T = Tpmax entwickelt wird. Diese Entwicklung liefert

F(2) = Flemax) + (2 — Tmax) F (Cmax) + 2(2 — Emax )2 (Zmas).

2
Der lineare Entwicklungsterm verschwindet aufgrund der Maximalitat, die
zweite Ableitung ist negativ. Es bleibt also

[ exptstands = expltemn)) [[exp (50 s (e ) d.

Ist der verbleibende Integrand, der eine Gaufische Glockenkurve darstellt, bis
zum Rand des Integrationsbereiches geniigend stark abgefallen (das ist mit
dem ,deutlichen Maximum® gemeint), so kann der Integrationsbereich auf das
Intervall | — oo, +00[ ausgedehnt werden, es ergibt sich

—27

[ es(stends = Fray b)) (6.4)

Dieses Prinzip soll zunachst ,,im Trockenen® an einem mathematischen Beispiel
getestet werden, ehe es in der physikalischen Anwendung zu Wasser gelassen
wird. Zu entwickeln sei die Eulersche Gammafunktion

Fx+1):= /Oo t* exp(—t)dt (Rex > —1)
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fiir # > 1. Dazu formen wir den Integranden geméaf t* exp(—t) = exp(xInt—1)
um und bestimmen zunéchst das Maximum des Exponenten zu ty.x = ,

z ' d? z

— 1 : 07 d 2 (1‘ ].nt )|t:tmax = t2

tmax max

d
—(zlnt _t)|t=t

dt( < 0.

max

Da die Exponentialfunktion fur x > 1 auch bei ¢t = 0 stark genug abgefallen
ist, ergibt sich
F(x+1) = V2rz exp(elnae — )

und durch Logarithmieren die Stirlingformel (5.19).

6.2 Zusammenhang mit der Thermodynamik

In die kanonische Zustandssumme fiigen wir den Faktor [ §(E—H(p,q))dE =1

ein und erhalten

BNy 3N
Qn :/Wexp(_ﬁﬂ(% Q))/5(E—H(p, q))dE =

= [ [ R BB ~ Hip. )i = (6.5)

= /exp(—ﬁE)/%(S(E—H(p,q))dE = /exp(—ﬁE)w(E)dE.

QN = Qn(pF) ist also die Laplace-Transformierte der Zustandsdichte w(E).
Dabei ist Letztere mit korrekter Boltzmannzahlung definiert. Aus dem letzten
Kapitel wissen wir, dafy sich mit Hilfe der Zustandsichte die Entropie

S(E) = kp (A - w(E)) (6.6)

definieren la3t, wobei A ein noch zu bestimmendes Energieintervall darstellt.
Dies setzen wir nun umgekehrt in die Zustandsichte ein und erhalten

Qx = 5 [ exp(=A(E - TS(E))IE. (6.7)

Das Prinzip des steilsten Anstiegs besagt nun, dafl das Integral proportional
zum Integranden an der Maximalstelle des Exponenten ist. Diese Maximalstelle
bestimmen wir durch einfache Ableitung nach E,

05 !
-1 -T— =0
& ( 0E E:E)
und zeigen das Erfulltsein der hinreichenden Bedingung,

BT < 0.

eS| 10 (1y__ 1090 1
OE?g=k kpOE  kgT?0E  NkgT?cy
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Um diese Maximalstelle entwickelt ergibt sich fiir den Exponenten

(E - E)?

~AE ~TS(E)) = —B(E = TS(E)) = 5o —

und damit

V2rNkgT?cy
A

ZweckemafBigerweise setzt man A = /2r NkgT?cy und erhalt mit A = E—TS

unter Vernachlissigung unterextensiver Korrekturen ( ~ IlnvVN) zu A

Qn = exp(—f(E — TS(E))).

QN = exp(—FBA(T,V,N)). (6.8)

6.3 Energieverteilung und Konfigurationsintegral

Die kanonische Verteilung ist nur dann wirklich eine sinnvolle Grofle, wenn die
folgenden beiden Bedingungen erfillt sind:

o F ist der Mittelwert des Hamiltonoperators
e Die Standardabweichung ist sehr viel kleiner als (H?)

Um dies nachzuweisen, konstruieren wir zunachst eine Energieverteilung erneut
durch Einfugen der Eins,

/,O(p, q)dpdq = //J(p, q)dpdq /Ooo §(E —H(p,q)dE =
= /Ooo dE/,o(p, q)6(E — H(p, q)dpdq =
=: /Ooo W(E)dE-/p(p,Q)dpdq-

Also ist

_ [ r(p.q)5(E —H(p,q))dpdg
J p(p,q)dpdq

W(E) , /0 T W(E)E = 1.

Setzt man flir p den Ausdruck (6.2) ein, so folgt W(E) ~ exp(—F(E —TS(E)))
und durch Entwicklung um E wie im letzten Abschnitt sowie bei Beachtung
der Normierungsbedingung

1 (E — E)? >
W(E) = _ET R ) 6.9
(E) = oavraTier eXp( INkpT2cy (6.9)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung stellt also eine Gaufsche Glockenkurve dar.
Fiir hinreichend grofie Teilchenzahlen N und E # 0 konnen wir, wie bereits
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zur Bestimmung der Normierung erforderlich, die untere Grenze auf —oo aus-
dehnen. Wir erhalten so

+oo
V2rNkgT?cy - (H) = \/QFNkBTzcv/ EW(E)dE =
+oo (E—E)2
= E ——— 1 dE =
/_oo eXp( 2NkBT2cv>
+oo B (E—E)2 B +oo (E—E)2
= E—-F - |dE - F —-——— | dFE.
/_Oo ( )eXp< 2NkBT2cv> /_Oo eXp( 2NkBT2cv>

Das erste Integral verschwindet identisch, das zweite liefert 2x NkgT?cy, so
dafl wir in der Tat B
(H)=E (6.10)

erhalten. Das Quadrat der Standardabweichung ist
o = ((H - (H))*) = (H*) — (H)*.

Nun ist

+OO —
(H— (H))?) = / (E — B)*W/(E)dE =

— 0

1 +oo B (E _ E)Z
- E—Elexp(—— ) )dE=
V2rNkgT?ey /_oo ( ) eXp( 2NkBT2cv>
NkpT?cy [T ( (E - E)?
ANk T2y ) oo P\ 2NEgT?ey

Es ist also 62 ~ N. Da aber (H) = E? ~ N? ist, gilt 0% < (H)? und folglich
0% < (H) fiir grofie Werte von N. Damit ist gezeigt, dafl die kanonische Ver-
teilung eine ,sinnvolle® Verteilung ist. Dies soll noch einmal an der folgenden
Abbildung 6.1 gezeigt werden.

) dE = NkgT?cy. (6.11)

ePE (klein-)kanonische
o) |
H ~_— W(E) Verteilung

mikrokanonische Verteilung E
E |

| EE+A | E

Abb. 6.1 mikrokanonische (links) und (klein)kanonische Verteilung (rechts) im Vergleich

Wiahrend bei der mikrokanonischen Verteilung die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung innerhalb des Intervalls [E, E4 A] konstant und auflerhalb Null war, erhal-
ten wir im Fall der kanonischen Verteilung eine Glockenkurve, deren Halbwerts-
breite proportional zu /N ist. Innerhalb des dominanten Bereiches kénnen wir

die Funktion exp(—(FE) als konstant ansehen, so dal W(E) ~ w(E) ist.
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6.4 Spezialfalle fiir die Zustandssumme
Zur Hamiltonfunktion

—2

Hipg) = D 5+ e{d)). (6.12)

7

bestimmen wir die kanonische Zustandssumme,
d*Npd®Ng pi’ _
Qn = / NN P —ﬁ(; 5+ @({qz‘})> =

d3N —;2 d3N B
:/h3—]fexp (—ﬁ L ) N!q exp (—Bp({Gi})) =

i2m

d3N N ﬁ —;2 d3N B
:/ hsz izoeXp (— ;:n ) / N!q exp (—Bp({G}) =

Pp 52\ )
([ (30)) T

Der erste Faktor 1afit sich leicht berechnen, indem wir in Kugelkoordinaten
ubergehen und die partielle Integration anwenden,

i (5] 0 [ g ()
h3 2m 3 Jo 2m

_4_77@ > ﬁ_pz d_4ﬂ'ml 2rm (2mm 3/2
w5 ), TP\ T )T e 2\ g T\ e '

3N
e (~0((@))).

Dieser Vorfaktor hat auch eine physikalische Bedeutung. Um sie zu erkennen,
erinnern wir uns daran, dafl die de Broglie-Wellenlange eines Teilchens mit Im-
puls p durch A\ = h/p gegeben war. Nun ist p* = 2mE, die Energie aber wie-
derum proportional zu kgT = 37!. Als Proportionalitatskonstante wihlen wir
zweckmafiigerweise m und definieren so die thermaische de Broglie- Wellenlange

h 3h?
A= = . .
. (6.13)

2mm

Fur die Zustandssumme ergibt sich schliefllich das Konfigurationsintegral
3N

O = [ S e (-Ae(a)). (6.14)

das in der Regel hochstens naherungsweise zu berechnen ist. Sein Name rihrt
daher, da3 es nur noch die Lage der Teilchen zueinander und relativ zu einem
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auferen Potential bertuicksichtigt. In der Regel 1a88t sich die potentielle Energie
in zwei Anteile aufspalten,

e({q}) Zw @)+ e

1<g

Ist @3 = 0, d.h. wechselwirken die Teilchen nicht miteinander, so konnen wir
das Konfigurationsintegral umformen in

d3N 1 d3 N
On = [ i e et = ([ Ghew (=entan)

Zum Abschlufl dieses Kapitels sollen noch drei Beispiele gerechnet werden.
6.4.1 Das freie Teilchen

Freie Teilchen wechselwirken nicht miteinander, auflerdem wirkt kein aufleres
Potential auf sie. Thr Aufenthalt ist jedoch auf das Volumen V beschrankt. So
erhalt man die Zustandssumme

1 &q NooopN
Daraus ergibt sich nach (6.8) dle freie Energie A = —1lnQn/f,
—BA=NInV —InN!—3NIn\ =

%Nan—NlnN—I—N—?)Nln/\:N1n</\§/N>—I—N.

6.4.2 Die barometrische Hohenformel
In einem Schwerefeld besitzen freie Teilchen

die potentielle Energie |

~— |~ VolumenV,

p(q) = mygs. ”\‘qy
Um den Druck in Abhangigkeit von der Volumen V<
Hohe h zu bestimmen, stellen wir uns vor, )
dafl in dieser Hohe das Volumen durch Va- Hohe H Hohe H,
riation einer kleinen Seitenkammer des Vo- SrundfiEche &
lumens V; verandert wird. Dann ist © B
0A
o= -4
8V1 T

Abb. 6.2 Modell zur Héhenformel
Die freie Energie bestimmt man wieder aus der kanonischen Zustandssumme,
die in diesem Fall die Gestalt

1 N
QN = T (/V exp(—Bmggs)d’q + /\/1 exp(—ﬁmgh)d3Q> =

N
1

H
= (G/ exp(—Fmgqs)dgs + V4 exp(—ﬁmgh)>
0

AN N!
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besitzt (G ist die Grundflache). Die freie Energie A = —InQn/f ist dann

4 1 <N1n (G(l — exp(—pmygH)) T exp(—ﬁmgh)> B ln(/\SNN!)> 7
3 Bmyg

und durch Ableitung nach Vi ergibt sich die Barometrische Hohenformel

dA ‘ N exp(—pmgh)/ B
OV, = G(l — exp(—pmgH))/Bmg + Vi exp(—Bmgh) |y, _
Nmyg exp(—ﬁmgh)

= G — expl—GmgH)] = p(h = 0) exp(—pmgh). (6.15)

Wir konnen ebenso die Dichte in Abhangigkeit von der Hohe bestimmen. Sie
ist der Erwartungswert der Funktion p(r’) = >, 6% (7 — ), es ergibt sich

(p(r)) = dequxp(—ﬁmg Zj q3(]‘))2i53(77 _ (7(1)) )
P B deNq(j) exp(—ﬁmg Z]‘ C_Z3(j)) =

3 S & exp(—Bmggs D)8 (7 — 1Y)

- [ @ ¢ exp(—=Bmggs )

_ 2. exp(=fmgh) _ NPmgexp(—fmgh) _
G(1 —exp(—pmgH))/Bmg  G(1 —exp(—BmgH))

= (p(h = 0)) exp(—Fmgh).

Dabei konnten die Integralanteile 5 # ¢ herausgezogen und gekiirzt werden.
Durch Integration iiber das Gesamtvolumen ergibt sich die Teilchenzahl
" - 7_0» — —
N = (r)) = (1 —exp(—pmgH)), (6.16)

Bmyg

p(h) =

die auch fiir unendliche Hohe endlich bleibt. Hier stellt sich naturlich die Frage
nach der Verlaflichkeit des Modells.

6.4.3 Geladene Teilchen im Magnetfeld
Fur geladene Teilchen im Magnetfeld ist die Hamiltonfunktion gegen als

W= = @)+ o)

Ahnlich wie sich der Druck aus der freien Energie ergab, kann hier die Magnet:-
sierung als Ableitung der freien Energie nach dem magnetischen Feld bestimmt
werden. Durch die Substitution p; — p; + qg (i) erkennt man allerdings, daf$
die Zustandssumme

av = [ Lpt e (— (2 B i)

?

nicht mehr von A und damit vom Magnetfeld abhéangt. Angeregt davon stellte
van Leuwen das Theorem auf, dal der Diamagnetismus ein rein quantenme-
chanisches Problem ist.
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7. Das groflkanonische Ensemble

Vollzogen wir den Ubergang vom mikro- zum kleinkanonischen Ensemble, in-
dem wir zwei kleinkanonische Systeme, zwischen denen ein Warmeaustausch
erlaubt war, zu einem insgesamt thermisch abgeschlossenen und damit mikro-
kanonischen Ensemble zusammenschlossen, so gelingt uns der U'bergang zum
grofkanonischen Ensemble, indem wir zwischen zwei Systemen dieses Typs
zusatzlich den Teilchenaustausch ermoglichen, wohingegen im Gesamtsystem
die Teilchenzahl erhalten ist. Das Gesamtsystem beschreibt daher ein kleinka-
nonisches Ensemble der konstanten Temperatur 7.

Gefragt ist zunachst nach der Wahrscheinlichkeit, Ny Teilchen im Volu-
men Vi (und folglich N — Ny Teilchen im Volumen V3) zu finden. Sind die
Teilchenzahlen auf diese Weise festgelegt, so kann jedes Teilsystem als kleinka-
nonisch angesehen werden, und die Wahrscheinlichkeit ist gegeben als Produkt
der entsprechenden Zustandssummen,

d3N2pyd®N2 gy

h3N2N2’ P2(P27927N2)

BNp PNy
Qn, QN :/r W/ol(ph(haNl)/F

1 2

mit ['; := ‘/iNi, wobei die Verteilungsfunktion des Gesamtsystems durch

N

p(pq) = Y pilp1, a1 Ni)p2(p2, 2, N — Ny)
N1:0

gegeben ist. Die Verteilungsfunktionen der Einzelsysteme wie die des zusam-
mengesetzten Systems lassen sich fur feste Teilchenzahl gemafl dem vorange-
gangenen Kapitel durch die Hamiltonfunktionen Hi(p1,q¢1,N1), H(pz, g2, N2)
und H(p,q, N1 + N2) = Hi(p1,q1, N1) + Ha(p2, q2, N2 ) ausdriicken,

p1(pi»qi, Ni) = Ql exp(—OBH(pi,» qi, Ni)),
N;
p(p7Q7N) = Ql exp(_ﬁ}[(pv(ZvN))
N

Durch Einfiigen von [ 6(E — H(p,q, N))dE =1 erkennt man leicht, daf

N=N;+N>
QN On,
2 Taov T

N=N1+ N>

N1 N2 ’
3 ViV N (7.1)
NNy (Vi + V)N

N17N2 N17N2

ist, womit dann auch die Verteilungsfunktion des Gesamtsystems normiert ist.
Nehmen wir nun an, dafl das System 1 sehr viel kleiner ist als das System 2,
d.h. V3 < Vi, Ny <« Ng, so lafit sich Qn, entwickeln,

Qn, = exp(—BA(T, Va, Ng)) = exp(—BA(T,V — Vi, N — Ny)) =
~ exp(—B(A(T,V,N) + pVi — uN1)) = Qn exp(—BpVi + BulNy)
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(beachte, dafl in diesem Zusammenhang p fiir den Druck und nicht den Impuls
eines der Teilchen steht!). Die Normierungsbedingung (7.1) ergibt dann

1= Zexp(—ﬁpvl + BuN1)QnN,

Ny

& exp(BpWh) = Zexp(ﬁle)QNl =: Z. (7.2)
Ny

Z ist die groffkanonische Zustandssumme. Sie steht in direktem Zusammen-
hang mit dem bereits in Abschnitt 3.6 definierten grofkanonischen Potential
1 = —pV. Verwendet man schlieflich noch die Fugazitit = = exp(fu), so gilt
(ab hier sei N7 durch N ersetzt)

exp(—pQ) = ZZNQN =Z. (7.3)

Am Beispiel des idealen Gases soll das grofkanonische Potential ausgerechnet
werden. Aus Abschnitt 6.4.1 entnehmen wir Qn = VV / A3V N1, daher gilt mit
Gleichung (7.3)

1 1 va\"Y 1 1 V2 V2

Hier ist 2 sehr einfach zu berechnen. Schwierig wird es allerdings, wenn zwi-
schen den Teilchen Wechselwirkungen bestehen.

7.1 Gemeinsamkeiten der verschiedenen Ensembles

Wir haben in den letzten drei Kapiteln die drei Ensembles kennengelernt:

i) das mikrokanonische Ensemble mit

plp,a. N) = { 1/T(E) fir E<H(p,q) < E+Aund N = No,
o 0 sonst
d3Nopd3N0q
und T[(E) = Z C R3NoN!
E<HE+A

ii) das (klein-)kanonische Ensemble mit

5 0]
(s N) = <5 exp(=FH(p, . No)
d3N0p 3N0q )
und @, :/WGXP(—QH(Z?,Q,NO)) sowle

iii) das groBkanonische Ensemble mit

N

p@%qJV)Zi%;emﬂ—ﬂ?ﬂnquD umd 2= zVQu.
N
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Fir alle drei Verteilungen gilt, wie leicht zu erkennen ist,
d3Np d3N
Z/ TN Lo, N) = 1. (7.4)

Sind auf diese Weise die Dichtefunktionen definiert, so kann eine geschlossene

Schreibweise fur die Entropie gewahlt werden, namlich
d3N d3N
S——kBZ/ TN e p, ¢, N)Inp(p, g, N). (7.5)

Diese Formel gilt es zunachst in den einzelnen Spezialfallen nachzuweisen:

i) Fiir die mikrokanonische Verteilung ergibt sich

d3di3N
—kBZ/ TN L o(p.q, N)Inp(p,q, N) =

d*Nop d3Nog 1 1
o )
B<H(paNo<B+a  DPTONot T(E)  \I(E)
L'(E)
I'(E)
ii) Fiir das kleinkanonische Ensemble gilt

d3di3N
—kBZ/ AN L p(p.a, N)Inp(p,q, N) =

_ kB /d3NOpd3N0q
QNO hSNON()!

A 6 d3N0pd3NOq

=kpInQn, + kpB(H),
Andererseits ist A = —kpT'In Qn, und

= kg InT'(E) = KgIn[(E) = S.

exp(—BH(p, ¢, No))(In Qn, + BH(p, ¢, No)) =

0A (H)
=——| =kpl kpT
S a7 | = B n@n, +kp <k3T2>
iii) Fiir das groBkanonische Ensemble folgt schliefllich
d3N d3N

—kBZ/ NN L o(p.q, N)In p(p,q, N) =

kB d3di3N
Z / hSNN’ eXp(_ﬁH(pvch)) )

- (InZ+ Nlnz— BH(p,q,N)) =
— kpln Z—kBﬁ”Z NNQN +

k dSN dSN
Bﬁ Z / h3ZJ?VN’ exp(_ﬁH(p7Q7N))H(p7Q7N) =

—kglnZ — kBﬁm ) + kpB(H),
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auf der anderen Seite ist aber = —kgT In Z und

o0
=——| =kplnZ+EkgT
5 oT v B +kp (

7.2 Entropie als Funktional der Verteilung

Der eben beschrittene Weg, fir die Verteilungsfunktionen der verschiedenen
Ensembles die Giltigkeit der Gleichung (7.5) nachzuweisen, 1a83t sich auch um-
gekehrt beschreiten, indem diese Gleichung als Definition der Entropie be-
nutzt wird. Die Verteilungen ergeben sich, wenn die so definierte Entropie
als Funktional der Verteilungsfunktion unter verschiedenen Nebenbedingungen
maximiert wird. Nebenbedingung ist in allen drei Fallen die Normierung

d3di3N
jp‘ —Z/ TN e L o(p.g, N) = 1.

Zusatzlich gilt
i) fiir das mikrokanonische Ensemble N = Ng und E < H(p,q, No) < E+ A
ii) fiir das kleinkanonische Ensemble N = Ny, (H) = E vorgegeben, und

iii) flir das grofikanonische Ensemble (N) = Ny und (H) = E vorgegeben.

Dabei ist
) =3fon. =S on

Zur Vereinfachung der Schreibweise habe ich hier ein kombiniertes Symbol aus
Summe und Integral eingefuihrt. Die “restriktiven” Nebenbedingungen wie
N = Ny wirken naturlich direkt auf die entsprechenden Summen bzw. Inte-
grale. Doch was geschieht mit den anderen, die den Erwartungswert vorgeben,
welcher selbst wieder ein Funktional der Verteilungsfunktion ist? Hier erinnern
wir uns an die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren, bei der Nebenbedin-
gungen multipliziert mit Parametern dem vorhandenen Funktional hinzugefiigt
werden und dieses Funktional anschliefend als Funktion auch dieser Parameter
aufgefafit wird, beztuglich derer es ebenfalls zu maximieren ist. In unserem Fall

S(p, {Ai}) = ZA filp

1st

Die Maximierung beztiglich der Parameter A; liefert einfach wieder die Neben-

bedingungen in der Form f;(p) = 0, wahrend die Variation in p die verschiede-
nen Anteile zusammenbindet,

5S(p. {0} = 85(p) +mel =

und eben diese Bedingung wollen wir in den verschiedenen Fallen genauer unter
die Lupe nehmen, nachdem wir jeweils S(p,{\;}) konstruiert haben.
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7.2.1 Mikrokanonisches Ensemble

Die beiden restriktiven Nebenbedingungen werden im Wegfall der Summation
uber N und der Einschrankung des Integrationsbereiches wirksam. Ubrig bleibt
die Normierung, die wir mit einem Lagrangeschen Multiplikators angebinden,

d3N0 d3N0
S(p,A)Z—kB/ e pInp +

3N,
E<u<bt+a h*NoNg!

E<H<E+A h3No No!

Die Variation bezuiglich p liefert mit
5
6(plnp) = (p+ép)ln(p+dp) — plnp =3dplnp+ ,05,0511&,0 =
1
=dplnp + ,0;5,0 =(lnp+1)dp

direkt (die Integrale konnen zusammengefaflt werden)

35(p, A) :/ ey (helnpg 1)+ A)dp =0
E<H<E+A o!

fir alle moéglichen Variationen dp. Damit mufl der Klammerausdruck ver-
schwinden, es gilt

Ep(lnp+1)=X <& p=exp(M\kp—1)=konstant in [E,E+ A].

7.2.2 Kleinkanonisches Ensemble

Beim kanonischen Ensemble schlagt sich nur die eine der Nebenbedingungen
direkt nieder, namlich im Wegfall der Summation tiber N. Die andere binden
wir zusammen mit der Normierung durch Lagrangesche Multiplikatoren an,

d3N0pd3N0q d3N0pd3N0q
S(p,/\l,/\z) = —kB/Wplnp—l—/\l (/ Wp—].) +

d3N0p d3N0q
—|—/\2 (/WpH—E> .
Die Variation liefert hier

d3N0pd3N0q ,
0S(p, A, A2) = / W(_kB(lnp + 1)+ M+ X\2H) =0,
0-:

folglich —kp(Inp + 1) + A\ + Ao H = 0 und damit

A A Ao
S (kB T ks ) P (kB )

Bei Wahl von Ay = —1/T ergibt sich die kleinkanonische Verteilung.
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7.2.3 Grofikanonisches Ensemble

Fur das groflkanonische Ensemble werden alle drei Nebenbedingungen durch
Lagrangesche Multiplikatoren miteinander verbunden. Es gilt

S(p M., A2y A3) = —kijlnﬁAl (jp— 1) +
+ X (j,ﬂi-E) — A3 (%pr—N()).

Durch Variation von p ergibt sich kp(lnp 4+ 1) = A\ + AaH + A3 N oder

A1 Ao A3
= A2y BN,
p eXp(kB+kBH+kB >

Wahlen wir Ay = —kpf und A3 = kpfu, so ergibt sich die grofflkanonische
Verteilungsfunktion p ~ exp(—SH + SuN).

7.2.4 Eindeutigkeit der Verteilungsfunktion

Gezeigt ist mit der Berechnung der jeweiligen Verteilungsfunktion noch nicht,
da3 die Entropie nur durch diese Funktion minimiert wird. Wir miissen also
noch zeigen, dafl diese stationaren Punkte globale Maxima sind und wollen
dies hier nur fiir die kleinkanonische Verteilung tun. p = exp(—fH)/Qn sei
fiir N = Ny diejenige Verteilung, fiir die S einen ststiondren Punkt besitzt, p’
sel eine andere zulassige Verteilung, d.h. eine solche, die normiert ist und den
Nebenbedingungen

jp’zl, #p’H:E, und p' =0 fiir N # Ny

geniigt. Wir definieren nun zunéchst das Funktional S(p’, p) := —kij’ Inp
und zeigen S(p', p) > S(p', p'), indem wir p = p' + (p — p’) setzen,

_ !
S(p,p) — S(p',p') = _kBgfpl(lnp “n)= _kijl n (1 e ) B

P
N
nif(5) - s

Nun ist aber gerade S(p', p') = S(p’), also ergibt sich

S(p) <SP p) = —kij’ Inp = —kij’(—ﬁH —lnQy) =
— ka3 o H+ kalnQu,Sh o = EaSE + kalaQy, = S(o).
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womit die Behauptung bewiesen ist. Schliellich konnen wir die thermodynami-
schen Potentiale selbst als Funktionale der Verteilungsfunktion schreiben, die
fur die klassischen Verteilungen minimal werden,

A(p) :jp}[—l—kBijlnp:E—TS, (7.6)

Q(,o):#p?—[—l—ujp]\f—kBijlnp:E—uNo—TS. (7.7)

Kann man die Zustandssumme aufgrund einer zu komplizierten Struktur der
Hamiltonfunktion nicht berechnen, so lassen sich dennoch Parameter einfuhren
und das Funktional beztiglich p minimieren. Man erhalt so die bestmogliche
Naherung fir die Zustandssumme.

7.3 Kombinatorische Herleitung der Entropie

In diesem Abschnitt wollen wir aus kombinatorischen U'berlegungen die Glei-
chung (7.5) herleiten. Diese Formel spielt neben der Thermodynamik auch
in der Beschreibung der Nachrichtentubermittlung iber defekte Leitungen wie
auch in der Codierungstheorie eine Rolle. Wir konnen daher davon ausgehen,
daf sich diese Gleichung aus allgemeineren, eben kombinatorischen Prinzipien,
herleiten 1a83t. Der Einfachheit halber soll der Zustandsraum I' hier zunéchst
als diskret angenommen werden. Er besitze m Punkte, das zugehorige System
also m mogliche Zustande. Es werden nun k > m Experimente durchgefihrt
und in einer Zahlenfolge notiert, wie oft man die Werte 1,2....,m erhalt,

m
N1, N2, ..., Ny Mmit g n. = k.
=1

Diese Zahlen lassen sich normiert als Wahrscheinlichkeiten schreiben,

m

1y .
PLoP2yees Py pi =27 il Zmzl-
=1

Wir fragen nun, welches die wahrscheinlichste Verteilung, d.h. der wahrschein-
lichste Satz der p; ist. Dabei machen wir die folgenden zwei Annahmen:

o Jedes einzelne Experiment hat liefert mit gleicher Wahrscheinlichkeit eines
der moglichen Ergebnisse (Gleichverteilungsaxiom).

e Die Experimente sind unabhangig voneinander.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit W (ny,na, ..., ny), dal ny-mal das Ergebnis
1, ng-mal das Ergebnis 2 und so fort auftritt. Diese Wahrscheinlichkeit ergibt
sich, wenn wir die Zahl der Mefireihen mit dem angegebenen Ausgang durch
die Gesamtzahl der Mefireihen dividieren.

k¥ verschiedene MeBreihen, denn jedes Experiment lie-

Zunachst gibt es m
fert m mogliche Werte, und es werden in jeder Mefireihe k& Experimente durch-

gefihrt. Aus einer festen Reihenfolge ergeben sich die anderen Moglichkeiten
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durch Vertauschung der Reihenfolge. Waren nun alle Ergebnisse verschieden
voneinander, so erhielten wir k! Permutationen. Da dies aber im allgemeinen
nicht der Fall ist, reduziert sich diese Zahl, indem durch die Anzahl der Permu-
tation dividiert wird, die auf gleiche Ergebnisse fithren. Insgesamt ergibt sich
S0

1 k!

k

Wi(ni,ng,...,nm) = -

nilngt-ng,!

Zur Kontrolle prifen wir an dieser Stelle die Normierung nach,

1 k! 2
Z Oni k — Tt =L
m" n1.ng. - Mypy.

N1,..,0%m

Das Kroneckersymbol sortiert diejenigen Zahlenfolgen heraus, die in ihrer Sum-
me gerade k ergeben. Dieses Symbol ist schwierig zu behandeln. Daher wird
auf den Cauchyschen Integralsatz zuruckgegriffen. Aus der Funktionentheorie
kennen wir die Beziehung zwischen der k-ten Ableitung einer holomorphen
Funktion und einem entsprechenden Kreisintegral,

FR () = L % %df-

27

Fiir z = 0 und f(z) = 2" ergibt sich f®)(2) = nlz"*/(n — k) fir & < n
und f(k)(z) = 0 fur £ > n, jedoch nur fur k& = n eine nichtverschwindende

Ableitung f¥)(0) = n! = k!. Damit ist

1 z"

Dies eingesetzt ergibt sich fur die fragliche Summe
1 R kldz 1 k! o\
Z %% L kgl g, = rimk % zk+1 (Z F) dz =
N1,..,0%m

1 k!mZd_l or . B
BETL AR U  B

Dabei wurde im vorletzten Schritt erneut die Cauchysche Formel verwendet.
Diese normierte Wahrscheinlichkeit ist zu mazimieren. Doch anstatt W konnen
wir auch In W maximieren und wegen n; > 1 dartuber hinaus die Stirlingsche
Formel In(n;!) &~ n;lnn; —n; (vel. (5.19)) anwenden. Es ergibt sich

InW =lIn(k!) — klnm — Zln(ni!) =c1 — Zln(Ni!) —

~ ¢y —Znilnni—l—Zni =c —Znilnni‘I_k:CZ—Zni].Hni =
= ¢o Z(k,oi)ln(kpi) = ¢o —klnk—Zk,oilnpi =c3 —Zpi In p;,

7
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also die Maximierung des Storischen Funktionals

— Z piln p; = maximal. (7.8)

?

Sie ist das diskrete Analogon zu Gleichung (7.5). Die Extremalbedingung fithrt
uns in diesem Fall auf die Gleichverteilung p; = 1/m. Fiihren wir dagegen die
Rechnungen noch einmal mit der Nebenbedingung f({p:}) = 0 durch, so miissen
wir als Wahrscheinlichkeit

1 k!
W(n17n27”‘7nm)22n1’n2' n !

ansetzen, wobei Z die Zahl der voneinander verschiedenen Mefireithen angibt,
die der Nebenbedingung gentigen. Auf die Frage nach der Breite der Verteilung,
die mit der Einfihrung eines Abstandes zu klaren ist, wollen wir hier nicht
eingehen.

7.4 Das magnetische Moment

Fir Systeme mit zusatzlichen Eigenschaften mufl der Phasenraum erweitert
werden. Besitzen die Teilchen beispielsweise die magnetisches Momente |m|é;,
deren Betrag |m/| fiir alle Teilchen gleich sei, so ist die grofkanonische Zustands-
summe zu erweitern auf

d3di3N ) ~

wobei sich das letzte Integral tiber die N Raumwinkel der Einheitsvektoren é;
erstreckt. Vorgegeben seien nun neben den Erwartungswerten (H) und (N)
auch der Erwartungswert der Magnetisierung, <M> = (>_,|m|éi). Das Lagran-
gesche Variationsprinzip aus Abschnitt 7.2 liefert dann

p ~ exp(—BH + BuN + 5l - M).

Wir kénnen & als Magnetfeld interpretieren und den Erwartungswert der Ma-
gnetisierung aus der groflkanonischen Zustandssumme bzw. dem groflkanoni-
schen Potential bestimmen,

o2
Oh,

)
BM) =52 & (Ma)=-

(a = 1,2,3 steht flir die drei Raumkomponenten). Im kleinkanonischen Fall,
der uns im Folgenden ausschliellich beschaftigen soll, ist

0 0A
6ha 1I1QN A= <Ma> __8ha

B(Ma) =

mit A = —kgTInQy.
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Beschranken wir uns auf die Abhangigkeit vom Magnetfeld, so ist

N
QN ~ (/dZQexp(ﬁ|m|E-e_’)> )

Damit wollen wir weiterrechnen und wéhlen das (Kugel-)Koordinatensystem
so, dafl das Magnetfeld in z-Richtung zeigt. Mit h = |h | ergibt sich dann

N
Qn ~ (/exp(ﬁ|m|hc089)dcp d cos 9) =

= (2 (exptimln) - exp(—mmm)))N - (50 sinh(ﬁlmlh)>N-

Durch Logarithmieren ergibt sich

B sinh(B|mlh)
A= A(V,T,N) — NkpTln (W)

und durch Ableitung

(M) = NkpT 2 1n (M) _

Oh Blm|h
1
= N|m]| [ coth(g|m|h —*) =: N|m| - L(G|m|h).
pl (o3l = o) = N £(3alt
Das mittlere magnetische Moment in Rich-
tung des Magnetfeldes ist also T I
M. L(x)
me = @iy (7.9
T~ 83 X
und wird durch die Langevinsche Funktion ‘
L(x) = coth(x) — 1/x beschrieben, die ne- 1
benstehend abgeblldet ist (’C/(O) = 1/3) Abb. 7.1 Langevinsche Funktion

Schlielich konnen wir durch nochmalige Ableitung nach dem Magnetfeld
die Suszeptibilitat v bestimmen. Im feldfreien Raum ergibt sich das Curiesche

Gesetz 5 m? )
m. 9 m m
A Oh |r=0 Blm["L (Blm|h) h=0 3 3kgT

(7.10)

Die U'berlegungen, hier fir das magnetische Moment angestellt, laufen fur das
elektrische Moment ahnlich. Das magnetische Moment selbst jedoch ist mit
dem Drehimpuls verkniipft, so dafl hier strenggenommen quantenmechanisch
héatte gerechnet werden mussen. In diesem Fall tritt an das Integral tiber die
Raumwinkel eine Summe tiber die moglichen Drehimpulseigenzustande.
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7.5 Wechselwirkende Systeme und Clusterentwicklung

Die Hamiltonfunktion eines Systems miteinander wechselwirkender Teilchen ist

durch

—

2
H=3 00 Y ol - ) (711

1<

gegeben. Nach Gleichung (6.14) ergibt sich damit die kanonische Zustands-
summe

N ] L
' i<y

die in diesem Fall auch als Konfigurationsin-
tegral bezeichnet wird. Ein Beispiel fir die 0
potentielle Energie ¢;;, die typischerweise \/ I B /fij
vom Abstand |¢; —¢;| abhéngt, ist nebenste-
hend abgebildet. Wie man erkennt, lafit sich e

dieses Potential sehr schlecht in Potenzen b9-

dieses Abstandes entwickeln. Wir konnen

, =
,
< q; |

]

aber wie f01gt umschreiben: Abb. 7.2 Wechselwirkungspotential

exp(=8 Y wij) = [ [ exp(=Bei) = [[(1 + f£iy),
] i<y i<J
wobel wir den Gibbs’schen Parameter f;; := exp(—f¢;;) — 1 einfithrten. In

diese Parameter 1lalt sich nun in der Tat das Konfigurationsintegral entwickeln.

Gemaf
H(1‘|‘fij) =14+ (fiz+ fis+... )+ fizfos + fiafia + ...

1<

spaltet das Konfigurationsintegral in eine

o
w
o
~
©

Summe von Integralen tber Produkte von
Gibbs’schen Parametern auf. Ein Beispiel

[ ) [ ) [ ) [ ) [ )
dafiir ist der nebenstehend symbolisch dar- 2 4 6 8 10
gestellte Term Abb. 7.3 N-Teilchen-Graph

d3Nq
/ NN f12 f35 fr8 fr9 f7 10 f29-

Sowohl der Graph als auch das Integral selbst werden als N-Teilchen-Graph
(in diesem Fall ist N = 10) bezeichnet. Das Konfigurationsintegral ist dann
die Summe aller verschiedenen N-Teilchen-Graphen.

Jeder N-Teilchen-Graph zerfallt wiederum in voneinander unabhangig zu
berechnende Integrale, die sogenannten Cluster. Diese werden in der graphi-
schen Darstellung als verbundene Einheiten erkannt. Im gew&hlten Beispiel
ergeben sich zwei Eins-Cluster, zwel Zwei-Cluster und ein Vier-Cluster,

1 d6 d6 d12 d3 d3
= [ St / L fis / e frs fro frro o / iy
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Aufer im Fall des Eins- und Zwei-Clusters gibt es jeweils verschiedene Moglich-
keiten, ¢ Punkte zu einem (-Cluster zusammenzuschliefen. Zur Berechnung
des Konfigurationsintegrals fassen wir alle diese Moglichkeiten in einer Cluster-
summe by zusammen,

be(V,T) K'V Z (¢-Cluster). (7.13)

Zur Konstruktion des Vorfaktors ist zu beachten, dafl Clustersummen, welche
durch Austausch der Numerierung auseinander hervorgehen, identisch sind.
Weiter ist leicht zu sehen, dafl bei der Integration jeweils eine Volumenin-
tegration redundant ist und somit einen Faktor V liefert. Um die Cluster-
summe auch fiir V' — oo endlich zu halten, wird eine entsprechende Normie-
rung gewahlt. Mit diesen Clustersummen wollen wir an dieser Stelle zunachst
kombinatorische U'berlegungen anstellen, ehe wir sie in das Konfigurationsinte-
gral integrieren. Die Haufigkeit einer Konfiguration, die durch die Zahlenfolge
(n1,n2,...,ny) charakterisiert ist, wobei n, die Anzahl der voneinander dis-
junkten /-Clustersummen bezeichnet.

Eine andere Realisierung derselben Konfiguration kann sich grundsatzlich
bei Permutation der Indizes ergeben. Allerdings wirkt eine solche Permutation
nicht, wenn entweder die Clustersumme in sich oder die disjunkten Cluster-
summen untereinander vertauschen. Setzt man fur jede Clustersumme noch
Gleichung (7.13) ein, so ist die mit der Haufigkeit gewichtete Konfiguration
gegeben durch den Ausdruck

(n1 + ...+ nn)l (LD VAT3) L (N1 VA3
nytl--- N.(l!)"l---(N!)"N

N
(bgv A 3)”"
— | AN
—(nl—l—...—l—nN).él |1 o~

S(ni,...,nN) =

Das Konfigurationsintegral @), also die Summe aller verschiedenen N-Teil-
chengraphen, ist durch die Summe aller Konfigurationen S(nq,...,sy) mit der
Zusatzbedingung >, ¢n; = N und normiert auf N! gegegen. Es lautet

Qv = Outn, N H beV/\ (7.14)
{ne}

Noch einfacher wird der Ausdruck, wenn wir zur groflkanonischen Zustands-
summe Ubergehen. Fur diese ergibt sich

Z= Z NQy = Z Z(SE&U,NH BgV/\

N {W}

- Z Z(SEETL@,NZN H béV/\ Z Slng H beV/\

{ne} N {ne} ¢
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N
_ (ngZV/\_?))W _ (ngZV/\ 3)" _
> -
{nz}ézl /=1 n
N N
V Vv
= Hexp <ng F) = exp (; bez F)

Uber Gleichung (7.3) koénnen wir einen Zusammenhang mit der Thermodyna-
mik herstellen und das groflkanonische Potential bestimmen,

1 Vv P al bez
TR < PR I 2T
Die mittlere Teilchenzahl ist
N v v
_ _ a
N = 8u 5 Z g 8u /\3 = ;Kbgz & also z::%gz (7.16)

wobei v = V/N das spezifische Volumen ist. Diese Entwicklung in z*, auch un-
ter dem Namen Cluster- oder Mayer-Entwicklung bekannt, kann dazu dienen,
aus den Clustersummen die Virialkoeffizienten a,(T) in der Entwicklung der
Zustandsgleichung in Potenzen von A3 /v,

kBTzi (A> TS i (A> (7.17)

zu bestimmen, wobel a; das ideale Gasverhalten beschreibt. Das Einsetzen
von Gleichung (7.16) und der Vergleich mit Gleichung (7.15) liefert a3 = 1,

5 = —by und a3 = —2b3 + 4by2. Die Koeffizienten a, und a3 lassen sich nun

experimentell bestimmen, womit auch die Clustersummen b; und b3 experimen-
tell bestimmbar sind. Anhand der Clustersumme by wollen wir uns uberlegen,
welche Aussagen tuber die Wechselwirkung zu machen sind. Es ist

1
2A3V

- 1 >
/(e—ﬁap(ql—qg) . 1)d3qld3C]2 — W (e—ﬁ@(‘l) _ 1)d3q.

bz —
Ist die potentielle Energie ¢ fiir bestimmte Bereiche von ¢ negativ, die Wechsel-
wirkung also teilweise attraktiv, und ist zusatzlich 8 grof}, so wird der Integrand
uber weite Bereiche des Raumes positiv sein und somit auch das Integral. Kenn-
zeichen einer solchen Wechselwirkung ist also, dafl die Clustersumme by fiir sin-
kende Temperaturen von einem negativen Wert zu einem positiven tubergeht,
wahrend sie fur eine rein repulsive Wechselwirkung negativ bleibt.
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III. Quantenstatistik

Obwohl es sich bei thermodynamischen Systemen stets um makroskopische Sy-
steme handelt, mufl auch die Quantenmechanik hier bertuicksichtigt werden. Die
Einsicht in diese Tatsache gelingt am besten anhand eines Paradoxons. Wie
in Kapitel 5.3.1 bereits angesprochen wurde, liefert der Gleichverteilungssatz
fur jeden Freiheitsgrad eines Molektils einen Beitrag %kB zur Warmekapazitat.
Fur ein zwelatomiges Molekilgas mit harmonischer Kopplung ergibt sich da-
her die spezifische Warmekapazitat ¢y = %kB. Zerlegt man nun in Gedanken
Jjede Kopplung in zwei einzelne mit doppelter Starke und setzt dieses Verfahren
fort, so wiirde die Warmekapazitat gegen Unendlich streben. Da dies nicht sein
kann, muf} der klassische Ansatz hier offensichtlich versagen. Die Quantenme-
chanik weist im Gegensatz dazu jedem harmonischen Oszillationsfreiheitsgrad
einen Energiewert kpT zu. Ist dieser Wert grofl gegentiber dem Quantum hw,
so kann klassisch gerechnet werden, im anderen Fall hilft nur die Quantenme-
chanik weiter.

8. Begriffe aus der Quantenmechanik

Zu Beginn des dritten groflen Abschnittes wollen wir Begriffe aus der Quan-
tenmechanik einfuhren, die im Folgenden Verwendung finden. Ausgangspunkt
ist die Wellenfunktion fir ein einzelnes Teilchen, i (x) := 1({,0,t). Diese
Wellenfunktionen sind Elemente eines Hilbertraumes Hy, auf dem ein Skalar-
produkt

(p1]t1) := j@f(w)@bl(w)dw = Z/@T(Cﬁ o, t)1(q,0.t)d’g (8.1)

definiert ist. Zu zwel Teilchen existiert gleichermaflen eine Wellenfunktion
g (21, 22) und ein Skalarprodukt

(2] t2) = j99;(51?1751?2)%/)2(51?1,:1?2)6111?1651?2 (8.2)

auf dem Hilbertraum H;. Im Sinne dieser Konstruktion konnen die Wellen-
funktionen fur n Teilchen zu einem Hilbertraum H,, zusammengefaf}t werden.
Diese einzelnen Hilbertraumkonstruktionen machen in dem Moment keinen
Sinn mehr, in dem die Teilchenzahl veranderlich ist, wie wir es bereits beim
grofkanonischen Ensemble erlebt haben. Daher sollen die Hilbertraume zu
einem einzigen Hilbertraum, dem Produkt- oder Fockraum

H:=HooH 0H, @ ©H, - (8.3)

mit Skalarprodukt

(el o) :="> {@nlton) (8.4)

7
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zusammengefafit werden. Dabel ist IHgp isomorph zu den komplexen Zahlen, d.h.
(po| o) = @§o. Die Wellenfunktionen |¢) = |tg,t1,¢2,... ) sind unend-
lichdimensionale Vektoren. Zustande mit definiter Teilchenzahl n beschreibt
man im Fockraum IH durch die Menge aller ,linear abhangigen® Vektoren
|0,0,...,%,,0,... ). Die Norm ist auf dem Fockraum wie in jedem einzel-
nen Hilbertraum tber das Skalarprodukt definiert,

[loM)] = V(ele). (8.5)

Mit der Existenz einer Basis {|v),} ist schlieBlich die Konstruktion eines
vollstandigen Orthonormalsystems moglich. Die Orthonormalitat driickt sich

durch die Eigenschaft
<77Z)u| 77Z)I/> - 5uu (86)

aus, wahrend die Vollstandigkeit bedeutet, dafl sich jede Wellenfunktion des
Fockraumes in dieses System entwickeln lafit,

EDIALNE (8.7)

v

wobel man von der Entwicklung verlangt, dafl sie der Norm nach konvergiert,

7

lim [[[¢) =D an| v = 0. (8.8)

v=0

Unter Verwendung der Orthonormalitat kann man die Koeffizienten dieser Ent-
wicklung als a, = (¥, ¢) bestimmen, und eingesetzt ergibt sich

9y =D 1wl ) = (3 1)l ) ), (8.9)

wobei (1, | als lineare Abbildung vom Hilbertraum H auf die komplexen Zahlen

auffat werden kann. Der Ausdruck ) [v,)(¢,| wirkt wie jedes beliebige
dyadische Produkt |¢)(¢| als Operator auf die Elemente des Hilbertraums. In
diesem Fall handelt es sich speziell um den identischen oder Finsoperator.

8.1 Der Dichteoperator

Statt des orthonormalen Systems betrachten wir allgemeiner ein System von
normierten Zustinden | k), die ein vollstdndiges Orthogonalsystem darstellen
konnen, dies aber nicht mussen. Das physikalische System sei mit der Wahr-
scheinlichkeit Wy im Zustand | k), und flir diese Wahrscheinlichkeiten gilt

Wi>0 und Y Wi=1 (8.10)
k

~

Der Erwartungswert eines Operators A setzt sich gemaf

(A) = Wi(k|Alk) (8.11)
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aus den Erwartungswerten (k|A|k) := (k| Ak) = (AT|E) in den jeweiligen
Zustanden k zusammen. Schieben wir den eben konstruierten Einsoperator
ein, so ergibt sich

D) =N Wikl Al ) (o[ k) = 3 (| Wi (k|A] ) =

=D (ulpAl ) = Sp(pA), (8.12)

wobel wir den Dichteoperator

po= Y | k)Wlkl, (8.13)

k

auch unter dem Namen Dichtematriz bekannt, eingefiihrt haben. Dieser Ope-
rator hat die folgenden Eigenschaften:

1. Der Dichteoperator ist normiert:

Spp=> (bulplvn) =D (bul )Wilk|v,) =

v k,v

—ZWk k) (u| k) = ZWk k|1 k) = ZWk—l-

k,v

2. Der Dichteoperator ist hermitesch:
~ T * ~
= (IR wakl) =Y IRWEE = D 1 Wilk] = 5.

k k

3. Der Dichteoperator ist positiv semidefinit:

Wlple) = > @Ik Welk|v) =3 ||| k)] "Wy > 0.

k

Als nachstes betrachten wir ein System, das in zwei Teilsysteme I und I zerfalle,
wobei das Teilsystem I durch die vollstandige Orthonormalbasis {| k) } und das
Teilsystem IT durch die vollstandige Orthonormalbasis {| /) } beschrieben werde.
Das Gesamtsystem wird damit durch eine Produktbasis {|k,1)} auszudriicken
sein, wobei sich jeder Zustand des Gesamtsystems in diese Basis entwickeln

148t,
&) = anlk,1).

k1l

Observablen, die nur flir das eine der Teilsysteme (z.B. Teilsystem I) Giiltigkeit
haben, entsprechen Operatoren, die nur auf die zugehorige Orthonormalbasis
wirken. Daher gilt fur den Erwartungswert eines solchen Operators A

WIAl) = apapr(RIAIK)IT) = ajjar(kAJE).

kLK U kK
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Definiert man die ﬁbergangswahrscheinlichkeit Wik = Y, a50k01, so ergibt
sich durch Einschiebung eines Einsoperators, der aus der vollstandigen Ortho-
normalbasis des Gesamtsystems gebildet wird,

(WIA1) =Y Windk|AIK) =Y Wi Y (kA]¢) (| K) =

kK kK v

= SN W K WAl 6,) = 3w |pA] 64) = Sp(pA).

v kk' v

p = | E)YWii(k| ist also eine Dichtematrix.

8.2 Operatoren und Eigensysteme

Wie wir soeben gesehen haben, kann es Operatoren geben, die nur auf einen
Teilraum des Fockraumes wirken, beispielsweise auf den Faktor eines Produkt-
raumes. Andere haben auf jedem Faktor eine andere Gestalt. So definiert man
einen Hamailtonoperator H auf dem Fockraum gemaf

7:[|;/)> = |7:[077/J0,7:[177/J1,7:[277/)2,...,7:[,177/)”,... >, (8,14)

wobei die einzelnen Hamiltonoperatoren beispielsweise folgende Gestalt besit-
zen konnen:

. . -
HO = 0, Hl - - VZ + V((jvo-)v
2m
. R: R -
HZZ— v%_ vg+v(6717q_)270-170-2)7
2my 2mo

Fiir den Teilchenzahloperator N gilt

N|¢>:|0¢071¢172¢277n¢n7> (815)

Zu diesem Operator ist die Fockraumbasis mit jeweils definiter Teilchenzahl
klarerweise ein Eigensystem. Doch auch das umgekehrte gilt: Ist A ein her-
mitescher Operator, so 1a8t sich ein System von Eigenzustdnden |i) zur Ei-
genwertgleichung A|7) = a;|4) finden, welches vollstandig und orthonormal ist.
Durch Multiplikation der Eigenwertgleichung mit (i| von rechts und Summation
uber ¢ ergibt sich

A= Z|i>ai<i|. (8.16)

Man spricht hier von der Orthogonaldarstellung des Operators. Liegt ein solches
Eigensystem vor, so lassen sich allgemein komplexwertige Funktionen dieses
Operators definieren,

FA) =) i) f(ai) (il (8.17)
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Diese Konstruktion ist moglich, da sich Potenzen des Operators auf die Eigen-
werte tibertragen,

A= Alaiil =) aili)ailil =) |i)aiil,

AP =3 Aliyai (i) =) ailiai (i) = ) |0)ai(il,
und sich damit f(A) => . cn A" auf fla;) = >, cnal tUbertragt. f(A) kon-
vergiert, wenn f(q;) fiir alle Eigenwerte a; konvergiert. Als Gegenbeispiel sei
hier exp(ﬂ:[t/h) genannt. Dieser Operator braucht nicht zu konvergieren, da
die Eigenwerte des Hamiltonoperators im allgemeinen nicht nach oben hin be-
schrankt sind. Im Fall des Dichteoperators p, auf den wir an dieser Stelle
zuriickkommen, spricht man bei den Zusténden |7) von reinen Zustinden. Es
ist p; > 0 und ). p; = 1, daher koénnen die Eigenwerte p; ebenfalls als Wahr-
scheinlichkeiten angesehen werden.

8.3 Die Entropie

Wir definieren die Entropie an dieser Stelle neu als

Si=kp» pilnpi =Y (ilplnp|d), (8.18)

7

wobei p; die Eigenwerte des Dichteoperators p zur Eigenfunktion |i) seien.
U'bertragen wir die beiden vorangegangenen Kapitel auf die quantenmechani-
sche Betrachtungsweise, wo erhalten wir die kanonische bzw. groflkanonische
Verteilung bei Maximierung von S unter den drei gemeinsamen Nebenbedin-
gungen

pi>0, > pi=1, (H)=E

und der unterscheidenden Nebenbedingung

N = Ny (kanonisch) bzw. <N> = Ny (grofkanonisch) mit Ny = konstant.
Der einzige Unterschied zwischen den beiden Ensembles ist lediglich der Hil-
bertraum, in dem man arbeitet. Beim kanonischen Ensemble ist dies ein Hil-
bertraum mit fester Teilchenzahl, beim groflkanonischen Ensemble dagegen der
Fockraum. Dieser Unterschied driickt sich in der Losung des Extremalproblems
fur den Dichteoperator aus. Fur die kanonische Dichteverteilung erhalt man

1

=5 exp(—f#H) mit Q= Sp(exp(—pH)), (8.19)
fur die grofikanonische Dichteverteilung dagegen
.1 ~ - . . .
p=zoxp(=f(H —pN)) mit 2 = Splexp(=F(H — uN))) (8.20)

(Beachte: exp(/l + B) = exp(}i) exp(B) gilt nur fir [A,B] = 0). Man kann
auch noch weitere Nebenbedingungen der Form () = x¢ vorgeben. Dann ist,
selbst wenn & nicht mit H, N und weiteren Summanden vertauscht, dennoch

p~ exp(=p(H — puN = Ai)).
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8.4 Eindeutigkeitsbeweis und Jensensche Ungleichung

Der Nachweis dariber, dafl die gefundene Verteilung tatsachlich die gesuchte
ist, soll hier fur die kanonische Verteilung gefithrt werden. Dazu konstruieren
wir eine andere Verteilung p’, die ebenfalls die Nebenbedingungen erfiillt, und
zeigen, dafl die Entropie fur diese Verteilungsfunktion kleiner ist. Um diesen
Nachweis fuhren zu konnen, benutzen wir die Jensensche Ungleichung

(g(f(x))) = g((f(x))), (8.21)

die fiir alle konvexen Funktionen ¢ (d.h. ¢" > 0) und klassische Mittelwerte
erfullt ist. Diese Ungleichung soll an dieser Stelle bewiesen werden. Dazu
entwickeln wir die Funktion ¢(y) um die Stelle yo,

1

9(y) = g(yo) + (v —y0)g'(vo) + 5

5 (U = v0)%g" ()

mit n € [y,y0]. Wegen ¢"”(n) > 0 kénnen wir diese Reihe abschéitzen, indem
wir den letzten Summanden fortlassen. Setzen wir y = f(x) und yo = (f(2)),
so ergibt sich

g(f(x)) 2 g((f(x)) + (f(x) = (f2)))g'((f(x))) =
(g(f(2) = g({f(2)) + ({(f(2)) = F@N({(f(2)) = g({f(2)))-

Wir wahlen nun p’' = exp(—ﬁ”;’:[’)/Q’ mit Q' = Sp(exp(—ﬁﬁ’)) und berechnen

zunéchst die bisherige Zustandssumme, ausgedriickt in Bigenzustinden von H/,
Q = Sp(exp(=4H)) = Y ('] exp(=H)| ') =
d)/

_ZZ¢|¢exp( BH) (] ¢) ZZWW exp(—BEy).

Die Gewichte sind klassische Wahrscheinlichkeiten, denn es ist [(¢/[4)]* > 0

und
ST =D W )]y = (¢ = 1
Y Y

Damit ist die Jensensche Ungleichung anwendbar, denn ¢(y) = exp(y) ist eine
konvexe Funktion. Es ergibt sich

Q=) (exp(—BEy)) =
"

> exp(—B(Ey) = > exp(—8 > ([ )Ey(]¢) =
Y Y P

= exp(—BW[HIY)) =Y exp(—B [H + H —H|) =
Y Y

=Y exp(—BEy ) exp(—B('[H — H'|')).
w/
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py = exp(—[Ey)/Q ist der Eigenwert von p’ zum Eigenverktor |¢’) und

damit ebenfalls eine klassische Verteilung. Damit kann erneut die Jensensche
Ungleichung verwendet werden. Es ergibt sich

Q>Q ) pyexp(—p|H—H ) =

~
> Q' exp(—8 Y puw (V'[H —H'|) = Qexp(=B((H) — (H')')) mit
~
L= pur (B [H|¢') = Sp(p'H).
~

Mit (H) — TS = A= —kgTInQ (vgl. Gleichung (6.8)) ergibt sich
(H) =TS < (HY =TS+ (HY —(H) = (H) -TS".

Da jedoch auch p nach Voraussetzung die Nebenbedingungen erfullt, ist <7:[>’ =
<7:[> = F und damit S > §’, was die Behauptung beweist. Zu beachten ist,
dal das Gleichheitszeichen in letzterer Beziehung immer dann gilt, wenn es
auch in Gleichung (8.21) gegeben ist, d.h. fiir ((f(z) — (f(z)))*) = 0. Damit
dies erfullt ist, mufl die Funktion dort konstant bleiben, wo p nicht verschwin-
det. Fir das erste Ungleichheitszeichen heifit das, dal exp(—FEy) tiberall dort
konstant zu sein hat, wo die |(¢/'|1)|? nicht verschwindet, wihrend fiir den
zweiten Fall <¢’|7:[ — 7:[’| ') konstant sein muf, d.h. H' und H sich lediglich
um eine Konstante unterscheiden durfen. Bis auf diese Einschrankungen ist
die Verteilungsfunktion p somit auch eindeutig definiert.

8.5 Bewegungsgleichungen

Die Zeitabhéngigkeit der Dichtematrix p = > |k)Wi (k| ist durch die Zeit-
abhéngigkeit der Zusténde | k) gegeben, die der Schréodingergleichung gentigen,

0 1~
o F(0)) = - HIE()). (8.22)

Da H hermitsch ist, gilt gleichermafen

0 1 .
57 R = ——(k()]H.

Damit 1st mit

(T,
1

- - zk: (FLRYWth] — | KW (k| )
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die zeitliche Anderung der Dichtematrix durch die von Neumannsche Gleichung

0p 1 -
— = —|H,p 8.23
5 = P (8.23)
gegeben. Doch wie éndert sich damit der Erwartungswert eines beliebigen
Operators A? Unter Ausnutzung der Tatsache, dafl die Spur zyklisch invariant
ist, ergibt sich fiir den Erwartungswert eines selbst zeitunabhangigen Operators

d . p - 1o 1 .
o {4) =5p (EA> = Sp (g[%p]fo == <Sp(H,0A) - Sp(/)HA)> =
1

1 ~ AT 97 A J—
— — (Sp(pAR) — Sp(pHA)) =
und damit die Heisenbergsche Bewegqungsgleichung

d, . 1~ -
) = =LA, (5.24)

(Achtung: beachte das im Vergleich mit der von Neumannschen Gleichung
geanderte Vorzeichen bei gleichzeitiger Ersetzung der partiellen durch die totale

Ableitung!)

8.6 Wechselwirkungsfreie Teilchen

Der Hamiltonoperator eines Teilchens ist gegeben als

hZ

h = —%62 FUF) mit oy (F) = £,10, (7). (8.25)

Fur mehrere nicht miteinander wechselwirkende Teilchen ergibt sich

=Y h =Y <_2h—;€§ i U@) it

?

Hp (71,7, ooy Tn) = E(F1, T2, o0 ). (8.26)

Ist das Eigenwertproblem fur jedes einzelne Teilchen gelost, so kann die Vielteil-
chenwellenfunktion als Produkt dieser Einteilchenwellenfunktionen geschrieben
werden, es ergibt sich daraus der Eigenwert E = ). &;. Quantenmechanisch
muf jedoch die Wellenfunktion der Tatsache Rechnung tragen, dafl ein Aus-
tausch zweier nicht unterscheidbarer Teilchen dieselbe physikalische Situation
beschreibt. Fur zwei Teilchen heifit das beispielsweise, dafl sowohl das Produkt
1 (71 )12 () als auch das Produkt ¢ (7)1 (1) die Energie E = e + &5 liefert.
Der Austausch der beiden Teilchen geschieht mit Hilfe des Transpositionsope-
rators T, welcher sehr wohl die Phase der Wellenfunktion, nicht aber deren
physikalischen Inhalt &ndern kann, 7| ) = e®|1)). Vertauscht man dariiber
hinaus zwei Teilchen zweimal hintereinander, so mufl sich die ursprungliche
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Wellenfunktion ergeben, T(T| P)) = e2%|) = | ) und damit ¥ = £1. Ei-

genzustande zum Transpositionsoperator sind also

1 (71)2(72) + 2 (7)1 (F2)  zum Eigenwert e'? = +1 (Bosonen)
1 (71 )b (Py) — o (71 )11 (72)  zum Eigenwert €' = —1 (Fermionen)

Die beiden Wellenfunktionen werden als Boson- bzw. Fermioneigenfunktion
bezeichnet. Man kann zeigen, dafl der Phasenraumfaktor bei einem Produkt
aus mehr als zwei Einteilchenwellenfunktionen fur alle Transpositionen derselbe
sein muf}. Im allgemeinen Fall sind die Fermioneigenfunktionen Determinanten,
sogenannte Slaterdeterminanten.

8.7 Besetzungszahldarstellung

Da die Fermioneigenfunktion antimetrisch beztiglich des Austauschs zweier
Teilchen ist, kann in ithren Summanden die einzelne Einteilchenwellenfunktion
nicht als mehrfacher Faktor auftreten. Dies ist jedoch bei der Bosoneigenfunk-
tion moglich und erlaubt im Gegenzug die Angabe, wieviele Teilchen sich im
Zustand v; befinden. Diese Angabe einer Zahl n; fir jeden Zustand ; be-
schreibt die Eigenfunktion eindeutig. Sie wird als Besetzungszahldarstellung
bezeichnet. Im Fall der Fermioneigenfunktion konnen die Zahlen n; lediglich
die Werte 0 und 1, im Fall der Bosoneigenfunktion dagegen alle natirlichen
Zahlen annehmen. Gesamtteilchenzahl und Gesamtenergie sind gegeben durch

N:Zni und E:Zasmi,

wobel 1 ein vollstandiges System von Einteilchenzustanden durchnumeriert.
Wiéhrend die kanonische Zustandssumme

QN = Z dsin;, N exp(—0 Zefmi)
{ni} i

aufgrund des Kroneckerschen Deltas schlecht zu berechnen ist, ertubrigt sich
dieses Problem fur die groflkanonische Zustandssumme. Hier ergibt sich

Z = Sp(exp(—ﬁ(?fl — MN)) = Z exp(— 2(51 —p)n;) =
{ni} :

= 3 [Teso(=ste = om) = JTD ex(=s(e: =),

{ni} @

Aufgrund der unterschiedlichen Werte, die n annehmen kann, gilt

Z = H <1 + exp(—p(e; — /,L)> fiir Fermionen und (8.27)

. 1 )
Z = H Zexp(—ﬁ(ei —p)) = H T~ exp(—B(: — 1)) fiir Bosonen.

t n=0 7
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Damit die groflkanonische Zustandssumme fir Bosonen tuberhaupt existiert,
muf hier ¢; > p sein. Das grofikanonische Potential @ = —kpTIn Z (vgl.
Gleichung (7.3)) ergibt sich als

—kBTZln(l + exp(—pB(e; —p))) flir Fermionen,

Q= (8.28)
kBTZ In(1 —exp(—f(e; — p))) fiir Bosonen.

Der Mittelwert der Besetzungszahlen berechnet sich schlielich tiber den Dich-
teoperator p = exp(—F(H — uN))/Z als

1 1 0Z 1 0 of)
== - i— )= ——s o—=———InZ=_—
(ng) Z {z:} ng exp( ﬁz;(s pn;) 3Z 05, 3 9o n o,

und damit

(ne) = —: flex — 1) (8.20)

fiir Fermionen und

1
(ng) = xp(Fer — ) =1 =:b(ey — ) (8.30)

fiir Bosonen. Die Fermifunktion f(¢) und die Bosefunktion g(¢) sind in Ab-
bildung 8.1 dargestellt, es gilt stets f(c) < b(¢). Klassisch ergab sich die
Boltzmannverteilung exp(—/3¢), die zwischen beiden liegt.

<n I>
Boltzmannverteilung Bosefunktion
b(e)
1
AN
Fermifunktion f (g) 1/2

Abb. 8.1 Fermifunktion, Bosefunktion und Boltzmannverteilung im Vergleich
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In diesem Kapitel wenden wir uns zunéchst den Fermionen zu. Ihre Beset-
zungszahlverteilung ist, wie wir eben gesehen haben, durch die Fermifunktion
f(e) bestimmt. Im Zuge der Integration dieser Funktion wird eine Klasse von
halbzahligen polylogarithmischen Funktionen benotigt, die sich zunachst einmal

als Potenzreihen schreiben lassen,

n 1 |
Li,(z) := Z 2 mit Li(2) = ;Li,,_l(z) und Li, (1 Z i

nv
n=1

—_

3

wobei ((v) die Riemannsche Zetafunktion ist,

C(3/2) =2.612... ((5/2)=1342... ((2)=" ((4)=—=—.

Der Konvergenzradius der Potenzreihe ergibt sich als

. ‘(n—l—l)”
r, = lim
n— 0o n

=1.

(9.1)

Aufgrund der zweiten in Gleichung (9.1) dargestellten Beziehung kénnen die
polylogarithmischen Funktionen durch Ableitung ineinander tiberfithrt werden.
Dies hat zur Konsequenz, dafl sie mit abnehmendem Wert von v an der Stelle

z = 1 immer unstetiger werden.

- Fiir Lis/5(2) sind Funktion und Ableitung bei z = 1 stetig.
- Fiir Lig/5(2) ist nur noch die Funktion bei z = 1 stetig.
- Lijj3(2) ist an der Stelle z = 1 unstetig.

In unserem Fall ergeben sich die polylogarithmischen Funktionen aus den fol-

genden Integralen:

L et e e g e S

Oo—nx - n]'
:\/—Egzn/oe dl’:—ﬂ_ZZ 5\/;22711/2—];11/2( )7

n=1 n=1 n=1
> zdr > > 2
> —z" 2] S
:2Z<2n>{e }0 :Z;:—ln(l—z):Lll(z),
n=1 n=1
4 < 2dr 4 & >, 2
T _ — n na” g —
ﬁ/o e? -1 1 \/FZZ/O:E@ ¢

(9.3)

(9.4)
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/Ooox2 i @d:ﬂ = (9.5)

4 X 9 a2 > oan [ na? = un .

9.1 Das Modell freier Fermionen

Als Fermionen sollen uns hier die Elektronen in einem Festkorper dienen. Die-
ser Festkorper sei quaderformig mit Kantenldngen L., L, und L. und schliefle
die Elektronenzustande vollstandig ein, die sich im Innenraum jedoch kraftefrei
bewegen konnen. Als Wellenfunktion ergibt sich dann eine stehende Welle,

ngT

Y~ sin(kyx)sin(kyy)sin(k.z) mit k; = 7

wobel n; eine ganze Zahl ist. Die Energie jedes einzelnen Elektrons in einem
auleren Magnetfeld B ist gegeben als

- h2k?
e(k,0) = 5— — gnoB,

wobel g = 2 das gyromagnetische Verhaltnis und o = :I:% der Elektronenspin
ist. Bei der Berechnung des grofikanonischen Potentials wird tuber die verschie-
denen Zustande summiert, also tiber solche, die sich in Spin und Wellenvektor
unterscheiden. Dabel ist bei der Summation tber den Wellenvektor Vorsicht
geboten, denn zwei stehende Wellen, die sich lediglich um das Vorzeichen ei-
ner oder mehrerer der Wellenvektorkomponenten unterscheiden, sind identisch.
Soll iiber ganze Zahlen n; summiert werden, so ist also pro Dimension ein Fak-
tor 1/2 einzufiigen. Bei ausgeschaltetem Magnetfeld liefert die Summe tiber
die Spinzustande einen Faktor 2, es ergibt sich damit

Q= —kBTZln <1 + exp(—p(e; — /,L))> =

_ _szTé 3 In (1 —|—exp<—ﬁ<h22:: (Z—;; + L—% + %) —u>>>.

z
g

Lassen wir die Kantenlangen wachsen, so wird das grofkanonische Potential als
extensive Grofle proportional zum Volumen zunehmen. Daher ist es sinnvoll, im
Grenzfall unendlicher Kantenldnge die Groie /V zu verwenden. Die Summe
uber die ganzen Zahlen n; lassen wir in eine Summe tiber die Wellenzahlen £,
ubergehen, wobei die Differenz zwischen aufeinanderfolgenden Werten mit der
Kantenlange tuber

vis Ak; 1
L, © 2w 2,
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in Beziehung steht. Mit V = L, L, L. ergibt sich dann

iU

2
— (o (- (L 1) -

- _szTZ Ak Ak Ak In <1+exp (—ﬁ(h;:? —/~L>>>
{k:}

und im Grenzfall L; — oo, also Ak; — 0,

%: —ZkBT/(;ZSTl;ln <1 +exp<—ﬁ<h22:_;2 —/,L>>>. (9.6)

Aus dem groflkanonischen Potential 148t sich mittels N = —9Q/du die Teil-
chenzahl N, aus Q/V folglich die Teilchendichte

1 N 2 /9 d3k Bexp(=ple(k) =) _
v Vo 6M<V> ﬂ/ P14 exp(=B(e(k) — 1))

a3k
— - 7
2/ (27)? expw(e(k)—u))—l 87)

bestimmen. Eine Ahnlichkeit des Integranden mit der Fermifunktion f aus
Gleichung (8.29) ist nicht zu tibersehen.

9.1.1 Die Temperaturabhangigkeit des chemischen Potentials

Die thermische Ausdehnung eines Festkorpers wird von den Atomen, nicht je-
doch von den in ihm enthaltenen freien Elektronen mitgemacht. Wir konnen
daher sagen, daf} die soeben berechnete Teilchendichte 1/v von der Temperatur
unabhéngig ist. Damit liefert Gleichung (9.7) aber eine implizite Gleichung fiir
die Temperaturabhéangigkeit des chemischen Potentials . Diese soll in diesem
Unterabschnitt gelost werden. Fur T' = 0, also f = oo, ist das Integral ein-
fach auszufihren, da der Integrand hier die Stufenfunktion darstellt, die nur
fur 5(12) < p den Beitrag 1 liefert und sonst verschwindet. Wir definieren die
Fermienergie cp = p(T = 0) als das chemische Potential am absoluten Tempe-
raturnullpunkt. Da die Energie im Fall der freien Fermionen nur vom Betrag
des Wellenvektors abhangt, konnen wir die zugehorige Fermiwellenzahl kp tber

2m€F

e(kp) =cp = kb= P

(9.8)

definieren. Das Integral lauft daher nur bis |k| = kp und liefert

1 2/ Pk 1 < /’“F k2dk k3
- = = = 8T = —,
v (27)* exp(B(e(k) —cp)) + 1 o (2m)* 3
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also k% = 37% /v und

2m 2m v

h2k2 hz 2 2/3
w(T=0)=cp = L <3L> =: kgTy (9.9)

mit der Fermitemperatur Tr. Auch fur endliche Temperaturen konnen wir das
dreidimensionale Integral durch Einfugen von

+oo
1:/ S(e —en)de,  ex = =(|R))

— 0

in ein eindimensionales Integral verwandeln,
T Bk (e —ep)de
1 2/ / e = (9.10)

4’k o0 N(e)de
/_oo eﬁ<€—“>+1/(2w>3 (€~ e) /_oo efle=m +1

Dabei haben wir im letzten Schritt die Einteilchenzustandsdichte

N{(e) ::/%5(5—5@ (9.11)

(N(e) = +>.,0(s — ¢;) fiir diskrete Quantenzahlen i) eingefithrt. Lediglich
uber diese Funktion ist das Integral von der speziellen Energieformel abhangig.
Wir werden diese Unabhéangigkeit nicht dadurch zunichte machen, daff wir
diese Funktion nun explizit bestimmen. Stattdessen entwickeln wir sie in eine
Potenzreihe. Dies scheint allerdings zunachst nicht hilfreich zu sein, da der
verbleibende Integrand fur ¢ < p gegen 1 lauft, die Potenzreihe also beliebig
genau bestimmt werden mufite. Hier hilft jedoch eine Ableitung, denn

g 1 - ﬁeﬁ(e—u) B -3
Oe \eble=mw) 1) (efle=m) 4 1)2 B 4cosh2(%ﬁ(€ —u))

besitzt bei ¢ = p einen mehr oder weniger ausgepragten ,Peak® und flacht
ansonsten schnell ab. Nach partieller Integration

1] 2M(e) r“’ M(e)de
v [eﬁ(s W41 + ﬁ/ coshz(%ﬁ( —u))

= / N(")de' (9.12)

um ¢ = p entwickeln, der Randterm verschwindet an der unteren Grenze auf-
grund der Definition dieser Stammfunktion, an der oberen Grenze aufgrund des

lafit sich die Stammfunktion
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Nennerausdrucks, wobei der Zahler endlich bleiben muf}, da ansonsten auch das
sich ergebende Integral nicht definiert ware. Mit der Substitution = %[3(5—/1)
ergibt sich

—ﬂ/ M(e)de oo M(p+ 22kpT)dx
o cosh2 Ble —p)) oo cosh? z '

M(p + 22kpT) 1aBt sich nun um ¢ = y, also um = = 0 entwickeln,

M(p +2xkpT) = M(p) +22kpTM' (1) + = (2xckgT)* M" (1) +

L]
2

1 1
—|—6(2:1;kBT)3M(3)( ) + —4(2:1;kBT)4M(4)(/,L)—|—

Setzt man dies in das Integral ein, so zerfallt es entsprechend der Potenzreihen-
entwickung in einzelne Integrale,

1 1
= = M(p)Io + 2kpTM (u )11 + 5 (2kpT) M () +

v

+ é(QkBT)?)M(?))( I+ o (2k TY M@ (T, + ...

mit
2 fuirn =0
too eny 0 fur n ungerade
I = / e 3 . & (9.13)
—co cosh”z 2—n (4 — 2—n> ((n) fiir n > 2 gerade
((n) ist die bereits zu Beginn des Kapitels erw&hnte Riemannsche Zetafunktion.
Es ergibt sich also I = I3 = ... = 0 und
n? 21 Tt
=2, L=(2)=—, IL=— = —
0 ) 2 C( ) G ) 4 4 C( ) 1207 )
somit
l—2M( )+—2(2k TPM" (1) + soz= LS (2kpT)* M™ (1) +
v 2" T 9880

Nachdem wir diese formale Integration mittels der Reihenentwicklung vollzogen
haben, ist es nun an der Zeit, die Einteilchenzustandsdichte zu berechnen, sie
ergibt sich im Fall des freien Fermions zu

N(e) = / (;i’; 5(e — ) = (;T”)?)/Oooa <5_ h;f) K2dk =

1 /2m\%/? [ 1 /2m)\>*/?
= H (?) /0 5(5 —5/)\/§d€/ = H (h—2> 9(5)\/g7
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wobei die Substitution ¢’ = h*k?/2m Verwendung fand. Es ergibt sich weiter

: 1 /2m\*? [f 1 /2m)\>/?
M(f‘:) = /_Oo N(f‘:/)df‘:/ = H (h—2> /0 \/2’5—/d€/ = 6? (h—2> 53/27

folglich

" / 1 2m * —1/2
M (g)ZN(g):S? h—z & und

3/2
7

Ersetzen wir schliefilich die Teilchendichte gemafl Gleichung (9.9) durch
11 <2m>3/2 (0
— =32\ 72 H )
v 3n2 \ p2

so erhalten wir

72 _ Tt _
M(0)3/2 = /~L3/2 + g(kBT)z/gL 1/2 + @(kBT)4M 5/2 4+ ..., (914)

Diese Gleichung bestimmt implizit die Temperaturabhangigkeit des chemischen
Potentials. Um sie explizit zu machen, verwenden wir den Ansatz

W(T) = (1 -+ ax(kpT)? + s (ks T u(0).
Aus ihm ergibt sich durch Entwicklung bis zur Ordnung (KpT)*

W) 2 (14 SaalhnT) + koD + kD) ) u0)*,

2 2

T _ T 1 _
T TP u(D) 2 ) (1 GoalbaT) ) (o),
7 4 7 4

g kBT (D)™~ o (kpT) (0) 72,

Durch Einsetzen in Gleichung (9.14) und Koeffizientenvergleich beziiglich Po-
tenzen von T ergibt sich eine Bestimmung der Parameter oy und ay,

3 72 _
p(0)2 = (02, 0= Sanp(0)* + -p(0)712,
3 3 Trt

71_2

_2 3/2 | 2 2 3/2 T —1/2 T —5/2
also
2
g = —E/,L(O)_2 und
2 4
g T gy AT _4
oy = —ag + oreap(0)7 + oo n(0)

t t Tt T
_{_ _ 4= _"_ 0%
( 144 288 960) #(0) 530110
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und damit letztendlich

Mguz<L4g<%§2—§%<%§4+”.>Mm. (9.15)

Diese Entwicklung gilt verstandlicherweise besonders gut fiir Temperaturen,
die klein gegentiber der Fermitemperatur Tr sind. Wir werden diese Tieftem-
peraturnaherung fur das chemische Potential spater noch benutzen, um Groflen
wie Entropie und spezifische Warme zu bestimmen.

9.1.2 Die Temperaturabhangigkeit des groflkanonischen Potentials

Auch die Temperaturabhangigkeit des groflkanonischen Potentials 1ait sich be-
stimmen, wobei dies in drei verschiedenen Bereichen geschehen soll. Beginnen
wollen wir mit dem absoluten Temperaturnullpunkt. Dort springt der Inte-
grand von

Q d*k

v = —QkBT/ Wln(l + exp(—0B(ex — 1)) (9.16)
fur e > p auf Null, wahrend fur e < p die Exponentialfunktion im Argument
des Logarithmus dominiert. Es ergibt sich so

@_ 1 ﬂu+ (—B( )W%%i/ﬁ Ve2dk =
V - 7726 o n exp €k M 71_2 o €k H -
1 [ Rk R h2 kS 2 /2m\3/2
_ _ E2dk — — Fo_ = (22 5/2 (9.1
72 /0 < 2m 2m > 1572m 1572 < K2 > a (9.17)

Dieses Ergebnis birgt einen interessanten Aspekt. Aufgrund der thermodyna-
mische Relation ¢ = —pV stellt der Ausdruck in Gleichung (9.17) den Druck

des fermionischen Gases am absoluten Nullpunkt dar, der nicht verschwindet.

Gehen wir zu hoheren Temperaturen tiber, bei denen aber immer noch
eine Entwicklung der Energie um das chemische Potential herum sinnvoll er-
scheint, so gehen wir entsprechend wie im vorangegangenen Unterabschnitt
vor und fugen eine Eins ein, welche das Integrationsmafl auswechselt und die
ausgewechselte Integration iiber die Energie zur Einteilchenzustandsdichte zu-
sammenfigt. Wir erhalten so

Q _ _2 n e~ Ble—n)
v ﬁ/N(e)l (14 )de.

Eine Entwicklung der Einteilchenzustandsdichte um ¢ = p erscheint zunachst
wieder nicht sehr sinnvoll, da der verbleibende Integrand unpassend wichtet.
Auch eine partielle Integration auf

Q M(e)de
v eBle—n) 1
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fuhrt zunachst nicht zum Ziel. Erst die zweite partielle Integration

8 __ Qe)d= mi ) = ) g )de'
Vo 2ﬁ/4cosh2(%ﬂ(€—u)) beE: /_OOM( !

macht die Entwicklung von @(¢) sinnvoll. Die Substitution = #(¢ —p)/2 und
die Entwicklung

QU + 20k T) = Q(u) + 20k 5 TQ' (1) + 5(2h5T)Q" (1) + ...

ergeben

Q(p + 2¢kpT 2
P 2RI o) — T (kTN () + ..
cosh” x 12
Der fuhrende Term
" 2 2m 3/2
2000 =2 [ M =5 (5)

ist, wie zu erwarten, der bereits in (9.17) angegebene Term fiir T = 0. Insge-
samt ist also

QT (0 2

(V”“‘) - (V’”) . %(kBT)zN(/,L) +O(TH). (9.18)
Als letztes wenden wir uns dem Bereich hoher Temperaturen zu. Dort ersetzen
wir das chemische Potential als Parameter durch die bereits frither eingefiithrte

Fugazitit » = ¢’" und erhalten in Kugelkoordinaten

V:_ — /0 In(1 4 ze 7"k dk =
kBT 3/2 [ 2
= <ﬁh2> /0 In(1+ ze )xzd:z; =
QkBT 4 > 2kgT

=——3 \/—F i ln(l—l—ze_xQ):z;Zd:l;—

wobei wir die Substitution = = 1/3h%k2/2m und die thermische de Broglie-
Wellenlange

=5 Lisja(—2).  (9.19)

2rBh? | BR?

m 2mm

A=

verwendeten. Hier kommt die zu Beginn des Kapitels eingefiihrten polyloga-
rithmischen Funktionen zum Einsatz. Sie konnen fir hohe Temperaturen, also
fur z < 1, durch die dort angegebenen Potenzreihen ausgedriuckt werden, sind
aber auch ansonsten definiert. Die Teilchendichte erhédlt man durch Ableitung
des spezifischen grokanonischen Potentials nach dem chemischen Potential,
und damit nach der Ableitungsregel (9.1)

1 =2

b = g Haal=2)
Nimmt man wie zu Beginn des Kapitels angedeutet an, daf§ die Teilchendichte
nicht von der Temperatur abhangig ist, so kann man numerisch aus ihr z berech-
nen und dieses in Gleichung (9.19) einsetzen, um die Teilchenzahlabhangigkeit
des groflkanonischen Potentials zu bestimmen.
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9.1.3 Entropie und spezifische Warme

Ist das groflkanonische Potential erst einmal bestimmt, so 1lafit sich aus ithm die
Entropie und die spezifische Warme bestimmen. Dies wollen wir zum Abschlufl
dieses Abschnittes tun. Es ist

S 1 00

Vo Vot

0 /¢ 2
=) = g ING) £ 0T, (9.20)

Fir die Bestimmung der spezifischen Warme mtssen wir etwas in der Erinne-
rung (oder im Skript) kramen. Die erste T'dS-Gleichung (2.30) ergibt, da dS

ein totales Differential ist,

1 0s 1 Cy 0 <S> ‘
V,N

TV~ arlvn ¥ TV " aT\V

Hier muf} nicht das chemische Potential p, sondern die Teilchenzahl N konstant
bleiben. Das hatten wir aber bei der Berechnung von p(T') vorausgesetzt. Da
nun aber p von T abhangt, verwenden wir die Kettenregel und erhalten

1Cy /S _2/S o (S du
TV -~ a—T<v>V,N = a—T<v>N,V,N * @(V)umﬁ =
2 2 d
= Sm kN (1) + O(T?) + S7* k5 TN (1) 5 + O(T°) =

_ gﬁkgmu) L o(T?), (9.21)

wobei wir dy/dT = O(T) benutzten.
Ein letzter Nachsatz zu diesem Abschnitt: Man hétte auch die innere
Energie pro Volumen berechnen konnen,

u_ eN(gyde U, )
2/ A=) ¥ 1 7 (T'=0,p)+0(I7). (9.22)

v
Die Berticksichtigung der Temperaturabhangigkeit des chemischen Potentials
ist hier notwendig, wird aber haufig vergessen. Fur weitere Berechnungen von
spezifischen Warmen und Suszeptibilitaten verweise ich auf die Vorlesung zur
Festkorpertheorie im nachsten Semester bzw. auf das entsprechende Skript.

9.2 Weille Zwerge

Als Anwendung der Fermionentheorie soll ein Beispiel aus der Astrophysik be-
handelt werden, fur das der indische Physiker Chandrasekhar 1983 den No-
belpreis erhielt. Es handelt sich um die Beschreibung sogenannter weifler
Zwergsterne. Diese besitzen etwa die Masse der Sonne, sind aber sehr dicht
(p ~ 107g/cm®) und heifl (T ~ 107K). Sie bestehen vollstandig aus ionisier-
tem Helium (2n + 2p + 2¢). Da die Masse der Nukleonen m, ~ 1.67 - 107%g
ist, ergeben sich fur die Teilchendichten

1 1
<—> ~6-10°%cm™?, <—> ~3-10*%m™,
v/ {pn} e

v
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Der Weifle Zwergstern kann daher als Fermionisches Gas extrem hoher Dichte
angesehen werden. Um den Bereich der Thermodynamik auszuloten, in dem
dieses Gebilde zu betrachten ist, berechnen wir als charakteristische Groflen
iber Gleichung (9.9) die Fermi-Wellenzahl kp, die Fermi-Energie e und die

Fermitemperatur Tr,

372

kp = 4 2 ~45-10%em™!, Tp=-L ~9.10°K.
v kg
h2 k2
ep=—L ~1.2-107 &~ 1.5m.c>.
Me

Die Fermi-Temperatur tibersteigt die Temperatur des Sterns um einen Faktor
Tausend. Daher kann die Naherung T' ~ 0 verwendet werden. Andererseits
ubersteigt die Fermi-Energie die Ruheenergie der Elektronen, so dafl relativi-
stisch gerechnet werden muf. Die eigentliche Leistung Chandrasekhars war die
Berechnung des Sternradius, der sich aus dem Gleichgewicht des Elektronen-
drucks und der Gravitation ergab, wobei letztere vor allem von den Nukleonen
hervorgerufen wird. Wir wollen diese Rechnungen nachvollziehen und bestim-
men dazu zunachst die Energie der Elektronen pro Volumen,

E A3k hk
Ze_y L Jimec)? £ (hhe)? = =
¢ =2, Tomp VI 0 " e

:_/hwmcMH(m>dk: mzjc

— 2(m c2)<m c>/ de = :z:f::hkF

h MeC

= 2\/ 14+ 22 dz. (9.23)

F2h3

Das hier vorkommende, dimensionslose Integral kann nicht analytisch gelost
werden. Fur die zweil Grenzbereiche konnen jedoch Potenzreihenentwicklungen
angegeben werden:

F ? 1—|—E[L’F—|— furfL'F < ]_7
F(zp) ::/ 21— a2 de = .
0

1
x_F<1_|_—2—|-...> fir xp > 1.
4 T

(9.23)
Die Gravitationsenergie setzen wir auf der anderen Seite an als
MZ
E,=—ay—,
g v R

wobei «a fiir eine Punktmasse 1, fiir eine homogene Massenverteilung aber 3/5
ist. M ist die Gesamtmasse des Sternes, also M = Ne(m, + m, + m.) =
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2Namy. Der weille Zwergstern werde ferner als kugelformig angenommen.
Dann 1afit sich sein Radius durch sein Volumen ausdriicken, R = *,/V/4~.
Wir wollen weiterhin die Ausdriicke vereinfachen, indem wir dimensionslose
Groflen einfihren. Der Radius des Sterns wird zu diesem Zweck auf die Comp-
tonwellenlange, die Masse des Sterns im wesentlichen auf die Nukleonenmasse
zurtickgefihrt,

MeC ‘R, T = 97 ‘
h 8my

Weitere sinnvolle Abkirzungen sind

mec? fmecy3 oy (8mp\2 fmee\?
_ e e d L = _< P> < € > .
12772< h > o 4m \ Or h

Damit schreiben wir nun um:

REy  hY 3x%  3a?h’ Na 97k’ N

R =

3 e Zr e
r = m3e3 - m3e3 v - m3e3 'V 4m3 3 R?
= 9—7T Nel — Ir M L = g also (9.24)
47 R R '
—1/3

4 — /M 2, h \N—1__o__

E, = —meczRf<T> und E, = —a7<8ﬂ> < > MZR !
3T R 97 MeC

und damit

B = B+ By = an( L) (' (22 - 2D

MeC R
also s ,
3 /M M
Eges ~ 4kR3f< = ) K= (9.25)
Wir betrachten nun die beiden Grenzfille:
9.2.1 Nichtrelativistischer Grenzfall
Fuar ap < 1 1st
— —2/3 —2
—3 M 3 /M M
Egesw4kR3T3<1—|——< — ) ¥ ) .
3R 10\ R R
—5/3 —2
4 — 2. M M
:—k‘M—I——k 5 _k/T‘I_
3 5 R R

Der erste Term ist die Ruheenergie des Sterns. Sie héngt nicht vom (redu-
zierten) Radius ab. Bestimmen wir nun die den Radius Ry des Sterns, also
denjenigen Wert von R, bei dem ein Energieminimum vorliegt, so erhalten wir

——5/3 -2

0Fgs 4 M M — dk——uys
B Lk = 20 & Ro=-—M .
or " 5w R ok

(9.26)

Damit gilt zp = Ml/?)/ﬁ ~ Hz/S, d.h. zp ist klein, wenn die Masse des Sterns
klein ist.
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9.2.2 Ultrarelativistischer Grenzfall
Fiar zr > 1 ergibt sich

——4/3 =2 =2
—s M R M
Eges N4kR3j<1—|—T—|— > _k/T =
4R i R
——4/3 =2
M —2/3— M
= k‘T -I— kM2/3R - k‘/?.
R R
Auch hier bestimmen wir das Energieminimum,
——4/3 =2
Eges kM — M~
OBges , _ ke Lo
OR R R
. i
= R§:M2/3—?M4/3.

Mit der Bezeichnung M?/S := k /K’ erhélt man

_2/3_H4/3 2/3<1_ <H>2/3>

—9 _
Ry =M Mz/s =M ﬁo
0
o Ry=M"°\1— (31/3epr. (9.27)

Fur Massen kleiner kleiner oder gleich
My wird der Sternradius Ry auf Null zu-
sammenschrumpfen. Fur hinreichend grofle
Massen funktioniert der hier beschriebene

A
o

Gleichgewichtsprozel (Elektronendruck ge- nichtrelativistisch

gen Gravitation) also nicht mehr, der Stern /
kollabiert. Machen wir uns klar, dafl auch
die Nukleonen Fermionen sind, so konnen

wir als nachstes eine gleichlaufende Rech- )

nung fur diese aufstellen. Dies andert le- o x .
diglich die Konstante Mg, das ,Ergebnis® hochrelativistisch | M
1st ein Neutronenstern. Fur noch hohere M

Massen kollabiert der Stern dann allerdings i

vollstandig, man spricht dann von einem
schwarzen Loch.

Abb. 9.1 Sternradien-Massenabhangigkeit

9.3 Modelle freier Bosonen

Bosonen sind Teilchen, die der Bosestatistik gentigen. Im Gegensatz zu Fermio-
nen, die einem Erhaltungssatz gentigen, konnen Bosonen erzeugt und wieder
vernichtet werden. Dies gilt insbesondere fur masselose Bosonen. Wir unter-
scheiden daher zwischen den sogenannten ,echten® Bosonen, die im nachsten
Abschnitt behandelt werden sollen, und Photon und Phonon als Beispiele fir
masselose Bosonen, denen dieser Abschnitt gilt.
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9.3.1 Photonen

Photonen sind das Teilchenbild der elektromagnetischen Feldausbreitung, die
im sichtbaren Frequenzbereich als Licht sichtbar ist, sich aber auf das gesamte
Frequenzspektrum erstreckt. Sie werden dem Wellencharakter entsprechend
durch den Wellenvektor k in Ausbreitungsrichtung der Welle und den Polari-
sationsvektor f charakterisiert, welche zwei dazu senkrechte Polarisationsrich-
tungen kennzeichnet. Die Energle des Photons ist gegeben durch

ep = hwy = hke,  k=k|.
Daraus ergibt sich tuber die Verteilungsfunktion die innere Energie pro Volu-

men
1 €k
= VZM@“”W =2 =T

k€

Y

Lassen wir die Summe in ein Integral ibergehen und fihren gleichzeitig durch
Einfiigen von 1 = [ §(¢ —hkc)de die Photonenergie als Integrationsvariable ein,
so erhalten wir zunachst formal

U Bk ke too d3k 55 (e — hkc)
— = =2 de =
V (2m)3 eﬁhkc — -1

_> /+Oo M (9.28)

efe — 17

— 0

wobel der Faktor 2 aus der Summation tuber die zwei Polarisationsrichtungen
stammt, von denen die Energie nicht abhangt. Die Einteilchenzustandsdichte
N(e) 1aBt sich auch im Fall der Bosonen bestimmen, es ist

N(e) = / %5(5 — hke) = % /OOO §(e — hke)k*dk =

1 /1) [ B(c) &*
R Sle —eNe?des’ = 2222 9.29
272 (hc) /0 (e —e)erde 272 (he)? (9.29)
wobei wir &' = hkc substituierten. Dies konnen wir einsetzen, wir erhalten
uv_1 /Oo e3de (9.30)
Vo w2(he)d Jo efe—17 '

Diese Ausdruck fur die Energiedichte 1lafit sich auf zweifache Weise interpretie-
ren. Machen wir das Integral dimensionslos, indem wir x = e substituieren,
so ergibt sich U/V ~ T*. Diese Anhéangigkeit ist unter dem Namen Stephan-
Boltzmannsches Gesetz bekannt. Andererseits kann man tber ¢ = hw die
Kreisfrequenz w einfithren und erhalt so

g h /Oo w3dw
Vo ox2e3
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Die angegebene Formel fur die innere
Energie pro Volumen ist anwendbar auf
die Strahlungscharakteristik eines schwar-

zen Hohlraumstrahlers. Dieser gibt seine im
Innern erzeugte Strahlung durch ein kleines l

: M
Loch der Offnungsflache f nach auflen ab. fT \<>|Z|

Die Intensitat der Strahlung, also die Ener-

gie, die pro Zeiteinhait austritt, ist damit

gegeben durch Abb. 9.2 Hohlraumstrahler

1 oo
I= —cf/ u(w, T)dw.
2" Jo

Der Faktor 1/2 rithrt daher, dafl der Raumwinkel 47 durch das Loch in zwei
gleich grofie Teile zerlegt wird. Die Photonenstrahlung ist isotrop, d.h. in alle
Richtungen gleich intensiv. Es konnen aber naturlich nur die Photonen ge-
messen werden, die den Hohlraum verlassen. Neben der Gesamtenergie lassen
sich noch andere Charakteristika der Hohlraumstrahlung bestimmen. Histo-
risch gesehen flihrten erst die Messungen zur Aufstellung der Formel (9.31) fiir
die Spektralverteilung u(w,T) durch Max Planck. Wir beschreiten hier dem
umgekehrten Weg und leiten die Charakteristika aus der angegebenen Formel
her. So ergibt sich beispielsweise das Maximum der Spektralfunktion aus dem
Maximum @,y = 2.81214 ... der Funktion 2?/(e* — 1),

max maXT . .
Wimax = xﬁh = kah ~ T (Wiensches Verschiebungsgesetz). (9.32)

Aus U/V ~ T* ergibt sich weiterhin fiir die spezifische Warme

ﬁ — i g ~ T3
V oTr \V '
Schlieflich 1a8t sich ein Zusammenhang der inneren Energie mit dem grofikano-
nischen Potential pro Volumen herstellen. Letzteres ist nach Gleichung (8.28)
gegeben als
Q kT

v v Zln(l—e_ﬁg"“) —>2kBT/ N(e)In(1 — e7P9)de,
k£ -

wobei der Ubergang zum Kontinuum vollzogen und zugleich die Einteilchenzu-
standsdichte eingefithrt wurde. Dieses Integral 1afit sich partiell integrieren,

Q2 [T M(e)

+oo
_ M(e)de
= T BeBede = 9 il et i
V B o 1—e B¢ pe © P |

Dabei ergibt sich fur die Stammfunktion

© 1 /1 N f(c)e?
M — N ! d ! - - /2d ! _ T\
(¢) /_Oo (£')de 27?2 (hc)/o © 672(he)?’
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Q -1 /Oo de U
Vo 3r2(he)® J, efe—1 3V

Der Strahlungsdruck

also

o2 10U U

P="ovir—30vie ™ 37

ist damit ebenfalls proportional zu T.

Auch in der Natur kommen schwarze Strahler vor. Das Strahlungsmaxi-
mum der Sonne beispielsweise liegt wie erwartet im Bereich des grinen sicht-
baren Lichtes, obwohl die Sonne kein idealer schwarzer Strahler ist.

9.3.2 Phononen und Einsteinsches Modell

Auch Phononen, also quantisierte Schwingungszustande eines Festkorpers, wer-
den durch Wellenvektor k und Polarisationsvektor gbeschrieben. Jedoch sind
zwel Unterschiede zu beachten. Zum einen kann die Wellenlange der Phononen
nicht die Gitterkonstante unterschreiten, was zur Folge hat, dafl der Wellen-
vektor auf die erste Billouinzone beschrankt bleibt. Zum anderen existieren
hier drei Polarisationsrichtungen, neben den zwei transversalen noch eine lon-
gitudinale. Da die Ausbreitungsgeschwindigkeit unterschiedlich polarisierter
Phononen jedoch im allgemeinen verschieden ist, kann die Summation tber E
nicht trivial ausgefuihrt werden. Fir die innere Energie pro Volumen ergibt sich

- =

d3k e(k, &) eNg(e)de
v Z/ (G=(%,6)) — 1 ‘Z/ s (9-33)

exp

Soweit der allgemeine Formalismus. Um nun tatsachlich die Energieverteilung
bestimmen zu konnen, konnen entweder Parameter an die experimentell be-
stimmten Werte angepaflt oder verschiedene Modelle entwickelt werden. Wir
wollen letzteres tun und mit Einstein annehmen, dafl alle Phononen dieselbe
Fequenz wp besitzen. Dann ist 6(];, E) = hwp und die Einteilchenzustands-

dichte P 500 )
_ R oy e —E)
N=8e) = /Bl (27)? Hhwp =) Vez

wobel Vgz das Volumen der Elementarzelle ist. Da die Zustandsdichte nicht
von der Polarisation abhangig ist, lassen sich Summe und Integral in Glei-
chung (9.33) leicht ausfiihren, es ist

U_ 3 hwg
Vo VEz efhwr _ 1

ﬁ_ i g B 3  hwgelhwr hwg B
V - OoT \V % - VEz (eﬁhwE — 1)2 ]CBT2 N
_ 3kp [ Phwp/2 )’
 Vay sinh(Bhwg/2) )

und damit
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Fiir hohe Temperaturen (fhwgr < 1) kénnen wir die hyperbolische Sinusfunk-
tion entwickeln, es ergibt sich dann

Cv 3 (hwg)? 1 _ 3kp

V " Vez kpT? 4(Bhwi/2)? T Vg

Oft ist es sinnvoll, die Warmekapazitat nicht pro Volumen, sondern pro Ele-
mentarzellen zu berechnen. Beachtet man, dafl die Zahl der Elementarzellen

durch N = V/Vgy gegeben ist, so ergibt sich
Cv = 3Nkp.

Dies zeigt, dafl fur hohe Temperaturen die Anwendung der Quantenmechanik
(anders als bei Photonen) nicht erforderlich ist. Geht man dagegen zu tie-
fen Temperaturen (Shwg > 1), so ergibt sich nach diesem einfachen Modell
Cyv |V ~ e P"E_ Dies entspricht nicht den Eigenschaften von Phononen. Wir
brauchen daher ein besseres Modell, das wir im folgenden Abschnitt als das
Debyesche Modell kennenlernen werden.

9.3.3 Phononenmodell nach Debye
Fiir groBe Werte von 3 sorgt der Term (e —1)~! in Gleichung (9.33) dafiir, dafl

nur Beitrage von kleinen Werten von ¢ Bedeutung besitzen. Ist aber ¢ klein,
so kénnen wir den Ansatz hw(k,{) = he(€ )|k | wahlen, womit die Rechnung
ubernommen werden kann, die wir bereits fur Photonen durchgefuhrt hatten

(vgl. Gleichung (9.29)). Es ergibt sich also auch hier

Dieses Verhalten gelte fur Energiewerte ¢ zwischen 0 und einer Energieschwelle
ep,¢, die dadurch bestimmt ist, dafl das Integral bis zu dieser Schwelle die
Teilchendichte liefert,

1S 1
N de = > = . 9.34
/0 (e = g gl L o (0.34)

Um die Energiedichte U/N zu berechnen, machen wir die Annahme, daf§ die
Schallgeschwindigkeit, also die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Photonen, iso-
trop ist, also nicht von der Ausrichtung im Kristall abhangt, ¢; = ¢p. Dann
werden auch die Energieschwellen gleich einer einheitlichen Debyeschen Energie
ep, und es ergibt sich

v U o1 g? €
- 2 — de.
N VVEZ 3/0 272 (he)? efe — 1VEZ ©

Nun benutzen wir Gleichung (9.34), um Vgz durch ep auszudriicken. Durch
die Substitution t = (e bringen wir das Integral auf eine dimensionslose Form
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und definieren zugleich die Debyesche Temperatur Tp durch ep = kpTp. Es
ergibt sich

u_ 3 1 16w%h@3/¢ﬂ>t%ﬁ B
N 272 (he)? Bt &3, 0 el —1

TN [T/T 3q4 Th
= 3kpT -3 — =3kgT-D(-2).
7 (TD> /0 et —1 7 <T>

Dabei haben wir die Debyesche Funktion D(x) benutzt, zu der wir gleich die
beiden Grenzfalle angeben wollen,

3 .
3 T 430 1—§:1;—|—... fur ¢ < 1,
Da)=— [ 7—7=1 =
0 o8 +O0(e™™) flira > L

Wir unterscheiden dementsprechend das Hochtemperaturverhalten (T > Tp)
mit Cy = 3Nkp + ... mit der normalen Zahlung von 3N harmonischen Oszil-
latoren vom Tieftemperaturverhalten (T < Tp) mit

1274 T3
Cy =" Nkp—
YT s TP

+ ...

Tp laBt sich entweder durch eine Messung der Schallgeschwindigkeit oder auch
durch die Untersuchung des Tieftemperaturverhaltens experimentell bestim-
men. Tragt man das Verhaltnis Cy /T gegen T? auf, so ergibt sich nach der
eben erwahnten Formel fur ein System aus Elektronen und Phononen bei nied-
rigen Temperaturen eine Gerade, die sich bis zum absoluten Temperaturnull-
punkt extrapolieren lafit. Die Steigung dieser Geraden nahe des Nullpunkts
liefert dann tber obige Formel die Debyesche Temperatur.

9.4 ,,Echte* Bosonen

Unter ,echten® Bosonen wollen wir solche verstehen, die nicht wie Photon
und Phonon einfach erzeugt bzw. absorbiert werden konnen, indem man zum
Beispiel ein Atom anregt oder Licht auf ein Gitter fallen laffit. Ein ubliches
Beispiel fur ein solches Bosonensystem ist das Helium-4-Gas.

9.4.1 Bosekondensation

Das groflkanonische Potential war fur freie Bosonen gegeben als

QO 1
== =N kpTln(1—eBlr—m) =
V vfj%: B “‘( ¢ >

1 B2k
:ﬁ—vzkzlnﬂ—ze_ﬁa"“), &k =5 - z =Pk
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Durch Ableiten nach dem chemischen Potential erhalten wir die Teilchendichte
1 1 1
T T Vzkzz_leﬁak -1

Im Grenzfall eines unendlichen Volumens wird die Summe zu einem Integral.
Wir konnen diesen Grenzibergang allerdings nur dann vollziehen, wenn keiner
der Summanden divergiert. Das ist in diesem Fall aber nicht gegeben. Fur
k= 0 wird e = 0, der Summand divergiert fur z — 1. Wir spalten daher
diesen Summanden ab und schreiben den Rest als Integral,

1 z -I-/ d>k 1
n=-=———— )
v (1-2)V (27)3 z71efer — 1

Zur Berechnung des Integrals substitieren wir

| 81’ 27k
T = g—k und beachten M\ = T 6,
m m
/ 3k 1 1 /Oo E2dk B
(27)3 z=1efer — 1 272 Jo  z—lefer —1
_ 1 (2 3/2/°° e _
272 \ BR? o s ler® -1

. 4 /Oo (Ezdl' . Ll3/2(2)

(vgl. Gleichung (9.4)). Insgesamt ist also

1 = Li3/2 (Z)

YT (1-2)V + A3 (9.35)
Aus der Herleitung geht unschwer hervor, dafl es sich bei z/(1 — z) um die An-
zahl der Teilchen mit Energie e = 0 handelt. Wir sagen, diese Teilchen seien
kondensiert. Stellen wir die dimensionslose Grofie A* /v in Abhéngigkeit von
der Fugazitat z dar, so ergibt sich fir endliches Volumen eine glatte, differen-
zierbare Kurve, die im Grenzfall eines unendlichen Volumens bei z = 1 in eine
senkrechte Gerade tibergeht. Die Situation ist in Abbildung 9.3 dargestellt.

772 93A2) o 772 7777777777 93A2)
Yhan 2 v ! >
CoVilz-~
93A1) AU JaA1) AU
| |
1 1
V endlich V unendlich

Abb. 9.3 Bosekondensation fiir endliches (links) und unendliches Volumen (rechts)
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Wir wollen uns im Folgenden auf den Fall unendlichen Volumens beschranken.
Fur z < 1 verschwindet der Kondensationsterm, wahrend fur z = 1 ein unbe-
stimmter Ausdruck der Form ,,0/0“ auftritt, der sich in der senkrechten Gera-
den niederschlégt, die im Punkt (1, Liz/5(1)) an die Kurve Liz /,(2) ansetzt. Wir
konnen das Diagramm auch spiegeln und es so interpretieren, dafl sich bis zu
einem bestimmten Wert n)\? die Zunahme dieses Produktes in einer Zunahme
der Fugazitat und damit des chemischen Potentials niederschlagt. Oberhalb
dieses Wertes jedoch bleibt die Fugazitat auf dem konstanten Wert z = 1 ste-
hen, was anschaulich heif}t, dafl alle hinzukommenden Teilchen kondensieren.

Der Wert 5

A
nA* = — =Liz (1) = ((3/2) (9.36)

v
markiert im Temperatur-Teilchendichte-Diagramm die Grenzkurve zwischen
der nichtkondensierten und der kondensierten Phase, die fur endliche Volumina

verschwimmt. Bei fester Temperatur T gibt es also eine kritische Dichte n.(T),
genauso, wie es bei vorgegebener Teilchendichte n eine kritische Temperatur

T()_Zﬂ'hzi_Qﬂ'hz n 2/5
AT ks A2 mkp \C(3/2)

gibt, die wir im Folgenden verwenden wollen, um die Anzahl der kondensierten

Teilchen pro Volumen anzugeben. Diese Anzahl ist fur festes n gegeben als
Ny (3/2) 1 1
vt SBP e ) =
_CB (NN (T
Y ) =" T. '

Die Rechnung fur endliches Volumen ist weitaus komplizierter, da die Tempe-
ratur sowohl in A als auch in z, also auf beiden Seiten der Gleichung n)\* =

Liz/3(2) vorhanden ist. Zur Bestimmung der kritischen Temperatur 7. bei fest
vorgegebener Teilchendichte n empfiehlt sich daher eine numerische Methode.

9.4.2 Die Situation der Potentiale

Wir wollen sehen, ob fur die thermodynamischen Potentiale ebenfalls eine Kon-
densation eintritt. Dazu betrachten wir zunachst die innere Energie pro Volu-

U 1 ek 1 €k

V- Vzk: eBler—n) — 1 Vzk: ePery—1 17
Hier ergibt sich dieses Problem nicht, da fur k£ = 0 auch der Zahler verschwin-
det. Wir konnen die innere Energie pro Volumen tibrigens wieder durch eine po-

lylogarithmische Funktion ausdriicken, indem wir den Regeln (9.1)—(9.5) noch
die Regel

/Ooo / Z d:z;_z / e dy =

N A 3\/E°°z 3\/E-
:ZZ w/o e dr = A Zn5/2: A Li5 /2(2) (9.37)

mern,
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hinzufuigen. Es ergibt sich dann mit der gleichen Substitution wie im letzten
Unterabschnitt

U _/ $ko e 1 2m)\F /OO dde
Vo) @2r)pefezl -1 272 \ Bh o s ler® —1
16w [ atde 12

™ _.
Ny 2T ler? — 1 DY Lis j2(2).

Auch fur das groBkanonische Potential pro Volumen,

0 &P
kT [ S8 (1 e Py = -
v /(277)3 B(l—ze ™) = —p

ergibt sich keine Kondensation. Diese Grofle 148t sich gemafl Gleichung (9.5)
ebenfalls durch eine polylogarithmische Funktion ausdriicken,

Q kpT

V = — /\3 Ll5/2(2)

Auch wenn eine Kondensation fur die Potentiale nicht auftritt, schlagt sie sich
doch in ihnen nieder. Aus dem vorangegangenen Unterabschnitt wissen wir,
wie wir die Fugazitét z durch das spezifische Volumen v (implizit) ausdriicken
konnen,
A3 A3

z)=— fur v>———, z=1 sonst. 9.38
Beides zusammen liefert ein (v, p)-Diagramm, das demjenigen des van der
Waalsschen Gas sehr ahnelt, mit dem einzigen Unterschied, daff die Kurve
unterhalb des Phasenmischzustandes nicht wieder ansteigt.

9.4.3 Die Entropie

Den Abschluf} soll mal wieder die Entropie bilden. Sie lafit sich aus dem
grofkanonischen Potential durch Ableitung nach der Temperatur bestimmen,

= hl —B(ex—p) 1 (ex — M)e—ﬂ(ék—u) 1 -
__VZIH(l—e )_ﬁ—vzk: ]__e—ﬂ(ak—u) _kBTz —

E k L _
— _B Zln(e—ﬁ(ék—ﬂ)) _ B Zln(eﬂ(ek—u) . 1) + B Z ﬁ(éfk M)
k k

V : eﬁ(gk_ﬂ) —1

Nun ist
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und damit

73 ( n(ng +1) —Inng + Inng + nx(ln(ng + 1) — In nk)> =

<f‘o;

Z ((ng + )ln(ng + 1) — ng lnng).
k

Betrachten wir den kritischen Summanden k& = 0, so strebt nj in der Tat fur
ein unbegrenztes Volumen proportional dazu gegen unendlich, ng ~ V. Doch
die spezielle Kombination, die in der Entropie auftaucht, verschwindet,

lim i((no + 1)In(ng + 1) —nglnng) =

o—>00 10
) 1 1
= lim — <1nn0 + (no+1)ln (1 + —)) =0.
o—>00 TLO TLO

Wir konnen also ohne Bedenken schreiben

é =kp / %((nk + 1) In(ng + 1) — ng lnng).

Nachdem dies geklart ist, wollen wir die Entropie nun uber den Ausdruck
bestimmen, den wir bereits fur das grolkanonische Potential erhalten haben.
Unter Beachtung der in Gleichung (9.1) gegebenen Ableitungsregeln fiir die
polylogarithmischen Funktionen erhalten wir

S o [ kp 3kpT d\  kgT _. dz
V= or (‘) = 5 Haal®) = =5 Lsjale) g + 5 Mapa ()| =
kg 3kpT _. A kT _. 1
/\3 Ll5/2( ) /\4 Ll5/2(2) <_ﬁ> —|— E Ll3/2(2) (—m> z =
5 kB kB 5) kB kB

L L 1 L ——1
=5 i5/2(2) — el i3/9(2)Inz = 3\ i5/2(2) S lnz

wobei wir im letzten Schritt Gleichung (9.38) eingesetzt haben, also fiir die
Entropie pro Teilchen

S b5k
N3 /\§UL15/2( z)—kplnz (9.39)

und fur T < T, wegen z =1

S 5kn
¥ = 5w C6/2). (9.40)
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9.4.4 Die spezifische Warme

Schliefllich konnen wir die Warmekapazitat Cy ausrechnen,

cc_s) a0 (sy
T  OTInyv NT 0T NV

Fur T < T, erhalten wir

Cy 5 d (1\  15kp dA
NT ~ 3reve 2 or (r) =~ BRIgE =

_ 15kp A\ 15kp
=~ w5/ )< 2T> = Do /2
und damit die spezifische Warmekapazitat

Cv _ 15kp
N 4)3

v((5/2) ~ T3/, (9.41)

Fiur T > T, mussen wir die Fugazitat noch bei konstanter Teilchenzahl nach
der Temperatur ableiten. Wir erhalten aus

n\? = Liz/2(2) (N, V konstant = n konstant)

durch Ableitung nach der Temperatur

d\  3n .5 Liyjo(2) d=

dr — 2T~ dTlInyv
B 3nA\3z

NV 2T Lijjs(z)

und damit

—NT_ TeT L13/2( )-|-<2/\3 L13/2( z) — )ﬁNv_
15kBU . 3TL/\3 5 ULi3/2(Z)
= —L =" | 22N L _
15kp Lisja(2)  9kp Lizsa(z) \3

AT Lisp(z) 4T Lijja(2) (n - =Lizpa(2) 1)

Es ergibt sich also

Cy 3 ( Liz/o(2) Li3/2(2)>
— = —kp | 5= — 3= . 9.42
N 4 B Ll3/2(2) Lll/z(Z) ( )

Der Anschluf an das Niedertemperaturergebnis (9.41) ergibt sich aus der Uber-
legung, dafl g;/5(2) fiir z = 1 singuldr ist. Allerdings ist die Anschlufstelle
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bei T' = T, nicht differenzierbar. Fiur sehr hohe Temperaturen konnen wir die
polylogarithmischen Funktionen durch den jeweils ersten Reihenterm z nahern.

Dann ergibt sich

Cv 3
=V kg 4
N 2B (9.43)

Dieser Grenzwert besitzt die historische Bezeichnung \-Punkt. Wir sehen:
Bereits dieses realistische aber wechselwirkungsfreie Bosonensystem in drei Di-
mensionen zeigt ein sehr kompliziertes Verhalten. Wirden wir ein wechselwir-
kendes Bosonensystem, wie es das reale Helium-4-Gas darstellt, berechnen wol-
len, so mufiten wir damit auch die logarithmische Singularitat erklaren konnen,

die sich flir die spezifische Warme am Punkt T = T, ergibt (Abbildung 9.4).

p C, Nk “._ wechselwirkendes
Ty (>Tq) 1.92... < Bosesystem
3/2 e e S
K Phasendiagramm
u Nach Gleichung (9.38) Te T
|
‘ \

Abb. 9.4 Spezifische Warme wechselwirkungsfreier und wechselwirkender Bosonen

9.5 Rekapitulation

Die statistische Beschreibung war der Ausgangspunkt, um ein System vieler
Teilchen erfassen zu konnen. Das Postulat der mikrokanonische Verteilung
besagte, dafl in einem System, das nach Auflen hin abgeschlossen ist, alle
Zustande der fur das System vorgegebenen Energie gleich wahrscheinlich sind.
Die Zustandsfunktion, die ein solches System beschreibt, stellt sich in ihrer
Abhangigkeit von der Energie als Deltadistribution dar. Auch die Zustands-
funktionen der anderen Verteilungen, die wir betrachteten, besaflen irgendwo
ein mehr oder weniger scharfes Maximum. Um dieses Maximum konnten wir
dann die abgeleiteten thermodynamischen Groflen entwickeln. In diesem Zu-
sammenhang ist es interessant zu beobachten, wie wir die Entropie aus fun-
damentalen Annahmen heraus definieren konnten. Die Verteilungen ergaben
sich dann geradezu naturlich aus der genannten Extraleigenschaft unter den
verschiedenen fur die Ensembles charakteristischen Nebenbedingungen.

Bei groflen Systemen spielte es keine Rolle, welche Verteilung wir wahlten.
Sie erwiesen sich aber als unterschiedlich praktisch in ihrer Anwendung. Wah-
rend sich beim idealen Gas sowohl kanonische als auch grofkanonische Vertei-
lung bewahrten, war zur Berechnung der Wechselwirkungen die Verwendung
der kanonischen Verteilung guinstiger. Die grofikanonische Zustandssumme
schlieflich benutzten wir, um spezielle Systeme wie das Elektronengas, den
Halbleiter, Weifle Zwerge und Pseudo- wie auch echte Bosonen zu modellieren.
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IV. Systeme mit Phasentiibergangen

Zur Simulation von in der Natur beobachteten Phasenubergangen, die uns in
diesem letzten groflen Abschnitt beschaftigen sollen, sind verschiedene Modelle
entwickelt worden. So werden wir als erstes das Ising-Modell, kennenlernen,
das weitaus verbreitetste der Modelle, auf die Landausche Theorie der Pha-
sentbergange eingehen, und schliellich uber die Ginzburg-Landausche Theorie
auf ein noch allgemeineres Konzept vorstoflen, das der Renormierungstheorie,
welches auch fur die Elementarteilchentheorie von entscheidender Bedeutung
ist. Doch bevor wir auf das Ising-Modell eingehen, beginnen wir diesen dritten
Teil mit dem Konzept des Gittergases.

Die kleinkanonische Zustandssumme, in ihrer integralen Form auch als
Konfigurationsintegral bekannt, war gegeben als

_ 1 3 —Be{d)) _ b
QN_/\3NN!/dq€ ’ A= 2rm

Wir teilen nun den dreidimensionalen Konfigurationsraum in Gitterzellen auf
und schreiben das Wechselwirkungspotential als

p({@i}) = 2({Ri}),

wobei B; und nun lediglich den Ort der Gitterzelle angibt. Als einen der Anteile
dieses Potentials geben wir ein abstoflendes Potential vor, das mit der Eigen-
schaft 950(]%1‘, ﬁl) = oo verhindert, daf3 sich zwei Teilchen in ein und derselben
Zelle befinden. Unter diesen Voraussetzungen geht das Konfigurationsintegral
in eine diskrete Summe uber, und zwar eine Summe tuber die Besetzungszah-
len n; der einzelnen Gitterzellen, welche die Werte 0 und 1 annehmen konnen,
wahrend N = ) n; die Gesamtzahl der Teilchen im Gitter angibt. Da keine
Teilchenanordnungen irrttimlich mehrfach bertcksichtigt werden, fallt der Fak-
tor 1/N! weg. Ist schlieBlich vy das Volumen der einzelnen Zelle, so erhalten

QN - <%>N Z e—ﬁV({ni})(gN’Eni‘

n;g

WIr

Die Bezeichnung ,{n;}“ steht unter dem Summenzeichen als Kurzform fiir ein
Produkt von einzelnen Summen tber die n; von 0 bis 1,

1 1
IEDIP IS
{nl} n1=0 no=0

wahrend es als Argument der Teilchenzahldarstellung V' des Potentials fir eine
entsprechende Anzahl von Argumenten steht,

V({nz}) = V(nl,nz, - )
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Das Kroneckersche Delta ist in der Praxis schlecht zu handhaben, daher 1ost
man sich von der fest vorgegebenen Teilchenzahl und geht zur groflkanonischen
Zustandssumme uber,

Z = ZZNQN _ Z <1§)—5>N Z e BVUn gy o =
N N {ni}

= Z ZEni =BV({ni}) mit 2’ 1= T—:. (10.1)
{ni}

Dem eigentlich mehr hypothetisch eingefuhrten Gittergas kam spater fur ein
Gas in einem Metallgitter (z.B. Palladium) eine praktische Bedeutung zu. Hier
geschieht die Wechselwirkung der Gasmolektile dadurch, daf ein einzelnes Gas-
molekul den Kristall schwach weitet und es so einem weiteren Gasmolekiil so
leichter macht, in seiner Nahe einen Platz zu finden. Will man dieses Modell
jedoch auf ein reales Gas anwenden, so ist eine sehr feine Unterteilung erfor-
derlich. Relativ leicht ist der Fall zu behandeln, wo die Wechselwirkung auf
eine Zweiteilchen-Wechselwirkung zurtckgefithrt werden kann, wenn sich das
Potential also schreiben laf}t als

V({ni}) = > vij(ning).

1<

Auf diesen Fall werden wir in diesem Abschnitt unser Hauptaugenmerk richten.

10. Das Ising-Modell

Bevor wir das Ising-Modell konstruieren, gehen wir auf ein Beispiel ein. Wir
betrachten einen Messingkristall, der zur Halfte aus Kupfer- und aus Zinkato-
men besteht (Cu : Zn = 1:1). Am absoluten Temperaturnullpunkt 7' = 0K
sitzen die Kupferatome auf einem kubischen Gitter, wahrend die Zinkatome
ein um die halbe Raumdiagonale verschobenes Gitter besetzen. Beschreibt
n; die Besetzungszahl des i-ten Gitterpunktes durch ein Kupferatom, so ist
am absoluten Temperaturnullpunks fiir das Kupfergitter (n;) = 1 und fiir das
Zinkgitter (n;) = 0 gegeben. Bei hoheren Temperaturen steigt die Haufigkeit
der Kupferatome an den Zinkplatzen, wahrend die an den Kupferplatzen ab-
nimmt. Ab einer Temperatur von T" = 742K sind beide Mittelwerte gleich 0.5,
also Kupfer- und Zinkatome auf beide Teilgitter gleich verteilt. Man spricht . ..

. fur T < 742K vom «o-Messing,
. fur T > 742K vom (3-Messing.

Der experimentelle Nachweis gelingt durch Rontgenstreuung. Man beobachtet
fur T' « 742K die Reflexe fur ein kubisches Gitter, fur T > 742K dagegen die

Reflexe eines kubisch raumzentrierten Gitters.
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10.1 Konstruktion des Ising-Modells

Sehr haufig wird das Modell eines Gitters zur Beschreibung eines magneti-
schen Systems benutzt. Es sind dann nicht mehr die Besetzungszahlen, die
hier betrachtet werden, sondern die Ausrichtungen der einzelnen magnetischen
Momente (Spins) in einer bestimmten Quantisierungsrichtung. Es bedeutet . ..

. 0; = +1: Spin ,nach oben (1)“, entspricht definitionsgemaf n; = 1,
. 0; = —1: Spin ,nach unten (})“, entspricht n; = 0.

Das Zweiteilchenpotential v;; in

V{{oi}) = vijloi,0))

1<

kann unter Verwendung der Isotropie des Raumes und damit den Symmetrie-

eigenschaften v(1,1) = v(},{), v(T,}) = v({,T) umgeschrieben werden in
vij(0i,05) = = Jijoio; + v
mit
1 1
v = gD+ D), Ty = et b)) — ey (1)

Die so vereinfachte potentielle Energie

V=v0_ Z Jijoio;, Vo .= Zv?j

i< 1<J

beschreibt nur die Wechselwirkung zwischen den Spins. Legen wir zusatzlich
ein Magnetfeld i an, so erhalten wir einen Zusatzterm, der proportional zum
magnetischen Moment p ist. Durch geeignete Wahl des Energienullpunktes
konnen wir schliefflich V0 zum Verschwinden bringen und landen bei dem Ising-

Modell

VIZ—ZJijUin—hMZUiZ%ZJUUNJ—WZUZ‘ (10.2)

i< 1]

(der Index I steht fiir das Ising-Modell). Ising selbst fand fiir das urspriinglich
eindimensionale Modell keinen Phasentibergang und tbertrug diese Eigenschaft
falschlicherweise auf hohere Dimensionen. Erst spater fand Ohnsager diesen
Phasentubergang fur die zweidimensionale Erweiterung. Beachte, dafl in unse-
rem Modell der Spin nicht als Vektor eingeht. Berticksichtigt man Vektoren, so
gelangt man zu dem sehr viel komplizierteren Heisenberg-Modell, das hier nicht
behandelt werden kann. Die groflkanonische Zustandssumme des Isingmodells
1st

Zr=e M=) exp(—BV7). (10.3)

{oi}
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Im Normalfall ist J;; > 0, der energetisch giinstigste Fall ist derjenige, bei
dem alle Spins gleichgerichtet sind. Diese Eigenschaft ist als Ferromagnetis-
mus bekannt. Dagegen fiihrt J;; < 0 zu ganz unterschiedlichen Effekten je
nach Geometrie des Gitters. Ist das Gitter quadratisch, so ist der energetisch
niedrigste Zustand derjenige, bei dem die Spins abwechselnde Ausrichtungen
besitzen. Man spricht hier vom Antiferromagnetismus. In einem dreieckigen
Gitter ist diese Ausrichtung nicht moglich, es existieren verschiedene metasta-
bile Zustande, zwischen denen das System wechselt. Wir sprechen von der
sogenannten , Spinfrustration®.

10.1.1 Vergleich mit dem Gittergas

Wir haben bereits eine Aquivalenz zwischen dem Ising-Modell und dem Modell
des Gittergases hergestellt, die sich zusammenfassend schreiben lafit als o; =
2n; — 1. Fir das Gittergas ist die Teilchenzahl N = ). n;, fir das Ising-
Modell die Magnetisierung M = ). o; eine charakteristische Grofle. Gema8
der Beziehung zwischen Spin und Besetzungszahl ergibt sich

(M) =2(N) — Ng (Ng ist die Anzahl der Gitterplatze)
Magnetisierungsdichte m und Teilchendichte p sind verbunden uber

(V)

=l =9, 1 A
m P N

10.4
NO Y ( )

p =
Wir benutzen schlief8lich die bisherigen Aquivalenzen dazu, um eine Beziehung
zwischen den groflkanonischen Zustandssummen herstellen zu konnen. Dazu
beginnen wir mit der Zustandssumme des Ising-Modells, in der wir bereits die
Spins durch die Besetzungszahlen ersetzt haben,

Zr = Z eXp(—ﬁ(- % Zjij(Qni —1)(2n; = 1) —Mhz(%‘ - 1)>> -
i#j '

{ni}
= Zexp<—ﬁ<—22ji]‘ninj+Zjijni—|—ZJijnj — %ZJZ‘]‘—I—
{n:} 17 1#] 1#] 1#]

— 2/,Lthi + /,Lhz 1>> = ¢~ PA1
Die einfache Summe

J=> Jij=)_ JRi-R)

i(#7) i(#7)

ist in Wirklichkeit unabhangig vom Ort R;, da das Spingitter als translations-
invariant angenommen wird und im Idealfall keine Rander besitzt. Daher kann
diese Konstante J aus der nachfolgenden Summation tber j herausgezogen
werden, man erhalt

Z‘]ifnj ::Z Z Jijnj:Jan, Zjijni :JZni

i# ] Joi(#)) J i# ] i
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und damit
Zr = Z exp <— [3( — QZJijninj — %JNO — (2uh — 2J)Zni —I—/,LhN0>>.
{n:} iy i
Durch Identifikation mit
Zg=e0G =) exp (—ﬁ(; > vigning — MGZ >>
{n:} 1]

(beachte die Definition 2’ =: ¢#&) ergibt sich

N
—4Jij = Vij ZI = ZGeX]_Z)(— </,LhN0 — J20>>

JNg
5

(10.5)

2/,Lh—2J£/,LG A[gﬂg—l—/,LhNO—

10.1.2 Das wechselwirkungsfreie Ising-Modell

Das einfachste Beispiel, das wir behandeln konnen, ist das wechselwirkungsfreie
Ising-Modell mit J;; = 0. Die Zustandssumme ist hier

Buh¥io; _ ePrhoi ePrhoi
=2 > 11 I >

{Uz {Uz} 7 7 U,'::tl
— H Buh —Buhy _ _ No
=1l +e )=2 H cosh(fuh) = (2cosh(Buh)) " °. (10.6)

Aus der groffkanonischen Zustandssumme konnen wir weitere Groflen ableiten,
so die freie Energie

Ar = —kpTInZ; = —kpT Ny In(2 cosh(Buh)),

die Magnetisierung

M = <Z Z ZU] BuhXio; _

J {cn J
1 02, 1 0 10
= L - mzi=—— A
BuZ; oh  pBuoh 1T Tpantt T

_ kT Ny [Bpsinh(Buh)
7 cosh(fph)

dieMagnetisierungsdichte m = tanh(fBph) und schlielich die Suszeptibilitdt

= Np tanh(Suh),

T oh coshz(ﬁuh) H= kT T’

wobel zuletzt der Grenzfall h — 0 betrachtet wurde.



U. Brandt ....... . Seite 109

10.1.3 Das wechselwirkungsfreie Gittergas

Ubersetzen wir das eben behandelte Beispiel in die ,Gittersprache®, so ver-
schwinden mit .J;; sowohl J wie v;;. Damit ergibt sich pg = 2ph und daraus

2p — 1 = tanh (WTG> : (10.7)
~NoksTln (2 cosh (WTG» = —paVe + NO/”%G, (10.8)

wobel wir das groflkanonische Potential seinerseits durch das Produkt aus
Druck und Volumen ausgedrickt haben, Q¢ = —peVe. Da sich das chemi-
sche Potential pg schlecht bestimmen 1a83t, wollen wir es aus den Gleichungen
entfernen. Dazu stellen wir Gleichung (10.7) nach der Fugazitat z’ um,

ﬂNG_l |
2p — 1 = tanh Prc = ==
2 efra 41 z+1
& Z-1=0F+D)2p-1)=2p"+2p-2" -1 & Zl:lL'
—p

Die Dichte p ist durch das Volumen vy = Vi /Vy der Gittergaszelle und das
Volumen v = Vg /(N) darstellbar,
<N> Yo / Yo

_— = — :> —
No v : v — g (> vo)

Dies konnen wir in Gleichung (10.8) einsetzen und erhalten

1
pvo = PGE = kgTlIn (2 cosh (W—G>> + SHG =

1
=kgTlIn (exp (—WTG>> 4+ kgTlIn (1 + exp (WTG>> + 5/1(; =

1 1
=—ghat kpTIn(l+2") + SHa =

— kpTln <1+ 1L> — kpTln <1+ Yo ) -
—p

UV — Vg

:kBT1n< v ) — _kpTln <1— ”—°>.
v — vg v

Entwickeln wir diesen Ausdruck in eine Reihe in vg/v, so erhalten wir

v—1

1 sug\¥ v =1 /v
pvoszTZ; <?0> = pv:pvogszTZ; <?0> . (10.9)
v=1 v=1

ein Ergebnis, das wir bereits aus der Virialentwicklung erhielten (vgl. (7.17)).
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10.2 Die Molekularfeldnaherung

Bevor wir zur Moekularfeldnaherung kommen, halten wir fest, was die For-
schung auf diesem Gebiet bisher ergeben hat:

- Das Ising-Modell ist eindimensional fiur ein endliches Magnetfeld losbar.
Bei kurzreichweitiger Wechselwirkung existiert kein Phasentibergang.

- Das Ising-Modell ist zweidimensional fiir verschwindendes Magnetfeld und
eine Wechselwirkung zwischen den néachsten Nachbarn losbar. Ein Pha-
sentibergang ist in diesem Fall moglich.

- Das unendlichdimensionale Ising-Modell ist samt Phasentibergang voll-
standig losbar, jedoch unphysikalisch und damit uninteressant.

10.2.1 Ferromagnetismus und spontane Magnetisierung

Wir werden in diesem Abschnitt eine effektive Theorie kennenlernen, welche
in der Lage ist, die spontane Magnetisierung zu modellieren, die einen we-
sentlichen Baustein zur Erklarung des Ferromagnetismus darstellt. Unter der
spontanen Magnetisierung verstehen wir dabei das Phanomen, daff nach dem
Herunterfahren eines von auflen angelegten Magnetfeldes eine Restmagnetisie-
rung in Richtung des Magnetfeldes erhalten bleibt.

Zur Berechnung der Magnetisierung benotigen wir den Mittelwert des
Spins,
o orePVHai})
(or) = = BV
2oy € ’

Gemafl Ising-Modell geht o; fur verschwindendes Magnetfeld quadratisch in
das Potential V' ein, wir erhalten demzufolge V({o;}) = V({—0;}) und daher
ein Verschwinden des Mittelwertes. Fir endliches Magnetfeld h spalten wir
die Energiesumme in Terme mit ¢ = [ oder ;7 = [ und solche auf, die [ nicht
enthalten,

V{o:}) = ——ZJ”O' ogj — /,LhZUZ =

7]
il il J# il
= _- Z Jijoi0; — <ZJ”UZ>UI —0'1 ZJIJO'] /,LhZUZ phop =
7]
t,j#l 1 £l

= <— Z Z Jijoi0; — /,Lhz > — <Zjilai —/,Lh>al = V' — uh'oy.

Verwenden wir diese neuen Parameter V' und i/, so konnen wir den Mittelwert
des Spins schreiben als

il il
Z Z Ule_ﬂv Z e—ﬂ\/’ Z Ule—ﬁuhlal
{o;} oi==1 {05} o =+1

{o1) = i1 T -

Z Z e PV Ze—ﬁv' Z e~ Buh’ol

{o;} or==*1 {o:} or==+1
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(10.10)

Dies hilft uns an diesem Punkt zunachst nicht weiter, da h’ weiterhin von al-
len Spins abhangt, die hyperbolischen Funktionen daher nicht aus der Summe
herausgezogen und der Rest gekturzt werden kann. Wir werden aber sehen,
dal die in diesem Kapitel vorgestellte Naherungslosung gerade auf dies hin-
auslauft. Doch was bestimmt die Abhéngigkeit von i’ von den anderen Spins?
Es ist ziemlich offensichtlich der bilineare Term. Uns ware geholfen, wenn wir
V({oi}) = —pher Y, 0i schreiben kénnten, oder, in Gestalt des Hamiltonschen
Operators ausgedrickt, wenn wir

H= —%Zjij&i&j —phy 6

1#£ g ?

durch
HO = _Mheﬂ Z OA-Z

nahern konnten. Wie mufite ein passendes effektives Magnetfeld hog aussehen?
Dazu erinnern wir uns an den Eindeutigkeitsbeweis aus Kapitel 8.4. Dort
hatten wir Sy < S fur eine Entropie Sy erhalten, die auf einer anderen als der
durch Minimierung erreichten Verteilung beruhte, wobei beide Verteilungen
denselben Erwartungswert fiir den Hamiltonschen Operator ergeben sollten,
<7:[>0 = <7:[> Ist So die Entropie zum effektiven Hamiltonschen Operator, so
konnen wir in die Ungleichung einsetzen,

(Ho)o — Ao =TSy < TS = (H)— A= (H)— A

Wir erhalten
A< Ao+ (H—Ho)o- (10.11)

Eine gute Niherung fiir Ho an H ist also eine solche, bei der die rechte Seite
der Ungleichung (10.11) moglichst klein wird. Damit ist unsere Aufgabe also,
die rechte Seite bezuiglich heg zu minimieren. Der Erwartungswert auf dieser
Seite ist gegeben als

A A 1 o R
(H—Hoo=—35 Y Jij(6i65)0 — ulh — her) Y (Gi)o-
Um weiterrechnen zu koénnen, zeigen wir nun, dal (6;6;)0 = (6i)0(6;)o fir
¢t # j gilt, und wir tun dies, indem wir eine Zustandssumme definieren, die
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es ermoglicht, durch Ableitung nach dem Magnetfeld die Erwartungswerte zu
erzeugen,

Zo :=Sp <e_ﬁﬁ0> = Sp (eﬁuzihi&i> .

Damit gilt

0 ; 1 ;
—BHo - .o~ BHo ) — 5
g (Sp (77%0) ) = 5 Sp (Budse™0) = Bu(si)o.
02 ;
—6Ho) _

hom, <Sp <€ >>

1 . o T

= _Z_g Sp <ﬁ/,wie A > Sp <ﬁ/,mje A > +

= B3%u* ((6i65)0 — (6i)o(5j)o) -
Anders betrachtet, kann der Erwartungswert des iten Spins aber nicht vom
Magnetfeld h; am jten Spin abhangen. Es ist daher

(836300 = (310(6300 = g ()™ (52)a) =0

1 N
=P (#126i65077%0) =

Wir kehren nun zum effektiven Magnetfeld heg zurtick, das als unabhéangig vom
Ort aus der Summe herausziehen konnen. Die freie Energie ist ebenfalls durch
die Zustandssumme Z; gegeben als

Ay = _% InZy = _%hl <Sp <eﬁuheff2ifw>> ‘

Wir erhalten damit

3, . 9(65)o oi)o +
6heﬁ(A°+<H_HO>O)_ ;JMUJO D — (i(h = hett) Oy =0
6 = A0 (S e —ulh ) | 20
i e i)

Damit sind wir bei der Molekularfeldndherung angelangt,

/,Lheﬁ“ = /,Lh + Z JZ]<&Z>0 (10.12)
i(#7)
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Diese definiert ein effektives Magnetfeld, das nun nicht mehr von den Spins,
sondern nur noch von ihren Erwartungswerten abhingig ist, hesr = hes({0;)).
Schreiben wir Gleichung (10.10) um, indem wir A’ durch heg ersetzen, so kénnen
wir tatsachlich die hyperbolischen Funktionen aus den Summen herausziehen
und erhalten

m = (o1) = tanh(Bpher((0i))) <

artanh m = Bphes((0;)) = Buh + Z Ju(oi)
i(#D)

oder

artanhm = Buh + BJm. (10.13)

Wir wollen diese Gleichung diskutieren und betrachten dazu den linken Teil
der Abbildung 10.1. Suph + BJm ist in Abhangigkeit von der Magnetisierung
m eine Gerade mit Achsenabschnitt Suh und Steigung 3J. Da die Steigung
der Funktion artanhm an der Stelle m = 0 ihren Minimalwert 1 annimmt,
unterscheiden wir zwei Falle:

a) Flr fJ < 1 erhélt man genau eine Losung, wenn man die Gerade mit der
Funktion artanh m zum Schnitt bringt.

b) Fiir 8.J gibt es erneut verschiedene Moglichkeiten:
b1) Eine Losung
bs) Eine und eine doppelte Losung
bs) Drei Losungen

m a  bgbyby m
+1 - e e
g spontane
Magnetisierung
-y Artanh(m)
K
/ h
_/
1+ —+-1

Abb.10.1 Bestimmung der Lésungen zur spontanen Magnetisierung

Um zu erkennen, welche dieser Losungen fur §.J > 1 die physikalisch sinnvolle
ist, ubertragen wir die Losung punktweise in ein Diagramm fur Magnetfeld
und Magnetisierung, das in Abbildung 10.1 rechts dargestellt ist. Nur die dick
eingezeichneten Kurventeile sind physikalisch sinnvoll, da nur sie durch einen
Grenzubergang von h = oo auf h = 0 erreicht werden konnen. Bei h = 0
ergibt sich dann in der Tat die spontane Magnetisierung. Die Fallgrenze 3J =1
kennzeichnet den Phasentubergang. Durch J =: kpT a8t sich schliefflich eine
entsprechende Curie-Temperatur T¢ definieren.
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10.2.2 Die freie Energie des Ising-Modells

Die Kenntnis der Magnetisierung des betrachteten Systems soll durch wei-
tere Groflen erganzt werden. Die Helmholtzsche freie Energie pro Gitterzelle,
a(T,h) := A/Ny a8t sich im Prinzip bestimmen, denn mit einer bekannten
Funktion m(h) ist der Schritt

8@ h ! !
il = —pum = a(T,h) = —/,L/h m(h")dh (10.14)

[}

kein Problem. Einziger Haken an der Sache ist, dafl m(h) nur implizit iber
Gleichung (10.13) gegeben ist. Doch wir helfen uns hier und fithren eine Sub-
stitution durch, die es uns ermoglicht, statt uber das Magnetfeld tuber die
Magnetisierung zu integrieren, denn h(m) kennen wir aus Gleichung (10.13)
explizit,

h(m) = — artanhm — — = = _
(m) Bu [t dm  Bu(l—m?)

Damit erhalten wir

Jm dh(m) 1 J
o

afm) = afmo) —p | m o D) g —
i o
= a(mg) — {%m(l —m'?) + %J ’2] : =
_ %mu m?) + %Jm +a(me) — %mu —m?) — %ng _
_ %mu — (T, h)) + %sz(T,h) +(T), (10.15)

Dabei haben wir im letzten Schritt das Ergebnis erneut durch die kanoni-
schen Variablen T und h ausgedriickt, wobei wir alle nicht vom Magnetfeld
abhéngigen Groflen zu einer Funktion ¢(7') zusammengefafit haben. Diese
Funktion gilt es als nachstes zu bestimmen. Da sie nicht vom Magnetfeld
abhangt, konnen wir zu ihrer Bestimmung eines wahlen, fur das uns die Be-
stimmung moglich ist. Es bietet sich hier der Grenzfall h — oo an, in dem
wir Gleichung (10.13) nun endlich iterativ fiir m l6sen kénnen, indem wir den
Ausdruck artanh(SBph + SJm) fiir grole Argumente entwickeln und dabei

fiir x > 1 verwenden. Damit ist

m = tanh(Bph + 8Jm) =1— 2¢—28ph=28Tm o
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Die nullte Ordnung liefert m(®) = 1. Diese reicht zum Einsetzen in den Loga-
rithmus der Gleichung (10.15) noch nicht aus. Also setzen wir diese Ordnung
erneut in die rechte Seite der Entwicklungsformel ein und erhalten als erste

Ordnung
m) = 1 _ 97 28nh=28JT

Der Fehler, den wir bei der Verwendung dieser ersten Ordnung machen, ist von
der GroBenordnung e~*?#%  Wir erhalten bis zu dieser Ordnung

1 — (m(l))Z ~ 1 — <1 _ 46—2ﬂuh—2ﬂj> — 46—2ﬂuh—2ﬂj7
In (1 . (m<1>)2> ~1Ind — 28uh — 28J = 2(In2 — Buh — BJ) .

Eingesetzt ergibt sich

In2
B

Dabei gentigte fur den linearen Term in m die nullte Ordnung. Fur starke Ma-
gnetfelder ist also a(T,h) = —ph + const. Diese Konstante gilt es im néchsten

a(T,h) ~ %(IHQ—ﬁph—ﬁj) “J+9(T) = -I-@/J(T)—%J—/Jh. (10.16)

Schritt zu bestimmen. Denn kennen wir sie, so konnen wir mit Hilfe von Glei-
chung (10.16) auch ¢ (T') ausrechnen. Zu diesem Zwecke berechnen wir a(T\, h)
fur starke Magnetfelder erneut auf einem anderen Weg, namlich tiber

InZ mit Z — Zexp ﬁZJ”U U]—I—ﬁ/,LhZUZ

{o:} 1]

a =

5No

Ohne sie zu kennen, schranken wie die Zustandssumme so ein, dafl im Grenzfall
h — oo, der uns interessiert, nur ein Ergebnis in Frage kommt. Z ist als
Summe von positiven Termen sicherlich grofier als jeder einzelne von ihnen,
insbesondere also derjenige, bei dem alle Spins ,nach oben® ausgerichtet sind
(0 =0 =1),

1
Z > exp ﬁZJ” 1- 1—|—ﬁ/,Lh21 = exp <§ﬁJN0—|—ﬂ/,LhNO> .
7]

Dies ist zugleich der grofite der Summanden, wie klar ersichtlich ist. Daher
ist Z kleiner oder gleich der Zustandssumme fir parallel ausgerichtete Spins

(0,07 =1, 0y = £1),

Z < Z exp ﬁz Jij + ﬁ/,LhZUZ = exp (%QJNO> (2 cosh(ﬁuh))NO

{o:} 1]

wobel wir den ersten Faktor aus der Spinsumme herausziehen konnten. Auf die
Helmholtzsche freie Energie a(T, h) umgeschrieben, lauten die Ungleichungen

1 1 1
Ly S <a<—-J—uh.
2J 3 In(2 cosh(Buh)) < a < 2J wh
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Im Grenzfall h — oo konnen wir entwickeln,
In(2 cosh(Buh)) = Ine™" +In (1 + ¢ 24") & Buh + 72000,

womit beide Seiten der Ungleichungskette identisch werden und den Wert
1
a(T,h =) = —§J—/,Lh

liefern. Vergleichen wir dies mit Gleichung (10.16), so stellen wir mit Freuden
fest, daf} sich eine ganze Reihe von Termen heraushebt. Es bleibt

p(T)=—-In2/0 =—kpTIn2

und damit schlieflich, wiederum in Gleichung (10.15) eingesetzt,

o(T,h) = %sz(T, h) + %kBTln (1—m*(T,h)) — kT2, (10.17)

10.2.3 Das Gibbs’sche Potential des Ising-Modells

Es ist noch immer unschon, daf3 wir die Magnetisierung m als Funktion des
Magnetfeldes h ausdricken mussen. Nichts liegt da naher, als eine Legendre-
Transformation zu einer Funktion ¢(7,m) durchzuftihren (vgl. Abschnitt 4.4),

Ja
Oh | h(m)

a(T,m) kennen wir nach Gleichung (10.17), und schlieBlich 148t sich auch h

durch T und m ausdriicken,

1 1 1
h(T,m):—artanhm—Jm = 1n< —|—m> _Jm‘
B poo 26p \1-m 17

g(T,m) =a(T,h(T,m)) — h(T,m) = a(T,m) + ph(T, m)m.

Folglich ist

g(T,m) = %sz + %hl((l —m)(l4+m)) — %IHZ—I—

m 1—m
—In{ — | — 2 = 10.1
+2ﬂn<1—|—m> Jm (10.18)

1 1
= —§Jm2 + §kBT((1 +m)In(l+m)+ (1 —m)ln(l —m)) — kpTIn 2.

Eine Bemerkung mufl hier angefiigt werden. Wir haben die Helmholtzsche
freie Energie pro Gitterzelle genauso aus der Zustandssumme entwickelt wie
die freie Energie selbst (vgl. (6.8)). Die Gibbs’sche freie Energie ergab sich
dann durch eine Laplace-Transformation. In einigen Literaturstellen sind diese
beiden Energien jedoch gerade vertauscht. Die Begrundung ist, dafl die Helm-
holtzsche freie Energie in der Phanomenologie das Volumen, also eine extensive
Grofle enthalt. Die totale Magnetisierung M = mNy ist ebenfalls eine exten-
sive Grofle, daher sollte die Helmholtzsche freie Energie pro Gitterzelle eine
Funktion dieser Grofle sein. Wir werden dieser Maxime nicht folgen.
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10.2.4 Die spezifische Warme des Ising-Modells

Die Entropie 1af3t sich sowohl aus der Helmholtzschen wie der Gibbs’schen freien
Energie berechnen,

S Ja dg

" No  oTlw T T aTlw

S

Wir wahlen die zweite Variante und erhalten
5= —%kB (14 m)In(1+m)+ (1 —m)In(l —m)) + kpln2.  (10.18)

Eine sinnvolle physikalische Grofle ist nur die spezifische Warme bei konstan-
tem Magnetfeld, da sich die Magnetisierung mit der Temperatur andert. Wir
erhalten

Ch_ Ch _68

T  NoT 9Tl

gm
oT In

= —Shp (01 +m) ~In(1 —m)) (10.19)
Bevor wir uns der Aufgabe zuwenden, die sich anscheinend nicht umgehen laf}t,
namlich die Ableitung der Magnetisierung nach der Temperatur bei konstan-
tem Magnetfeld zu berechnen, versuchen wir das Ergebnis fur £ = 0 in den
verschiedenen Temperaturbereichen zu diskutieren. Fur T > T ist m = 0 und
folglich auch ¢;, = 0. Da dies in Wirklichkeit nicht so ist, erkennen wir hier
die Grenzen der Molekularfeldnaherung. Fur T' < T¢ ist m die spontane Ma-
gnetisierung, die stark temperaturabhéngig ist. Damit verschwindet ¢j nicht.
Fir T — T¢ schlieBlich divergiert die Ableitung der Magnetisierung nach der
Temperatur. Der Ausdruck in Klammern wird zwar gegen Null laufen, der
Gesamtausdruck aber bleibt endlich.

Um die Ableitung in der Nahe von T bestimmen zu konnen, beachten
wir, dafl nahe der Curietemperatur T fur verschwindendes Magnetfeld auch
die Magnetisierung klein ist. Damit kénnen wir Gleichung (10.13) entwickeln
und erhalten fur h =0

1 Tem
tanh m ~ —m? = .
artanhm m 4+ 3m T
Diese Gleichung besitzt drei Losungen, von denen die triviale Losung m = 0
unphysikalisch ist. Es bleibt

1, Te Te =T Te —T (To—T\'*

“m?=C 1w = £,/3 ~ .

3" T T o 7 "MTETI ( Te )
(10.20)

Diese Naherung fiir die Magnetisierung kann man nun bei konstantem Magnet-
feld i = 0 nach der Temperatur ableiten und erhalt

om0 [To-T 1 [3 1 Te —T\ ™"
OT lh=0  OT Te — 2\ TeJTc—-T Te ‘
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Dieser Term divergiert tatsachlich fur 7" — T. Schliellich mtissen wir noch
den Klammerausdruck in Gleichung (10.19) fiir verschwindende Magnetisierung
bestimmen,

1
—§k3 (In(14+m)—In(l —m)) ~ —kpm.

Zusammen ergibt sich dann schliefflich

m Te—T1 [3 1 3
~ —kpT-molt| —hpTyf3tC—ti /2 S _ 2
ch BT o ~ P \/ Te 2\/Tc«/TC—T "B

T

T
(10.21)
Wie in der nebenstehenden Abbildung 10.2
gezeigt, ergibt sich fur Werte unterhalb von
T = Tc ein linearer Anstieg, der an der Cu-
rietemperatur spontan auf Null abfallt. Fur
das zweidimensionale Ising-Modell erhélt
man an dieser Stelle eine logarithmische Sin-
gularitat. Die Unstetigkeit fir ¢p, welche
die Molekularfeldnaherung aufweist, ist in
einem Supraleiter sogar experimentell fest-
zustellen. Die Molekularfeldnaherung ist
also eine gute Naherung fir Supraleiter.

Abb.10.2 Unstetigkeit der Warmekapazitat
10.2.5 Die Suszeptibilitat des Ising-Modells

Die Suszeptibilitat x(7, h) fiir die Molekularfeldndherung des Ising-Modells er-
halten wir, indem wir Gleichung (10.13) nach dem Magnetfeld A ableiten,

1 om om
Tz anle =P8 501,
_Omy _ Bp p(d—m?)
X= | = =TT — (= mT)’ (10.22)
2 —pJ
1—m

wobel wir J = kpT¢ eingesetzt haben. Wir interessieren uns fur die Nullfeld-
suszeptibilitat x (T, h = 0) und unterscheiden wie {iblich zwei Falle. Fir T > T
ist m(t,h =0) =0, also

-
k5(T — Tc)

Diese Gleichung stellt das Curie- Weifische Gesetz dar. Fur T' < T¢ ist dagegen
m(T,h = 0) # 0. Wir konnen aber nahe der Curietemperatur T das Magnet-
feld gemafl Gleichung (10.20) entwickeln, es ergibt sich in nullter Naherung
1 —m? ~ 1 und in erster Naherung

X(T > Te,h = 0) (10.23)

T—1-—m)Te=m*Tc —Tc+T~3Tc —T)-Tc+T=2Tc—T),

also

T < Te,h=0) = m (10.24)
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10.2.6 Das Phasenverhalten des Ising-Modells

In diesem Unterabschnitt werden wir Ising-Modell und Gittergasmodell gleich-
zeitig benutzen — eine etwas ungewohnliche Variante, aber geradezu geeignet
fur so etwas wie das Phasenverhalten des Ising-Modells. Zur Erinnerung daher
hier noch einmal die Identitaten zwischen beiden Modellen:

N
2p—1=m pG = 2uh —2J ,0:<N—>
0
R R 1 v (10.25)
v, = —4J;; —pUOZCLI—MI’L+§J vo = o
0

Wir wollen nun —pvg berechnen, indem wir die Helmholtzsche freie Energie aus
Gleichung (10.17) nach p umschreiben und dazu

1
wh = —Jm + kT artanhm = —Jm + §kBT(1n(1 +m) —1In(l —m))

beachten,
1 51 9 1
—pvg = §Jm 51{3 In(l —m?) —kpTIln2 — uh + §J =
1
= §J(1—|—m)2—|—kBT1n(1—m)—kBT1n2: (10.26)

1
= §J(2,0)2 + kpTIn(2 —2p) — kpTIn2 = 2Jp* + kT ln(1 — p).

Bei Entwicklung in (vg/v) = (V/No)/(V/(N)) = p ergibt sich eine Virialent-
wicklung ahnlich derjenigen in Gleichung (10.9).

Bereits beim van der Waals’schen Gas in
Abschnitt 4.2.2 hatten wir die Koezistenz- p
kurve kennengelernt, die im pv-Diagramm
den Bereich, in dem sowohl eine gasformige |
wie eine fliissige Phase vorlagen, vom Rest- | ==
bereich abschnitt. Die Isothermen wurden existenzkurve
mittels Maxwellscher Konstruktion inner- U Uéf
halb des Koexistenzbereiches durch Gera-

T<T¢

den ersetzt, was der Realitat sehr nahe kam. Abb. 10.3 Die Koexistenzkurve

An den Punkten (vf,peo) und (vy,peo) (der Index ,,co® steht fiir coexi-
stence), die in Abbildung 10.3 den Schnitt der Isotherme mit der Koexistenz-
kurve markieren, kam es zu Diskontinuitaten. Da auch die Magnetisierung bei
verschwindendem Magnetfeld A = 0 eine Diskontinuitat in Form der spontanen
Magnetisierung aufweist, ahnen wir bereits ein ahnliches Phasenverhalten. Um
es aber auch nachzuweisen, berechnen wir fur 7 = 0 den Ausdruck —pcovg. Aus

m = Buh + Jm folgt fur h =0

artanh m B In(14+m)—In(l—m)
Jm N 2Jm
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und damit

Peotio = %J(l +m?) + Jm + 2Jm1n(i“fm)”_"‘)ln(in_2m) _
In(1 +m)+1In(l —m) —2In2
In(14+m)—In(l —m) -
In(1 —m?)—In4
In(1+m)—1In(l - m))

1
= §J(1—|—m2)—|—Jm

1
=5/ (1 +m* +2m (10.27)
Diese Funktion ist symmetrisch beztiglich m. Machen wir graphisch, wie in
Abbildung 10.4 gezeigt, eine Variablensubstitution m — p und eine Transfor-
mation p — p~! ~ v, so erhalten wir eine Kurve, die der Koexistenzkurve in

Abbildung 10.3 sehr dhnlich sieht.

Abb.10.4 Konstruktion der Koexistenzkurve fiir das Ising-Modell

10.2.7 Die Korrelationsfunktion

Zur weiteren Diskussion in den kommenden Kapiteln benotigen wir die Korre-
lationsfunktion

. 1 0

o <U]> - ﬁﬂ ah]
Dabei haben wir im letzten Schritt schon eine Form gewahlt, die uns im Fall
der Molekularfeldnaherung zum Verschwinden der Korrelationsfunkion gefiihrt
hatte. Im allgemeinen Fall, den wir hier zum Abschlufl dieses Abschnitts behan-
deln wollen, verschwindet diese Funktion jedoch nicht. Die Verallgemeinerung
geschieht durch die Wahl einer allgemeineren Verteilung, fur die im Falle eines
ortabhangigen Magnetfeldes h; (die Ortsabhangigkeit ist durch die Wahl eines
Index ausgedriickt) auch der zugeordnete Erwartungswert (o;) ortsabhangig
ist. Mit dieser Verteilung verallgemeinern wir Gleichung (10.13) zu

@Q
~
<
I
P
Q>
!
Q>
<
e
|
P
>
~
e

(63). (10.23)

artanh((o;)) = Buh; + 3 Z Jij{oj).
J(F#1)

Die Ableitung dieser Gleichung nach dem Magnetfeld,

1 (o)
1—{0;)? Ol

o

= Budi+8 > Ji 19)
— Ohy
J(F1)
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fuhrt uns zu einer Gleichung fur die Korrelationsfunktion. Lassen wir nach die-
ser Ableitung das Magnetfeld verschwinden, so kénnen wir (o;) = m ersetzen,
es ergibt sich

mGil = Bupdy + 0 Z Ji;i G
J(F9)
Da J;; und ¢;; Funktionen der Differenz Ri— Ej sind, gilt dies aufgrund der

Gleichung zwangslaufig auch fur G;;, die Korrelationsfunktion ist also transla-
tionsinvariant, und die Gleichung geht tber in

! 3 G(él — él) — ﬁu5(él — él) + 7 Z J(él — EJ)G(EJ — él)

J(#1)

1—m

Der Einfachheit halber gehen wir an dieser Stelle auf eine eindimensionale Be-
trachtung uber, die sich aber leicht verallgemeinern lafit. Wir konnen die ein-
zelnen Funktionen durch ihre Fourierreihen ersetzen,

1 - N ‘
J(AR;) = — Z J(q)eAB mit  J(q) = ZJ(ARi)G_ZqARi,

G(AR) = ) Gl mit G(q) = Z G(AR;)e~ 18R

wobei ¢ alle Punkte der ersten Brillouinzone durchlauft. Eingesetzt in die
Gleichung geht die Faltung im zweiten Term in eine Multiplikation tiber, eine
Auflésung nach G(¢) wird moglich,

=14 8J(0Clg) é<q>=( 12—5j<q>)_. (10.25)

1—m

Um die Rechnung zu vereinfachen, betrachten wir ein eindimensionales System,
in dem nur die nachsten Nachbarn miteinander wechselwirken. Dann ergibt sich

j(q) = Z J(AR)e "2 = J(—a)e' " + J(a)e™ 1" =: Jj cos(qa),

wobel a der raumliche Abstand zu den Nachbarn ist. Jy ist der Fourierkoeffizi-
ent bei ¢ = 0, und so ergibt sich weiter Jy = j(O) => . J(AR;) = J = kpTc,
wobel wir zum einen die Definition von J aus Unterabscnitt 10.1.1, zum ande-
ren die Definition von T aus Unterabschnitt 10.2.1 verwendet haben. Damit
folgt nun schliellich -

Gla) = T — T¢ cos(qa)’

Dieser Ausdruck mufl nun wieder in den Ortsraum zurticktransformiert werden.
Betrachten wir den Idealfall eines unendlich ausgedehnten (eindimensionalen)
Gitters, so geht die Summe uber ¢ in ein Integral iber die erste Brillouinzone
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tiber, die durch —7/a < g < 7/a gegeben ist, wobei noch ein Normierungsfaktor

V /27 hinzukommt. Mit V' = Nya ergibt sich

Voo 4 1 [T Teitrdt
— zqaxd -
57N / Glg)e™™ dg

G(a - -
(a-) 27 J_. T —Tccost’

—n/a

t

Ersetzen wir 2z = e*', so erhalten wir ein Integral iiber den Einheitskreis in der
2

komplexen Zahlenebene,

1 Tz* dz 1 2T 2%dz
Gla-z) = — i I . T o 2 -
2m =1 T — 5To(2 +271) = 271 Jisj=1 272 — Te (22 + 1)
1 2T72%dz
271 12]=1 Tez?2 — 2Tz + T

Gemafl dem Residuensatz ist der Wert dieses Integrals gegeben durch die Re-
siduen zu den eingeschlossenen Nullstellen des Nenners. Die Nullstellen des

—Ti T\’ 1
21/2—TC Te .

Beschranken wir uns auf 7' > T, so sind beide Nullstellen reell. Aus der
speziellen Gestalt des Nenners erkennt man sofort, dafl das Produkt z122 = 1
ist, also liegt nur eine Nullstelle innerhalb des Einheitkreises, und diese ist die
kleinere, z,. Es ergibt sich also

Nenners ergeben sich als

2T =% 2T 2"
Gla-z) = —R i) =R T
(a-x) eS{Tczz—QTz—l—Tc’Zz} To es[v—zl)(z—zz)’“}
2T 2% Tz  Texp(—az/{)

(10.29)

_TC(ZZ_Zl):w/Tz—Tg«_ \/Tz—Tg« ‘

Dabei wahlten wir im letzten Schritt

a a 1 T T\?
Zy =: exp <_E> = E:m(Z):anl:m(E—I— (E) —1>.

Die rechte Seite dieser letzten Gleichung verschwindet fur T' — T, also ist bei
festem Gitterabstand a die Kohdrenzlange £ als Funktion der Temperatur in
diesem Grenzfall divergent, ebenso wie auch der Vorfaktor der Korrelations-

funktion in Gleichung (10.29).

Zum Abschluf leiten wir noch eine Beziehung zwischen Korrelationsfunk-
tion und Suszeptibilitat her, die sich aus

—_ ~ —_ TC
;G” = G(0) = T

und dem Curie-Weilschen Gesetz in Gleichung (10.23) ergibt,
Y Gy= - (10.30)
J

Bu’
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11. Landaus Theorie der Phasenubergange

Die Landausche Theorie der Phasentibergange stellt im gewissen Sinne eine
Erweiterung der Erkenntnisse dar, die wir in den vorangegangenen Abschnit-
ten gewonnen haben. Sie ist in den Parametern Temperatur 7', Magnetfeld h
und Magnetisierung m formuliert. Dies bedeutet aber nicht, dafl sie nur fur
magnetische Systeme Gultigkeit besitzt. Allgemeiner kann man von m als Ord-
nungsparameter und von h als dem angeglichenen Feld sprechen, einem Feld
also, beil dem der Ordnungsparameter gerade das Minimum eines der thermo-
dynamischen Potentiale (a,g,...) anzeigt. m und h kénnen dabei in beliebiger
Dimension auftreten.

11.1 Die Minimalitatsbedingung

Ein magnetisches System ohne aufleres Magnetfeld besitzt die Eigenschaft, dafl
das Gibbs’sche Potential als Funktion der Temperatur und der Magnetisie-
rung ein Minimum annimmt. Um jedoch im Folgenden von Absolutwerten
unabhangig zu werden, wollen wir durch eine geeignet abgeanderte Legendre-
transformation ein Gibbs’sches Potential ¢ definieren, das nicht von der Tem-

peratur T selbst, sondern von der reduzierten Temperatur ¢ := (T — T¢) /T
abhangt,
. Oa(T, h)
=a(T,h —h 7" =
glem) = (T, hm)) — ) 22T
= o(T.h(m)) + pmh(m)  mit L] =
= a(T,h(m pmh(m mit | = ph.

Wir haben dir reduzierte Temperatur aus praktischen Griinden so gewahlt, dafl
Temperaturen unterhalb der Curietemperatur einem negativen Wert von ¢ ent-
sprechen. Eine weitere (unvollstandige) Legendretransformation fiihrt zuriick
zum Helmholtzschen Potential, das nun zusétzlich von einem weiteren Para-
meter 1 abhéngt, ) )

gl(@, m, h) = g(gv m) - Mmh

Wie bereits in der Einleitung zu diesem Kapitel angekindigt, wird das Magnet-
feld fur das minimierte Potential tatsachlich durch diesen Parameter eingestellt,
denn wir erhalten aus der Minimalitatsforderung

oa ag - ~ -
—| === —uh=uyh—uh= h=~h
6me 6me H H H 0 =
und ferner
Oa) _ Qg _ Ohp _ (0m\T_p
8m25_8m25_uama_u aha _X

Die Suszeptibilitat y ist aber

=T~ Do) = Bule?) ~ (o)) 2 0,
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es handelt sich also wirklich um eine Minimalstelle. Landaus Idee war nun
die folgende: Haben wir einen kontinuierlichen Phasentibergang vorliegen, so
andert sich bei Unterschreiten der Curietemperatur T die Magnetisierung

m(ﬁ), die wir aus der Minimalitatsbedingung a = 0 erhalten konnen, stetig.
Wir kénnen daher a(e,m,h) in eine Potenzreihe in m entwickeln,

a(z,m, h) = g(e,m) — pmh ~ do(e) + a1(e)m? + az(e)m* — pmh + O(m").

Dabei haben wir uns mit dieser Reihe schon auf den Fall eines verschwinden-
den Magnetfeldes beschrankt, in dem es aufgrund der Symmetrie des Systems
bezuglich der Magnetisierungsrichtung keine Terme mit ungeraden Potenzen
von m geben kann. Der Term as (&) muf positiv sein, da sich sonst kein absolu-
tes Minimum fiir das Potential finden liele. a;(¢) unterliegt dagegen keinerlei

Beschrankungen. Damit entspricht das Sy-
stem einem phanomenologischen Modell mit
Symmetriebrechung, wie es in der nebenste-
henden Abbildung 11.1 gezeigt ist, wenn wir
ai(e) > 0 mit T > T¢, also ¢ > 0, und
a1(e) < 0mit T < Te (e < 0) identifizie-
ren. dp(e) mufl also eine ungerade Funktion
in der reduzierten Temperatur ¢ sein, und
wir wahlen die einfachste Moglichkeit, in-
dem wir die Potenzreihe nach der zweiten

Ordnung abbrechen,

Abb.11.1 spontane Symmetriebrechung

1(e) =as,  a>0,

Die Grofle a, die wir bezuglich der Magnetisierung m zu minimieren haben, ist
also

G = o + dem?® + dym®* — pmh = min, (11.1)

und diese Minimierungsbedingung lautet

98 e + daym® —ph =0, h=h, (11.2)
om

was wegen der letzten Gleichheit auch in der Form
2aem + dagm® — ph =0 (11.3)
geschrieben werden kann.

11.2 Kritische Exponenten

Die verschiedenen thermodynamischen Groflen sollen in diesem Abschnitt in
ihrer Abhangigkeit von der reduzierten Temperatur und dem Magnetfeld be-
schrieben werden. Allerdings interessiert uns dabei nur die Potenzordnung,
also die Exponenten beziglich dieser beiden Parameter. Diese Exponenten
werden als kritische Ezxponenten bezeichnet. Sie lassen sich experimentell be-
stimmen, und der Vergleich mit dem errechneten liefert ein Maf} fir die Gute

des gewahlten Modells.
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11.2.1 Die kritische Isotherme

Die kritische Isotherme beschreibt an der Curietemperatur (¢ = 0) die Abhén-
gigkeit der Magnetisierung vom Magnetfeld. Aus Gleichung (11.2) erhalten
wir .

s _ ph

= — = m~h'/?, allgemein m ~ h'/9.
4@2

m

11.2.2 Die spontane Magnetisierung
Fiir £ > 0 ist m = 0. Fiir ¢ < 0 dagegen entnehmen wir aus Gleichung (11.2)

m2 = _ Oig = m~ |5|1/27 allgemein m ~ |e|”.
2@2

11.2.3 Die Suszeptibilitat

Zur Bestimmung der Suszeptibilitdt y leiten wir Gleichung (11.3) nach dem
Magnetfeld h ab,

om om om L
20— + 12a4om*— —u=0 <& = = .
acg Temm gy X7 T 2ae + 12am2

Wie ublich soll uns nur die feldfreie Suszeptibilitat interessieren. Fur ¢ > 0 ist
m = 0 und damit

oo et allgemein y ~ e~ 7.

N 54e

Fir e < 0 ist zwar m # 0. Aus den Berechnungen des folgenden Unterab-
schnitts ergibt sich aber

X~ le| 7, allgemein \ ~ || ™7,
wobei im allgemeinen auflerdem ~" # v ist.
11.2.4 Die spezifische Warme

Um die spezifische Warme ¢, bei konstantem Magnetfeld zu bestimmen, miis-
sen wir zunachst die Entropie pro Teilchen berechnen,

TTor T GE P
da(e,m,h) ‘ da(e,m, h) ‘ Om(e)
Oe m,iz am m,iz Oe N
_ Oa(e,m, h) g
) i

wobel der letzte Term im vorletzten Schritt aufgrund der Minimalitatsbedin-
gung verschwand. Es ergibt sich fur die spezifische Warme

Ch 0 ( ) _Om?
— s —5g) ~ & )
Oe

T 0T
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Fur ¢ > 0 ist m = 0 und damit auch ¢; = 0. Fur ¢ < 0 wissen wir aus Un-
terabschnitt 11.2.2, da m? ~ ¢ ist, die spezifische Warme wird also konstant.
Die Stelle ¢ = 0 ist also eine Unstetigkeitsstelle, die im allgemeinen sogar als
Singularitat angenommen wird,

!
cp~e Y fure >0, ep ~ le|”% fir e <O0.

Im Falle des Landauschen Modells ist, wie wir gesehen haben, o = o' = 0.
11.2.5 Einige Bemerkungen
Die Schreibweise y ~ =” bedeutet stets

Inly| _
z—0 1n|x|

Y

meint also das Potenzverhalten im Grenzfall. Es ist ferner mittlerweile gelun-
gen, aus Stabilitatsiberlegungen der Thermodynamik heraus Beziehungen in
Form von Ungleichungen zwischen den kritischen Exponenten zu erhalten,

o +004+1)>2, A >p600-1),
~(04+1) > (2a)(6 — 1) (Griffith) o' +28+4++">2 (Rushbrooke)

Interessant ist nun Folgendes: Falls v ezistiert, so sind diese Ungleichungen
als Gleichungen erfillt, d.h. «a, o', 7, ¥/ und § sind nicht mehr unabhéngig
voneinander. Wir konnen das ganze System der kritischen Exponenten dann
durch zwer unabhangige Exponenten beschreiben, welche uns die im nachsten
Abschnitt beschriebene Skalenhypothese liefert.

11.3 Die Skalenhypothese

Die Skalenhypothese lautet: reduziert man die relative Temperatur ¢ um einen
beliebigen Faktor z, so kann das Magnetfeld durch einen entsprechenden Faktor
f(2) so verandert werden, dafl sich dieselbe Thermodynamik ergibt. Da die
Thermodynamik durch eines der Potentiale, in diesen Variablen speziell durch
die Helmholtzsche freie Energie a(e, h) beschrieben wird, lautet die Hypothese
in Formeln geschrieben

a(ze, f(z)h) = g(z)ale, h).

Dabei haben wir die freie Energie zugleich so umgeeicht, daf} sie fur ¢ = 0 und
h = 0 verschwindet. Es ist verhaltnisméfig leicht zu erkennen, dafi f(0) =
¢(0) = 0 ist. LaBt man auf der linken Seite der Gleichung z gegen Null laufen,
so hangt diese Seite nicht mehr von ¢ ab. Das mufl auch fur die rechte Seite
gelten, und die einzige Moglichkeit, dies zu erreichen, ist, g(0) = 0 zu setzen.
Damit ist aber die rechte Seite auch nicht mehr abhangig vom Magnetfeld,
was wiederum auch die linke Seite erfillen muf}. Dies kann aber nur durch

die Wahl f(0) = 0 erreicht werden. Damit sind aber f(x) und g(z) fiir kleine
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Werte von z einfache Potenzen von x, und die freie Energie besitzt die Gestalt
einer verallgemeinerten homogenen Funktion mit der Eigenschaft

a(\** 2, \*" ) = \a(z, h) (11.4)

Leiten wir diese Gleichung nach dem Magnetfeld i ab, so ergibt sich auch fur
die Magnetisierung eine entsprechende Beziehung

A (A% e, N B) = Am(e, h). (11.5)

Wir wollen in den folgenden Unterabschnitten mit Hilfe dieser Gleichung die
kritischen Exponenten noch einmal berechnen und durch die charakteristischen
Zahlen o, und ap ausdricken.

11.3.1 Die kritische Isotherme

Setzen wir in Gleichung (11.5) zunéichst & = 0, so erhalten wir
A% m (0, A" k) = Am(0, h).
Wihlen wir nun speziell A = h~1, so ergibt sich
h=tm(0,1) = A=Y m(0,h) <  m(0,h) = m(0,1)p1=on)/an

was die Abhangigkeit der Magnetisierung vom Magnetfeld fur die Curietem-
peratur, also die kritische Isotherme liefert. Der Vergleich mit Unterabschnitt
11.2.1 liefert § = ap /(1 — o).

11.3.2 Die spontane Magnetisierung
Wiéhlen wir in Gleichung (11.5) h = 0 und ¢ < 0, so ergibt sich

A m (A% e,0) = Am(e,0)

und speziell fiir A\ = |g| ™!

]/ % m(=1,0) = [¢| T/ m(c,0) & m(e,0) =m(=1,0)[g[ (@

und damit aus dem Vergleich mit Unterabschnitt 11.2.2 8 = (1 — ay)/ae..
11.3.3 Die Suszeptibilitat

Hierzu differenzieren wir Gleichung (11.5) noch einmal nach h und setzen dann
h =0,
A2 (A% e,0) = Ax(e,0).

Fir A% = |¢|7! ergibt sich
|| 72an %\ (£1,0) = || 7% y(2,0) & x(e,0) = y(£1,0)]g|"anD/es,

Diese Beziehung gilt fur beliebiges Vorzeichen von ¢. Der Vergleich mit Unter-
abschnitt 11.2.3 liefert aus diesem Grunde v =~' = (2ap, — 1)/ac..
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11.3.4 Die spezifische Warme

Wegen ¢, ~ 0%a/0e? erhalten wir aus Gleichung (11.4) durch zweimaliges
Ableiten nach ¢ und anschliefende Wahl A =0

A2ae Ch(/\aaef,()) = /\Ch(af,()).
Fiir A% = |71 erhalten wir
o] 2en(£1,0) = |e| 7Y% en(,0) e en(e,0) = ep(1,0)|e| 2D/ e

und damit aus dem Vergleich mit Unterabschnitt 11.2.4 erneut fiir beliebiges
Vorzeichen von ¢ das Ergebnis a = o/ = (2a. — 1)/a..

11.3.5 Das Skalenverhalten der Landauschen Theorie

Naturlich muf3 uns interessieren, ob die Landausche Theorie tiberhaupt die
Skalenhypothese erfullt. Demnach miuifite

4

a(e,h) = min (&mz + aom® — Mmh)

Gleichung (11.4) erfiillen. Dies scheint zunachst einmal nicht gegeben. Doch
wir haben in diesem Ausdruck noch einen weiteren Freiheitsgrad, den wir um-
skalieren konnen, namlich die Magnetisierung, beztiglich derer wir das Mini-
mum bestimmen. Wahlen wir statt m fur die Magnetisierung den Ansatz
m' = A7%m, so ergibt sich die Forderung

mi/n (x\aa"i'zxo?smlz + A\ aam/t — /\ah"i'x/,Lmh) =

m

' . ~ ~

= Amin (ozem'z + Gaom’ — Mm’h) .
!

m

Diese ist erfullt fur

1 1 3
c Q20 = 4 = =1 = -, e = =, = —,
a. + 2x T ap +x = T 1 « 5 ayp, 1
Damit erhalten wir die kritischen Exponenten
!/ 1 !/
a=a =0, [325, vy=~ =1 und 4 =3,

die genau den Werten entsprechen, die sich zuvor auf anderem Wege ergaben.
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11.3.6 Experimenteller Nachweis der Skalenhypothese

Die Skalenhypothese liefert uns fur die Magnetisierung die Beziehung
A m(A% e, X" h) = Am(e, h). (11.6)

Durch die Wahl A% = [¢]7!] in diesem Fall jedoch nicht fiir verschwindendes
Magnetfeld h, erhalten wir

m(+1, |e| 7%/ ) = ||/ m(e, h).

Mit der Umbenennung h(e,h) = |e|~*/%h,
(e, h) = |e|(@n =D/ m(z, h) ergibt sich

m(e,h) = m(:l:l,%(e,h)), CrBro

Die umskalierte Magnetisierung m ist also nun
nur noch Funktion einer Veranderlichen h. Dies

31

laBt sich experimentell nachweisen. So zeigt Ab-
bildung 11.2 links die Abhangigkeit fur CrBrs,

rechts in einer anderen Darstellung fiir einen Fer-

romagneten. Abb. 11.2 Skalenverhalten

11.4 Die Ginzburg-Landausche Theorie

Den Schliissel zu einem etwas allgemeineren Verstandnis der Phéanomene an
der Curietemperatur bildet die Kohérenzlange &, die wir in Gleichung (10.29)
zum Ende des vorangegangenen Kapitels einfihrten. Diese Koharenzlange di-
vergierte fur ¢ — 0. Wir werden sehen, dafl wir auch fur sie einen kritischen
Exponenten definieren konnen.

11.4.1 Eine Theorie inhomogener Felder

In einem ersten Schritt wollen wir uns von der stillschweigenden Grundannahme
l6sen, dafl das Magnetfeld homogen ist, und eine Theorie fir inhomogene Felder
formulieren. Dazu miussen wir erneut das Gibbs’sche Potential nach Potenzen
der Magnetisierung entwickeln. Dabei kann nun aber m an jedem Ort verschie-
den sein,

G(e,{m;}) = ZAijmimj + Z Bijpimimjmgmy.

6 6kl

Ungerade Potenzen konnen aufgrund der Symmetrie nicht auftreten, der Null-
term ist in F' hineingezogen worden. Wir definieren weiter eine freie Energie

A:F—/,LZhimi.
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Diese Ausdriicke sind aufgrund der vielen Indizes schwierig zu berechnen. Wir
machen daher die Annahme, daf} die Magnetisierung nur schwach ortsabhangig
ist, und konnen dann den Ubergang zum Kontinuum durchftihren,

g Aijjmim; — /d3r dr' A7, 7 Yym (7 Ym(F"),
]
E Bijklmimjmkml —
i,5,k,1
/d3r v’ dPr" " B(F Y m (P ym (P Yym (P Ym(F).
Zur weiteren Vereinfachung nehmen wir an, dafl die Wechselwirkung nur kurze

Reichweite besitzt. Dann liefert B(#, 7/, 7", #"") nur fir v = 7' = 7" = 7"

einen wesentlichen Beitrag. Wir konnen dann schreiben
/dST d3r’d3r"d3r"’B(F, 7;»/7 7;»//7 F”/)m(F)m(F’)m(F”)m(F”/)
~ B/d3r(m(F))4.

Fir den anderen Anteil wollen wir etwas vorsichtiger entwickeln. Wir halten
zunéchst fest, dal A(7",7') nur vom Betrag des Abstandes abhéngen kann, da
wir nur die relative Lage der Spins zueinander mit einbeziehen. Wir schrei-

ben daher A(7#, ") = A*(|r — 7'|). Gerade aufgrund dieser Eigenschaft ist es
sinnvoll, neue Koordinaten einzufithren,
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mit A 1= [ & p'A*(2p"). Zur Auswertung des rechten inneren Integrals wahlen
wir die z’-Achse in Richtung des Gradienten ﬁpm(ﬁ), es ergibt sich

- [ a5 V() =
= [Pl cos ¢ g dcosd) =

) 27 1
—(©()? [ et [ [ -
0 —1

0

= K(V,m(7))?.

Nennen wir p wieder in ¥ um, so ergibt sich fiir den quadratischen Term also
/d3r Br' A7, 7 Ym(7ym (7)) ~ A / Erim(F))? + K / d%(ﬁrm(F))z.

Wir kénnen schlieflich auch noch A selbst bestimmen, indem wir beriicksichti-
gen, dafl fur ein homogenes Magnetfeld auch die Magnetisierung homogen wird
und damit der zweite Term in der eben angegebenen Formel verschwindet. Der
erste Term ist dann aber gerade der in der Landauschen Theorie verwendete.
Man kann also A = de setzen und erhilt als Gesamtergebnis

A= &5/d3r(m(F))2 +I§’/d3r(6rm(7ﬁ))2+
+B/d3r(m(F))4 —/,L/d?)rh(F)m(F). (11.7)

11.4.2 Minimierung bezuglich der Magnetisierung

Die freie Energie A muf} beztiglich der Magnetisierung m minimiert werden. die
Magnetisierung ist aber eine Funktion, A folglich ein Funktional der Magneti-
sierung. Das Extremum fiur A als Funktional ergibt sich in diesem Fall durch
Variation der Funktion m und der Forderung, dafl die sich ergebende Variation
des Funktionals A[m] verschwindet. Variieren wir die Magnetisierung geméaf
m(7) — m(7 ) + dm(r), so erhalten wir

§A[m] = 2&5/d3rm(F(5m(F) +21§’/d3r€rm(F)€rAm(F)+

4B/d3r(m(F))35m(F) —/,L/dSTh(F)5m(F) = 0.

Um fortfahren zu konnen, integrieren wir den zweiten Term partiell. Dabei
nehmen wir an, dafl es keine Randterme gibt, dafl also am Rand entweder
m(r) oder ﬁrm(F) verschwindet. Man spricht hier von einer Dirichletschen
bzw. Neumannschen Randbedingung. In diesem Fall ergibt sich dann

211’/d3r6rm(7?)6r5m(ﬁ) = —2I~(/d3rAm(F)5m(F)
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mit dem Laplaceschen Operator A := V2. Das Ergebnis dieser partiellen In-
tegration ist, daf wir nun beide Integrale zu einem Integral zusammenfassen
konnen, das dann verschwindet, wenn der Integrand verschwindet. Da die Va-
riation aber beliebig angenommen wird, ist diese notwendige Bedingung auch
hinreichend,

!

2am(7) + 2K Am(7) + 4B(m(7))* — ph(7) = 0. (11.8)

U die nachsten Schritte etwas einfacher zu gestalten, fuhren wir eine Funktio-
nalableitung ein. Diese Funktionalableitung lafit eine Funktion, die von einer
bestimmten Anzahl von Ortsvektoren abhéngt, auch von den Ortsvektoren
abhangen, in deren Abhangigkeit die Funktion steht, nach der abgeleitet wird.
Dabei braucht diese Funktionalableitung nicht wieder eine Funktion zu sein,
sondern kann auch eine Distribution darstellen. Die Funktionalableitung einer
Funktion nach eben dieser Funktion an einem anderen Ort liefert beispielsweise
die Diracsche Deltafunktion,

welche strenggenommen eine Distribution darstellt, da sie nur uber eine Test-
funktion, also die integrale Wirkung auf eine ,echte® Funktion erklart ist. Die
Funktionalableitung der Magnetisierung nach dem Magnetfeld ergibt

dm(r)
Sh(r")

= G(F, 7). (11.9)

Damit ist die funktionale Abhangigkeit der Magnetisierung vom Magnetfeld
gegeben als

m[Rh](¥) = m(7,h(F)) + / G(7,7R(F P r 4 ...
Differenziert man daher Gleichung (11.8) funktional nach h(7"'), so ergibt sich
26eG(F — ') = 2K A, G(F —7') + 12Bm?*G(7 — ') = ud* (¥ —7')  (11.10)

fur A = 0. Zur Herleitung dieser Gleichung war Folgendes zu beachten:

o Wir konnen die Wirkung des Laplaceoperators von der Magnetisierung auf
die Funktion G ,abwélzen*, indem wir m(7) = [&*(F — 7" ym(F")d*r"

schreiben. Dann ist A,m(r) = I(Ar(gi’)(f’ _ F”))m(?”)dz’)r” und folglich
= /Ar53(77 —F”)G(F”,F’)d3r” =
= [ = NG =

- /5(F — P AW GE T = NG,
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wobel wir im vorletzten Schritt zweimal partiell integrierten.

o Die Deltadistribution auf der rechten Seite kommt entsprechend durch die
funktionale Ableitung von

h(i) = /5(F — R

nach h(r"') zustande.

e Da m = m(7) fiir verschwindendes Magnetfeld konstant ist und ansonsten
keine weiteren Ortsabhéngigkeiten auftauchen, kann G(r,7") nur von der
Differenz 7 — 7/ abhangen.

Erinnern wir uns noch, dafl wir die entsprechende Gleichung in der Molekular-
feldnaherung durch Fouriertransformation gelost haben, so ist es naheliegend,
dies auch hier zu versuchen,

Xy o\ G 3 o\ o\ i T
G(q)= /G(r ye't"d’r, G(r) —/G(q)e )
Die Transformation liefert
26G(7) - 2K(~7*)G(7) + 12Bm*G(7) =

e G = — i . (11.11)
2K qg? + 12Bm? + 2ae

Fur T > T¢ 1st m = 0 und daher

- 1 1
)=t — = L — (11.12)
2K ¢*+ae/K 2K ¢ +~k

Wie G ist auch G nach der Riicktransformation nur vom Betrag des Arguments
abhangig, es ergibt sich die Yukawa-Funktion

G(r) ~ 1e_r/5 mit 1 =r?=—.

r £? K

Damit sind wir endlich wieder bei der Koharenzlange ¢ angelangt. Im Fall
T < T¢ miissen wir m?
proportional zu € ist und mit dem anderen in € linearen Term zusammengefaflt
werden kann. Damit andert sich zwar der Wert der Korrelationslange, der

Qe

(11.13)

in ¢ entwickeln, was aber in niedrigster Ordnung

funktionale Zusammenhang bleibt jedoch derselbe,

. | } 1

G(q) ~ o = G()~ a2 /e
(d ist die Dimension). Gleichung (11.13) definiert einen weiteren kritischen
Exponenten, ¢ ~ |¢|7'/2, allgemein

E~lel™

v wird allgemeiner kritischer Ezponent genannt. Auch fir T = T¢ 1at sich G
bestimmen, wir erhalten G(7) ~ ¢~2 und G(7) ~ r~(4=2)  allgemein

G(7)~q 2t firg—0 = GF)~r @28 fir r - co.
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11.4.3 Bemerkung zur geschichtlichen Entwicklung

Die Skalentheorie stammt urspunglich aus der Hochenergiephysik, die mit re-
lativistisch bewegten Teilchen arbeitet. Die Energie-Impuls-Beziehung fur ein
solches Teilchen ist gegeben als

E? = ﬁ202 + m2et.

Ist diese Gleichung erfullt, so sagen wir, daf sich das Teilchen auf der Mas-
senschale befindet. Dies mufl aber nicht fur alle Teilchen gegeben sein, bei-
spielsweise nicht fur solche Teilchen, die nur innerhalb eines Streuprozesses
ausgetauscht werden und somit nicht nach auflen in Erscheinung treten. Die

Klein-Gordon-Gleichung
(R* O +m*c)(x) = f()
beschreibt die Wellenfunktion ¢(x) eines solchen Teilchens bei Anwesenheit

einer Storfunktion f(x). Diese Gleichung kann durch Fouriertransformation
gelost werden,

b(z) = / (;ZTZ;e—W/%(p» flx) = / (;ZTZ;eW/hﬂp),

und fuhrt dann auf
(=B + 5% +m*c ) (p) = f(p).
Verschwindet die Storfunktion, so liegt das Teilchen auf der Massenschale. Ist

sie nichtverschwindend, so ist das nicht der Fall, wir konnen dann durch diesen
Faktor dividieren und erhalten

W(p) = /(o)

ﬁZCZ + mict — E2 )

Dieser Ausdruck dhnelt sehr der Fouriertransformierten der funktionalen Ab-
leitung G(¢) in Gleichung (11.12), die mit der Kohérenzldnge in Verbindung
steht. Fur die Hochenergiephysik bedeutet dies: Erhohen wir die Energie und
erzeugen keine weiteren Teilchen mit hoheren Massen, so ist p2c? gegeniiber
m?ct dominant, und wir erhalten eine Wellenfunktion, deren Reichweite ¢ nicht
von der Masse der Teilchen abhangt und fur eine periodische Storfunktion, d.h.
eine ebene Welle und damit fiir f(p) ~ const die Yukawa-Funktion enthélt,

dEf 1 1B
oo~ [ oo 2rew (5t —an).
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11.5 Die Renormierungstheorie

Was fiir Konsequenzen ergeben sich daraus, daf} fiir |¢| — 0 die Kohérenzlange
beliebig grofl wird? Auch wenn der im Folgenden zu beschreibende Effekt dort
nicht auftritt, betrachten wir der Anschaulichkeit halber einen eindimensio-
nalen Kristall (Abbildung 11.3). Wird die Kohérenzldnge £ grofl gegen die
typische Reichweite ¢ der Wechselwirkung, so kommt es nicht mehr auf die
Gitterstruktur im einzelnen an (man beachte jedoch, dafl die Lage der Cu-
rietemperatur T¢ sehr wohl von den Details der Wechselwirkung abhéngt).

0O o0 o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o oo

—g= L g

Abb.11.3 Eindimensionales Gitter und Kohé&renzlange

Vergroflern wir also &, indem wir die Temperatur des Systems naher an T¢
heranfihren, so muflte sich fur die Spins einer Zelle L ein gemeinsamer Para-
meter ¢ finden lassen, der dann allerdings kein Spin mehr ist, da er auch andere
Werte als +1 annehmen kann. Fur die Situation ¢ < L = A\g < £ ergibt sich
dann eine neue Hamiltonsche Funktion,

ZJ i /,LZhO'Z (11.14)

Wir reskalieren nun alle auftretenden Groflen mit dem Parameter A und begin-
nen dabei mit der Koharenzlange, fur die wir verlangen, dafl sie in den neuen
Einheiten ihren Wert nicht andert,

£(€) = ? (11.15)

Damit diese Gleichung erfullt ist, muf sich die Temperatur natirlich entspre-

chend andern. Wir setzen ¢ = A\e und wissen, dafl {(g) ~ |e|7" ist, folglich
erhalten wir

EE) =18 = AN e[ AT e ~ AT (e) = av =1

Energiewerte sollen ebenfalls erhalten bleiben, daher miissen die entspechenden
Energiedichten mit einem Volumenfaktor skahert werden (auch als Ahnlich-
keitstransformation bezeichnet), so fiir die freie Energiedichte

a(é,ﬁ) = Ma(z, h) + const. (11.16)

Setzt man fiir das Magnetfeld i = AYAh an und vergleicht mit Gleichung (11.4),

so ergibt sich a. = ¢/d und ap, = y/d. Wir kénnen fortfahren und mit Hilfe

dieser zwei Parameter den kritischen Exponenten o der spezifischen Warme

bestimmen, um ithn mit der Landauschen Theorie zu vergleichen. Wir erhalten
200, — 1 1 d

e o9 —=2-S=22-dy & dv=2—0a. (11.17)

O O x

O =
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11.5.1 Die Wilsonsche Vermutung

Hier schlief3t sich zunachst der Kreis, denn die Landausche Theorie ergab oo = 0
und v = 1/2. Wir kénnen diese Theorie also nur fiir d = 4, also im vierdimen-
sionalen Raum, fur die Skalentransformation nutzen. Um auch in anderen Di-
mensionen arbeiten zu konnen, miussen wir eine geeignetere Theorie entwickeln.
Eine Vorstellung davon, wie eine solche Theorie aussehen konnte, konnen wir
uns an einem Isingmodell machen, das wir binar vergrobern,

Z=) e MHleh = M Yo el -
{oi} 09,04,06,... 01,03,05,...

= Z ¢—BH (8,02,04,06,... )+const
02,04,06,...

Die Transformation von einem zum nachsten Hamiltonfunktion heif3t Renor-
mierung. Auch wenn die Definition immer neuer Hamiltonfunktionen nach
diesem Prinzip moglich ist, fragt sich naturlich, ob die Folge

H—oH —-H —H" — -

[ @ @
einen Sinn macht. Diese Frage stellt sich / \
schon deshalb, weil bereits H' kein Isingmo-
dell mehr beschreibt. Durch die Zusammen- ® ® ®
fassung von 2¢ Punkten zu einem fithrt zu \ /
neuen effektiven Wechselwirkungen, die sich
nicht mehr als Zweikorperwechselwirkungen L o o
(bzw. Zweispinwechselwirkungen) beschrei-
ben lassen (Vgl Abblldung 114) Abb.11.4 Mehrkorperwechselwirkung

Wilsons Vermutung ist nun, dafl die Folge der Hamiltonfunktionen fur
T — Tcund b = 0 gegen einen Grenzwert konvergiert. Die Schwierigkeiten mit
der Dimension umgeht man, indem man fur vier Dimensionen im Isingmodell
arbeitet und fiur Dimensionen kleiner als vier in eine Storungsreihe entwickelt
(,, ... obwohl ich weder weifl, was eine 3.9 dimensionale Welt ist noch, ob Eins
einen gentigend kleinen Entwicklungsparameter abgibt®).

11.5.2 Orts- und Impulsraumrenormierung

Wir wollen den Renormierungsschritt noch einen Schritt weiter schematisie-
ren. z1 und =z selen zwel hochdimensionale Vektoren der Dimensionen N
und N3, die zusammengenommen die Orte, Impulse und Spins aller beteiligten
Teilchen enthalten. Die Hamiltonfunktion ist eine Funktion dieser Vektoren,
H = H(xy,x3), die Zustandssumme 148t sich aufstellen und die Integration
iber x5 symbolisch ausfiihren (wir sprechen vom ,, Wegspuren® des Anteils x),

Z(N) = /dN1$1dN2$2€_ﬁH(x1’x2) = /dN1$1€_ﬁA_ﬁH/(x1)

mit e_ﬁA_ﬁH/(“):/dNQ:L'ze_ﬁH(“’“). (11.18)
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Dieses Schema erfordert vor dem Integrationsschritt eine Aufteilung der Koor-
dinaten auf x; und x,. Diese Aufteilung soll nach dem Prinzip erfolgen, dafl
man das Verhalten fur grofle Abstande in der nachsthoheren Stufe wiederfindet,

wahrend die kurzreichweitigen Wechselwirkungen untergehen.

Bei der Ortsraumrenormierung kann
beispielsweise so vorgegangen werden, dafl
uber jeden zweiten Gitterpunkt integriert
Fir die in Abbildung 11.5 darge-
stellte Situation ist dann die Koharenzlange
um einen Faktor 1/v/2 kleiner.
pulsraumrenormierung gelangt man tuber
eine Fouriertransformation. Ihr Vorteil ge-
gentiber der Ortsraumrenormierung ist das
Arbeiten im Kontinuum. So koénnen infini-
tesimal kleine Abschnitte , weggespurt® wer-
den, was es uns ermoglicht, Differentialglei-
chungen fir das Vorgehen aufzustellen. Der

wird.

Zur Im-
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Abb.11.5 Ortsraumrenormierung

Nachteil: Es gibt kein Modell dafur, kein

Isingmodell fur den Impulsraum.

» Weggespurt® werden sollten im Impulsraum zunéchst die groflen Wel-
lenzahlwerte, da diese fur die kurzreichweitigen Fluktuationen verantwortlich
sind. Wie bereits oben erwahnt, bildet der Spin eine Besonderheit. Besitzt
er fur das Startgitter beztglich einer beliebig gelegten Mefirichtung zwei wohl-
definierte Einstellungen +1, so treten im ersten Renormierungsschritt bereits
zusammengesetzte Werte hinzu, und dieser Prozef} setzt sich durch den gesam-
ten Renormierungsvorgang hindurch fort, so daf§ das ,Potential®, das wir im
Spinraum fur das Ausgangsgitter als die Kombination zweier Deltadistributio-
nen bei +1 angeben konnten, immer mehr verschmiert und schlieflich durch
eine kontinuierliche Kurve angenahert werden kann, die so etwas wie die ma-
kroskopische Polarisationsdichte beschreibt.

11.5.3 Beispiel des eindimensionalen Isingmodells

Wir wollen die Tranformation an einem eindimensionalen Isingmodell veran-
schaulichen. Ausgangshamiltonfunktion ist

H = —ZJO']‘O']‘_H — Z/,Lhaj.
J J

Wir teilen die Summen in Summanden mit geradem und ungeradem j auf und
bereiten damit die spatere Auftrennung vor,

H=— Z Jogiooiy1 — Z Josiy102i42+
1
- Z/JhUzH-l ) Z/lh(UZi + 02i42) =

1
= — Z {J(UZiUZi—i—l + 02i4102i42) + ph <02i+1 + 5(021‘ + 02i+2)> } .
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Die Zustandssumme ist entsprechend

Z(N,J,h) Z Z HGXP <5J (02i02i41 + 02i4102i42)+

{o2:} {o2041} ¢
+ 5Mh<02i+1 + %(021‘ + 02i+2)>>-

Als nachstes soll die Summe uber 04,41 ausgefithrt werden. Dazu benutzen wir
eine Methodik fur die Behandlung der Summen, die bereits in Abschnitt 7.5
benutzt wurde und hier allgemein aufgeschrieben werden soll,

Zﬂf(m => > - me < flnn) =

{n;}i=1 ni n2

_anl anz mev ﬂZf(”)

i=1 n

In unserem Fall tritt 05,11 an die Stelle von n; bzw. ¢ and die Stelle von n,
und dieses nimmt lediglich die beiden Werte +1 an. Wir erhalten damit, in
den dimensionslosen Groflen I = 3J und b = Sph geschrieben,

Z(ijvb) = Z Hexp (%b(UZz ‘|‘0'2i—|—2)> X
X { exp (I(09i + 09it2) + Buh) +exp (—1(02; + 02i42) — b) } =

1
— Z H 2cosh (I(o2; + 02i42) + b) exp <§b(agi + 02i+2)> )
{o2i} 1
Néachstes Ziel ist es, den Term hinter dem Produktzeichen in eine Exponenti-
alfunktion der Art

1
exp <A + I'02;02i12 + 55/(021‘ + 02i+2)>

umzuformen. Dies ist moglich, denn da oy; + 09;42 drei Werte, namlich 42
und 0 annehmen kann, konnen wir einen Koeffizientenvergleich anstellen, um
die drei neuen und unbekannten, dimensionslosen Parameter A, I’ und o' zu
ermitteln,

eATTEY _ 2 cosh(+206.J + ﬁph)eiﬁ“h, eA~1" = 2¢cosh b,
und es ergibt sich daraus

2 _ cosh(20.J + Guh) 2Buh
cosh(—20.J + Buh) ’
AL _ cosh(20.J + Buh) cosh(—28.J + Buh)

cosh? b
4 = 16 cosh(26.J + puh) cosh(—BJ 4 Buh) cosh? b
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Setzt man schlieflich den Ausdruck in den neuen Parametern ein, so ergibt sich
Z(N,I,b) = NA2Z(N/2, T V).

Diese Gleichung, logarithmiert und durch N dividiert, liefert die freie Energie

pro Teilchen,
A 1

—Ba(1,b) = 5 = Sfa(I'.V). (11.19)

11.5.4 Fixpunkt und Konvergenz

Besonders die letzte Gleichung des Beispiels ist interessant, stellt sie doch einen
Zusammenhang zwischen den freien Energien der Systeme aufeinanderfolgender
Renormierungsstufen her, die wir nun allgemeiner schreiben wollen als

(M) = a® + Sa((H) (11.20)

Beachte dazu:
- Doppelklammern bedeuten ,,beschrieben durch*.

- Der Faktor 1/2 hangt mit der Art der gewéhlten Transformation (in diesem
Fall einer Halbierung der Punktezahl) zusammen.

Wir nennen solche Transformationen Renormierungstransformationen. Sie bil-
den eine Halbgruppe, denn es existiert ein neutrales Element (keine Reduk-
tion des Systems, H' = H), sie gehorchen einem Assoziativgesetz und sind in
sich geschlossen (d.h. zwei solcher Transformationen hintereinander lassen sich
durch eine einzige Transformation ausdriicken), aber es existiert kein inverses
Element, also keine Umkehrung eines Renormierungsschrittes, was klar ist, da
bei der Renormierung Information tuber die kurzreichweitige Wechselwirkung
verloren geht.

Machen wir die Annahme, daf§ das kritische Verhalten (also das Verhalten
an der kritischen Temperatur) nur an a((H')), nicht aber an al® _vererbt®
wird, so konnen wir hoffen, dafl die Folge

H->H —-H —-H" — ...

gegen eine Hamiltonfunktion H(*) konver-
giert. In welchem Sinne diese Konvergenz
zu verstehen ist, ist indes mathematisch Parameter 2

noch nicht geklart. Es ware eine lohnens- H o
werte Aufgabe, diese (wie das Experiment ° _H H®
zeigt) physikalisch sinnvolle Theorie auf so- o

lide mathematische Fundamente zu stellen. NO %O
Man kann sich die Konvergenz aber in etwa H \ o

vorstellen, wenn man die Hamiltonfunktion 1199 =e

durch die in ihr enthaltenen Parameter (im Parameter 1
Beispiel I und b) charakterisiert und wie
in Abbildung 11.6 angedeutet in einem ent-
sprechenden Parameterraum darstellt.

Abb.11.6 Konvergenz der Renormierung
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Wir konnen schliellich das Prinzip der Unwversalitat aufstellen:

Alle Ausgangshamiltonfunktionen, die in denselben Fixpunkt trans-
formiert werden, zeigen das gleiche kritische Verhalten.

Untersuchen wir nun die Umgebung des Fixpunktes, so ist nicht zu erwarten,
dafl alle Hamiltonfunktionen, die sich in einer solchen Umgebung befinden,
auch wirklich in diesem Fixpunkt landen. Wir konnen aber HW = =) L A
ansetzen, wobeil A ein Operator ist, der im Sinne einer nicht definierten Norm
»klein® ist. Ist T' eine Renormierungstransformation, so gilt

HW =)y A = HOHD ) = TR+ A). (11.21)

Moglicherweise konnen wir dann in A entwickeln und als zweiten Term eine
lineare Abbildung in A erhalten, wahrend wir fir den ersten Term die Fix-
punkteigenschaft ausnutzen konnen,

HOFD = T(H) + L(A) = H™ + L(A). (11.22)

Die Renormierungstransformation wirkt also linear auf A, was uns zu einem
weiteren Schritt veranlassen konnte, namlich dem, A in Eigenfunktionen von
L zu entwickeln. §; seien diese Eigenfunktionen, die nicht normiert sein sol-
len, sondern mit dem relativen Anteil an A gewichtet seien, wahrend \; die
zugehorigen Eigenwerte sind,

A=) "0 LA) =) N (11.23)

So erhalt man

HOHD 91 43 Ng = HO aH 1Y ()R (11.24)

Die so konstruierte Folge konvergiert nur dann gegen den Fixpunkt H(°>), wenn
in allen Fallen, in denen |\;| > 1 ist, die zugehorige Eigenfunktion identisch
verschwindet. Diese Eigenfunktionen heiflen relevant, im Gegensatz zu den
irrelevanten Eigenfunktionen §; mit |\;| < 1. Es gibt in der Tat Modelle,
in denen die relevanten Eigenfunktionen nicht verschwinden. Solche Modelle
konvergieren dann nicht gegen den anvisierten Fixpunkt H(°).

11.5.5 Herleitung der Skalenhypothese

Stellen wir uns vor, dafl wir ein nichtverschwindendes Magnetfeld gegeben ha-
ben. Dann laufen wir nicht genau auf der Konvergenzkurve und verfehlen somit
den Fixpunkt. Das bedeutet nach dem Vorangesagten aber, dafl es mindestens
eine relevante Eigenfunktion §; gibt, die vom Magnetfeld i abhéngt. Uns soll
hier nur die Eigenfunktion mit dem betragsgrofiten Eigenwert \j, interessieren,
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die wir mit &, bezeichnen wollen. H(™ sei nun bereits so nahe am Fixpunkt,
daff wir die Renormierungstransformation linearisieren konnen. Dann gilt

H(n+k) ~ H(Oo) + (/\h)kéh + ...

wahrend weitere Terme, welche durch die Punkte angedeutet sind, fiir hohe
Werte von k gegentuiber dem fihrenden Term zu vernachlassigen sind. Wir
dirfen k allerdings nicht so grofl wahlen, dafl wir wieder aus dem linearen
Bereich herausgeraten. Nehmen wir nun an, dafl wir §;, in h entwickeln kénnen
und beachten wir, daf die fiithrenden Beitrage linear in A sein mussen, so ergibt
sich
o = hSh = H(n+k) ~ H(Oo) + (/\h)khgh

Dasselbe konnen wir fur ¢ vollziehen,

HOER) (o) 4 (A )Fes..

Verwenden wir Gleichung (11.20) k-fach hintereinander, so erhalten wir eine
Beziehung fiir die freien Energien zu HU" und H("+5)

a((HM)) = at™ 4 %a(""i'l) b a((HO0FRY).
a

Nur der letzte Term auf der rechten Seite ist wir die linke Seite singular. Nur
diese wollen wir vergleichen. Statt der Hamiltonfunktionen setzen wir die ent-
sprechenden Parameter ein und erhalten

1
as(e,h) = —a, (Ne)fe, An)*R) & 2Fag(e,h) = as (Ao)"e, (An)"h)
(der Index s steht fiir ,singuliar®). Wir setzen nun A = 2% und erhalten
In A
- /\gk:/\ln)\E/IHZ A k:/\ln)\h/ln2
LU W)

und damit
/\CLS({;‘, h) = qa, </\ln Ae/In 27 /\ln An/In 2> ‘
Die Identifizierung
— 1Il /\5 . 1Il /\h
de = 1I127 Oh = In?2

fithrt uns schliefllich auf die zentrale Gleichung (11.4) der Skalenhypothese.
11.5.6 AbschlieBende Bemerkungen

Mit Hilfe der Renormierungstheorie kann man also auf eine noch tiefere Ebene
als die der Skalenhypothese gelangen. Der Nachteil dieser Theorie ist, daf} sich
fur fast kein System tatsachlich der Fixpunkt bzw. seine Parameter bestim-
men lassen. Wahrend man fur ein vierdimensionales System in der Regel den
Fixpunkt genau kennt, gibt es fiir andere Systeme gewissermaflen zwei , Fix-
punkte®: den ,alten® aus der vierdimensionalen Rechnung und einen ,,neuen*,
dessen Lage i.a. unbekannt ist. Schon ist jedoch, dafl man trotz dieser Unwis-
senheit um diesen unbekannten Fixpunkt entwickeln kann und Rechnungen fur
die Umgebung dieses Fixpunktes anstellen kann, ohne wissen zu mussen, wo er
nun tatsachlich liegt.
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