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Vorwort

Der vorliegende Band ist entstanden aus einer Vorlesung, die Herr Dr. Gerd

Czyholl* im Sommersemester 1986 an der Universit�at Dortmund hielt. Diese

Vorlesung verstand sih als Erg�anzung und Fortf�uhrung der

"

Vorlesung zur

Festk�orpertheorie\, die parallel dazu in diesem Semester von Herrn Prof. Dr.

Uwe Brandt

1

gehalten wurde. Zu dieser Vorlesung ist bereits von mir ein

Skriptum ershienen, welhes jedoh die st�orungstheoretishen Aspekte noh

niht enth�alt. Dieser Teil der Vorlesung ist hier mit eingeossen.

Ih m�ohte mih bei den beiden Dozenten f�ur die interessanten und gut auf-

einander abgestimmten Vorlesungen bedanken, die mir einen sehr intuitiven

Einstieg in die graphishe Behandlung der St�orungstheorie gaben. Ih habe

mih bem�uht, die Vorlesung

"

Einf�uhrung in die Vielteilhentheorie\ in ihrem

Aufbau und Konzept weitgehend zu erhalten, habe mih aber an einigen Punk-

ten zu

�

Anderungen entshlossen. Ferner habe ih hier ausshlie�lih Einheiten

des internationalen Systems (SI) benutzt. Ih ho�e, da� auh nahfolgende

Generationen von Studentinnen und Studenten aus diesem Vorlesungsskript

einen Nutzen ziehen werden.

Dortmund, im Juli 1994 Stefan Groote**



 Eine Produktion des hristlihen Buhverlages Groote & Rei�

* Lehrstuhl f�ur Theoretishe Physik I der Universit�at,

Postfah 500500, 44221 Dortmund

** Lehrstuhl f�ur Theoretishe Physik III der Universit�at,

Postfah 500500, 44221 Dortmund
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1. Die Antwortfunktion

1.1 Einleitung

Wir gehen ein auf die thermodynamishe St�orungsrehnung, also die Behand-

lung der Wehselwirkung zwishen den Teilhen untereinander und mit der

Umgebung unter der Annahme, da� eine solhe Wehselwirkung

"

klein\ ist

und folglih als

"

St�orung\ behandelt werden kann. Dieses Ziel vor Augen er-

halten wir Rehnungen, die ziemlih parallel zu denen der Hohenergiephysik

laufen. Es gibt aber drei wesentlihe Untershiede in der Begri�sbildung:

(1) Die hier benutzten

"

Zeiten\ sind rein imagin�ar. Wollen wir zu reellen Zeiten

�ubergehen, so m�ussen wir die Funktionen analytish fortsetzen.

(2) Wir haben ein zwar sehr gro�es, aber immerhin endlihes System vorlie-

gen, so da� die Wellenzahl k diskrete Werte annimmt, �uber die summiert,

niht integriert wird. Erst beim Endergebnis k�onnen wir m�ogliherweise

zur Integration �ubergehen.

(3) Hier werden wir ein System sehr vieler Teilhen betrahten, die Hohener-

giephysik betrahtet dagegen die Wehselwirkung einiger weniger Teilhen.

Um das Vorgehen, insbesondere die Einf�uhrung einer Greensfunktion zu mo-

tivieren, greifen wir auf Material aus dem Skript

"

Festk�orpertheorie\ zur�uk,

das dort nur angerissen, niht aber weiter ausgef�uhrt worden ist. Es handelt

sih um die St�orungsentwiklung in Form der Antwortfunktion oder Suszepti-

bilit�at.

1.2 Zeitlihe Inhomogenit�aten

F�ur den Hamiltonoperator

b

H =

b

H

0

+

b

B � f(t) (1:1)

l�a�t sih die

�

Anderung des Erwartungswertes h

b

A i eines Operators

b

A darstellen

als

h

b

A i(t) = h

b

A i

0

+

Z

+1

�1

�

AB

(t� t

0

)f(t

0

)dt

0

; (1:2)



G. Czyholl : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Seite 5

wobei der Integralkern

�

AB

(t� t

0

) := �

i

�h

�(t� t

0

)h [A(t); B(t

0

)℄

�

i

0

(1:3)

als Antwortfunktion oder Suszeptibilit�at bezeihnet wird. Es ist dabei

A(t) := exp(

i

�h

b

H

0

t)

b

A exp(�

i

�h

b

H

0

t); B(t) entsprehend: (1:4)

Die Theta-Funktion, die in der Antwortfunktion ersheint, dr�ukt die Kausa-

lit�at des Vorgangs aus. �

AB

hei�t daher auh retardierte Antwortfunktion.

Als Beispiel behandeln wir ein freies geladenes Teilhen in einem homogenen

elektrishen Wehselfeld

~

E(t) =

~

E

0

e

�i!t

: (1:5)

Das Vektorpotential erhalten wir mit

~

E = ��

~

A=�t durh Integration �uber die

Zeit:

~

A(t) =

~

E

0

i!

e

�i!t

: (1:6)

Der Hamiltonoperator, an das �au�ere Feld minimal gekoppelt, l�a�t sih auf-

spalten in einen ungest�orten Anteil und einen St�orterm,

H =

1

2m

(~p� e

~

A)

2

�

~p

2

2m

�

e

m

~p �

~

A =

~p

2

2m

�

~

j �

~

A; (1:7)

und wir wollen f�ur ein elektrishes Feld in x-Rihtung den Erwartungswert der

x-Komponente des Stromoperators

~

j =

e

m

~p �

~

A (1:8)

berehnen:

h j

x

i(t) = h j

x

i

0

+

Z

1

�1

�

j

x

j

x

(t� t

0

)

E

0

i!

e

�i!t

0

dt

0

= �

j

x

j

x

(!)

E

0

i!

e

�i!t

=

=: �(!) �E

x

(t) mit h j

x

i

0

= 0: (1:9)

Wir haben somit die Imagin�arteil der Suszeptibilit�at mit der elektrishen Leit-

f�ahigkeit, dem Realteil von �, verbunden. Der Imagin�arteil der Suszeptibilit�at

beshreibt die Energieabsorption.

Das, was wir eben im Beispiel kennengelernt haben, n�amlih den Zusam-

menhang zwishen elektrisher Leitf�ahigkeit und Energieabsorption, k�onnen

wir noh allgemeiner fassen. Wir zerlegen die i.a. komplexe Antwortfunktion in

einen Realteil �

0

, den reaktiven oder dispersiven Anteil, und einen Imagin�arteil

�

00

, den absorptiven Anteil :

�

AB

(!) = �

0

AB

(!) + i�

00

AB

(!): (1:10)
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f jnig sei eine vollst�andige Eigenbasis des Vielteilhen-Hamiltonoperators

b

H

0

mit Energieeigenwerten E

n

. Dann ist (vgl. FKT(2.106))

�

AB

(z) =

1

Z

X

mn

(e

��E

n

� e

��E

m

)hnj

b

A jmihmj

b

B jni

�hz + E

n

�E

m

(1:11)

analytish f�ur Im(z) > 0 und besitzt Pole bei z = (E

m

� E

n

)=�h l�angs der

reellen Ahse. F�uhren wir einen Integrationsweg um einen beliebigen Punkt z

mit Im(z) > 0, der niht Pol ist, so gilt nah dem Cauhyshen Integralsatz

�

AB

(z) =

1

2�i

I

�

AB

(z

0

)dz

0

z

0

� z

: (1:12)

Wir erstreken dieses Kreisintegral nun parallel zur reellen Ahse und n�ahern

uns dieser Ahse. Dann k�onnen wir es im Grenzfall z; z

0

2 IR durh zwei ge-

genl�au�ge Hauptwertintegrale ersetzen:

�

AB

(!) =

1

�i

V:p:

Z

1

�1

�

AB

(!

0

)d!

0

!

0

� !

; (1:13)

und, in Real- und Imagin�arteil aufgespalten, ergeben sih die Kramers-Kronig-

Relationen

�

0

AB

(!) =

1

�

V:p:

Z

1

�1

�

00

AB

(!

0

)d!

0

!

0

� !

; (1:14)

�

00

AB

(!) = �

1

�

V:p:

Z

1

�1

�

0

AB

(!

0

)d!

0

!

0

� !

: (1:15)

Der statishe Grenzwert der Suszeptibilit�at wird als adiabatishe Suszeptibilit�at

bezeihnet:

�

ad

AB

= lim

!!0

�

AB

(!): (1:16)

Die Entropie �andert sih bei einer zeitlih langsamen Entwiklung aus dem

ungest�orten Zustand

b�

0

=

1

Z

0

e

��

b

H

0

(1:17)

niht. Der Grenzwert ! ! 0 im Fourierraum bedeutet aber gerade diese Lang-

samkeit im Zeitlihen. Daher ist der Begri�

"

adiabatish\ hier legitim. Hiervon

zu untersheiden ist die isotherme Suszeptibilit�at. Als Beispiel hierzu berehnet

sih die magnetishe Suszeptibilit�at aus der Magnetisierung, diese wiederum

erhalten wir durh Ableiten des Logarithmus der Zustandssumme nah dem

Magnetfeld:

hM i =

1

�

�

�B

ln(Spur (e

��(H

0

�M�B)

)) =

Spur (M e

��(H

0

�M�B)

)

Spur (e

��(H

0

�M�B)

)

; (1:18)



G. Czyholl : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Seite 7

�

M

= lim

B!0

�hM i

�B

j

T

= �(hM

2

i � hM i

2

): (1:19)

Da die Temperatur hier konstant gehalten wird, ist die magnetishe Suszepti-

bilit�at ein Beispiel f�ur eine isotherme Suszeptibilit�at. Allgemeiner erhalten wir

f�ur

b

H =

b

H

0

+

b

B � f(t) die isotherme Suszeptibilit�at

�

T

AB

= � lim

f!0

�h

b

A i

�

�f

= �(h

b

B

b

A i

0

� h

b

B i

0

h

b

A i

0

) (1:20)

mit b� =

exp(��(

b

H

0

+

b

B � f))

Spur (exp(��(

b

H

0

+

b

B � f)))

; (1:21)

im allgemeinen ist

�

T

AB

� �

ad

AB

: (1:22)

1.3 R�aumlihe Inhomogenit�aten

Wir betrahten als Beispiel f�ur eine r�aumlihe Inhomogenit�at einen Stab der

L�ange L, dessen beide Enden untershiedlihe Temperaturen besitzen. Obwohl

in diesem System keine Gleihgewihtsthermodynamik m�oglih ist, stellt sih

die Temperatur nah gen�ugend langer Zeit auf

T (x) = T (0) + x �

T (L)� T (0)

L

(1:23)

ein. Voraussetzen m�ussen wir dabei allerdings, da� der Temperaturausgleih,

verglihen mit dem harakteristishen Systemzeiten, langsam vonstatten geht.

Die Ver�anderung geshieht adiabatish, der Zustand des Systems ist in jedem

Moment quasistation�ar.

Wir unterteilen dazu den Stab in feine Untereinheiten l�angs der Stabahse.

Im i-ten System bestehe bei der Temperatur T

i

ein thermodynamishes Gleih-

gewiht. Wir k�onnen daher f�ur dieses Untersystem die kanonishe Dihtematrix

b�

i

=

1

Z

i

exp(��

i

b

H

i

) (1:24)

ansetzen. Wir k�onnen dann die Dihtematrix des Gesamtsystems durh das

Produkt dieser Dihtematrizen berehnen:

b� =

Y

i

b�

i

=

exp(�

P

i

�

i

b

H

i

)

Spur (exp(�

P

i

�

i

b

H

i

))

!

exp(�

R

�(x)

b

H(x)dx)

Spur (exp(�

R

�(x)

b

H(x)dx))

: (1:25)

b

H(x) ist hierbei die Hamiltondihte, der Hamiltonoperator ist

b

H

0

=

Z

b

H(x)dx: (1:26)
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Setzen wir f�ur die Temperaturverteilung

1

k

B

T (x)

= �(x) = �

0

+ �

1

(x); (1:27)

wobei �

0

das Gleihgewiht, �

1

(x) eine shwahe St�orung darstellt, so ergibt

sih

Z

�(x)

b

H(x)dx = �

0

(

b

H

0

+

b

H

1

) mit

b

H

1

:=

1

�

0

Z

�

1

(x)

b

H(x)dx (1:28)

und

b� =

exp(��

0

(

b

H

0

+

b

H

1

))

Spur (exp(��

0

(

b

H

0

+

b

H

1

)))

=: b�

0

+ b�

1

mit b�

0

=

exp(��

0

b

H

0

)

Spur (exp(��

0

b

H

0

))

:

(1:29)

b�, b�

0

und b�

1

sind zeitunabh�angige Gr�o�en. Wir gehen nun �uber zum Wehsel-

wirkungsbild mit

�

1

(t) = exp(

i

�h

b

H

0

t)b�

1

exp(�

i

�h

b

H

0

t): (1:30)

Die von-Neumann-Gleihung f�ur �

1

(t) lautet dann

i�h

�

�t

�

1

(t) = i�h

�

�t

(exp(

i

�h

b

H

0

t)b�

1

exp(�

i

�h

b

H

0

t)) =

= � exp(

i

�h

b

H

0

t)[

b

H

0

; b�

1

℄

�

exp(�

i

�h

b

H

0

t); (1:31)

und wegen

i�h

�

�t

b� = [

b

H; b�℄

�

= [

b

H

0

+

b

H

1

; b�

0

+ b�

1

℄

�

= (1:32)

= [

b

H

0

; b�

0

℄

�

+ [

b

H

1

; b�

0

℄

�

+ [

b

H

0

; b�

1

℄

�

+ [

b

H

1

; b�

1

℄

�

= [

b

H

1

; b�

0

℄

�

+ [

b

H

0

; b�

1

℄

�

!

= 0

k�onnen wir in Gleihung (1.31) ersetzen und erhalten

i�h

�

�t

�

1

(t) = exp(

i

�h

b

H

0

t)[

b

H

1

; b�

0

℄

�

exp(�

i

�h

b

H

0

t): (1:33)

Wir integrieren dies:

�

1

(t) = �

i

�h

Z

t

�1

exp(

i

�h

b

H

0

t

0

)[

b

H

1

; b�

0

℄

�

exp(�

i

�h

b

H

0

t

0

)dt

0

(1:34)

und errehnen

b�

1

= �

i

�h

Z

t

�1

exp(

i

�h

b

H

0

(t

0

� t))[

b

H

1

; b�

0

℄

�

exp(�

i

�h

b

H

0

(t

0

� t))dt

0

(1:35)

oder b� = b�

0

�

i

�h

Z

0

�1

exp(

i

�h

b

H

0

t

00

)[

b

H

1

; b�

0

℄

�

exp(�

i

�h

b

H

0

t

00

)dt

00

(1:36)
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mit t

00

:= t

0

� t. Den Integranden k�onnen wir durh einen Trik weiter umfor-

men,

[

b

H

1

; b�

0

℄

�

=

exp(��

0

b

H

0

)

Spur (exp(��

0

b

H

0

))

Z

�

0

0

d

d�

(exp(�

b

H

0

)

b

H

1

exp(��

b

H

0

))d� =

=

Z

�

0

0

b�

0

exp(�

b

H

0

)[

b

H

0

;

b

H

1

℄

�

exp(��

b

H

0

)d� (1:37)

und erhalten mit

H

1

(t) := exp(

i

�h

b

H

0

t)

b

H

1

exp(�

i

�h

b

H

0

t) (1:38)

wegen

�

�t

H

1

(t) =

i

�h

exp(

i

�h

b

H

0

t)[

b

H

0

;

b

H

1

℄

�

exp(�

i

�h

b

H

0

t) (1:39)

die Dihte

b� = b�

0

�

Z

0

�1

Z

�

0

0

b�

0

_

H

1

(t� i�h�)d� dt: (1:40)

Unter Einf�uhrung des Energiestromoperators q(x; t), der de�niert ist durh

�

�x

q(x; t) =

�

�t

H(x; t) mit H(x; t) := exp(

i

�h

b

H

0

t)

b

H(x) exp(�

i

�h

b

H

0

t) (1:41)

k�onnen wir weiter umformen, vorausgesetzt, der Temperaturgradient

1

�

0

��(x)

�x

= �

1

T (0)

�T (x)

�x

= �

T (L)� T (0)

LT (0)

(1:42)

ist ortsunabh�angig:

�

�t

H

1

(t) =

1

�

0

Z

�(x)

�H(x; t)

�t

dx = �

1

�

0

Z

�(x)

�q(x; t)

�x

dx =

=

1

�

0

Z

��(x)

x

q(x; t)dx = �

T (L)� T (0)

LT (0)

� q(t); (1:43)

q(t) : =

Z

q(x; t)dx: (1:44)

Damit ist

b� = b�

0

+

Z

0

�1

Z

�

0

0

b�

0

q(t� i�h�)

T (L)� T (0)

LT (0)

d� dt; (1:45)

der Erwartungwert eines Operators

b

A bez�uglih der Dihte b� liefert

h

b

A i = h

b

A i

0

+

Z

0

�1

Z

�

0

0

h q(t� i�h�)

b

A i

0

T (L)� T (0)

LT (0)

d� dt: (1:46)
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Auh hier ist

q(t) = exp(

i

�h

b

H

0

t)bq exp(�

i

�h

b

H

0

t): (1:47)

F�ur ein freies Teilhen ist der Energiestromoperator in jeder Komponente ge-

geben als

bq

i

=

X

k�

�hk

i

m

"

k



y

k�



k�

; (1:48)

und gehen wir �uber zum gro�kanonishen Ensemble, so wird der Energiestrom

ersetzt durh den W�armestrom

~

j

Q

= ~q � �

~

j: (

~

j ist der Teilhenstrom) (1:49)

1.4 Die Korrelationsfunktion

Den Erwartungswert K

AB

(t) := hA(t)

b

B i

0

= hA(t)B(0) i

0

bezeihnen wir all-

gemein als Korrelationsfunktion. Sie erinnert etwas an die Antwortfunktion

�

AB

(t) =

i

�h

�(t)h [A(t); B(0)℄

�

i

0

: (1:50)

Au�er durh die Kausalit�at und das Auftreten eines Kommutators untershei-

den sie sih noh dadurh, da� bei der Korrelationsfunktion im allgemeinen

komplexe

"

Zeiten\ auftreten k�onnen. Wie die Antwortfunktion k�onnen wir

auh die Korrelationsfunktion durh Eigenwerte von

b

H

0

ausdr�uken. Wir er-

halten entsprehend die Spektraldarstellung

K

AB

(t) =

1

Z

X

nm

e

��E

n

exp(

i

�h

(E

n

� E

m

)t)hnj

b

A jmihmj

b

B jni: (1:51)

De�nieren wir die Spektralfunktion

J

AB

(!) :=

2�

Z

X

nm

e

��E

n

Æ(�h! + E

n

�E

m

)hnj

b

A jmihmj

b

B jni; (1:52)

so erhalten wir

K

AB

(t) =

1

2�

Z

+1

�1

J

AB

(!)e

�i!t

: (1:53)

Es ist

J

AB

(!)e

���h!

=

2�

Z

X

nm

e

��E

n

e

���h!

Æ(E

m

�E

n

� �h!)hnj

b

A jmihmj

b

B jni =

=

2�

Z

X

nm

e

��E

m

Æ(�h! + E

n

�E

m

)hnj

b

A jmihmj

b

B jni =

=

2�

Z

X

mn

e

��E

m

Æ(��h! +E

m

�E

n

)hmj

b

B jnihnj

b

A jmi =

= J

BA

(�!) (1:54)
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Entsprehend gilt f�ur die Antwortfunktion

�

AB

(t) =

i

�h

�(t)hA(t)B(0)� B(0)A(t) i

0

=

i

�h

�(t)(K

AB

(t)�K

BA

(�t)) =

=

i

2��h

�(t)

Z

1

�1

J

AB

(!)(1� e

���h!

)e

�i!t

d!: (1:55)

Diese Antwortfunktion existiert nur dann, wenn das Spektrum nah unten be-

shr�ankt ist. Unter dieser Voraussetzung rehnen wir weiter und bestimmen

das Fouriertransformierte zu �(t) etwas oberhalb der reellen Ahse:

�

AB

(! + i0) =

Z

1

�1

�

AB

(t)e

i(!+i0)t

dt =

=

i

2��h

Z

1

0

Z

1

�1

J

AB

(!

0

)(1� e

���h!

0

)e

i(!+i0�!

0

)t

d!

0

dt =

= �

1

2��h

Z

1

�1

J

AB

(!

0

)

1� e

���h!

0

! + i0� !

0

d!

0

: (1:56)

Damit ist

Im(�

AB

(! + i0)) =

1

2�h

(1� e

���h!

)J

AB

(!) (1:57)

oder

J

AB

(!) = 2�h(1 + b(��h!))�

00

AB

(! + i0) (1:58)

mit der Bosefunktion

b(x) =

1

e

x

� 1

: (1:59)

Wir de�nieren shlie�lih eine Fluktuationsfunktion

F

AB

(t) : =

1

2

h [A(t)�A

0

; B(0)� B

0

℄

+

i

0

=

=

1

2

h�A(t)�B(0) + �B(0)�A(t) i

0

mit A

0

:= h

b

A i

0

. (1:60)

In Spektraldarstellung ist

F

AB

(t) =

1

2Z

X

nm

(e

��E

n

+ e

��E

m

)E

i(E

n

�E

m

)t

hnj

b

A jmihmj

b

B jni � A

0

B

0

;

(1:61)

und die Fouriertransformation liefert

F

AB

(!) =

Z

1

�1

F

AB

(t)e

i!t

=

=

�

Z

X

nm

(e

��E

n

+ e

��E

m

)Æ(�h! + E

n

�E

m

)hnj

b

A jmihmj

b

B jni+

� 2�Æ(!)A

0

B

0

: (1:62)
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Andererseits erhalten wir aus der Spektraldarstellung der Antwortfunktion in

Gleihung (1.11) unter der Annahme, da� die Matrixelemente hnj

b

A jmi und

hmj

b

B jni reell sind, f�ur den Imagin�arteil der Antwortfunktion, die Dissipation,

die Spektraldarstellung

�

00

AB

(! + i0) =

�

Z

X

nm

(e

��E

n

� e

��E

m

)Æ(�h! + E

n

�E

m

)hnj

b

A jmihmj

b

B jni:

(1:63)

Damit sind Dissipation und Fluktuation im Dissipations-Fluktuations-Theorem

�

00

AB

(! + i0) =

1� e

���h!

1 + e

���h!

F

AB

(!) = tanh(

1

2

��h!)F

AB

(!) (1:64)

miteinander verbunden. Die Kubo-Identit�at shlie�lih verallgemeinert Glei-

hung (1.40) und stellt einen weiteren Zusammenhang zwishen der Antwort-

funktion und der Korrelationsfunktion her:

[B(t); b�

0

℄

�

= �i�hb�

0

Z

�

0

_

B(t� i�h�)d� (1:65)

Sie ist durh einen �ahnlihen Trik wie dort zu beweisen:

[B(t); b�

0

℄

�

= exp(

i

�h

b

H

0

t)[

b

B; b�

0

℄

�

exp(�

i

�h

b

H

0

t) (1:66)

und

[

b

B; b�

0

℄

�

= b�

0

Z

�

0

d

d�

(e

�

b

H

0

b

Be

��

b

H

0

)d� =

= b�

0

Z

�

0

e

�

b

H

0

[

b

H

0

;

b

B℄

�

e

��

b

H

0

d�; (1:67)

also

[B(t); b�

0

℄

�

= b�

0

Z

�

0

exp(

i

�h

b

H

0

(t� i�h�))[

b

H

0

;

b

B℄ exp(�

i

�h

b

H

0

(t� i�h�))d� =

= i�hb�

0

Z

�

0

�

�t

(exp(

i

�h

b

H

0

(t� i�h�))

b

B exp(�

i

�h

b

H

0

(t� i�h�)))d� =

= i�hb�

0

Z

�

0

�

�t

B(t� i�h�)d�: (1:68)

Dies ergibt aber

�

AB

(t) = �(t)

Z

�

0

h

_

B(t� i�h�)

b

A i

0

d�: (1:69)
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2. Greensfunktionen

Mit der Einf�uhrung einer Antwortfunktion und mit der Konstruktion einer Kor-

relationsfunktion haben wir zwei Grundsteine zu einer weitreihenden Theorie

gelegt, die unter dem Namen zeitabh�angige St�orungstheorie bekannt gewor-

den ist: Die Entwiklung eines Operators

b

A wird in Ordnungen einer kleinen

St�orung

b

H

1

(t) des ungest�orten Hamiltonoperators

b

H betrahtet (der Einfah-

heit halber lassen wir in diesem Kapitel durhgehend den Index

"

0\ fort). Es

lohnt sih, beide Funktionen nun in einem neuen Gewand ersheinen zu lassen,

dem der Greensfunktion. Wir werden sie aber dennoh wiedererkennen.

2.1 Vershiedene Gestalten der Greensfunktionen

Die Antwortfunktion beinhaltet einen Kommutator. Ihr Partner ist die Kom-

mutator-Greensfunktion, die zugleih eine Untersheidung zul�a�t, ob ein Pro-

blem kausal betrahtet wird, wie wir es bisher von der Antwortfunktion her

kannten, oder ob diese zeitlih kausale Struktur umgekehrt wird, wir also

den antikausalen Fall vorliegen haben. Die Greensfunktionen hei�en dement-

sprehend retardiert bzw. avaniert. Eine solhe Untersheidung mahen die

Matsubara-Greensfunktionen niht. Es treten dort auh keine Kommutato-

ren auf. Und au�erdem sind die

"

Zeiten\ hier wie bei der Korrelationsfunk-

tion imagin�ar und beshreiben die Temperatur, weswegen sie auh h�au�g als

Temperatur-Greensfunktionen bezeihnet werden.

Wir werden uns auh Gedanken dar�uber zu mahen haben, welher Art

die Teilhensysteme sind, die wir behandeln. Um Fermionen und Bosonen

gleihzeitig behandeln zu k�onnen, f�uhren wir ein variables Vorzeihen s = �1

ein, welhes f�ur Bosonen den Wert �1, f�ur Fermionen den Wert +1 annimmt.

Es wird ein s-Mutator zu konstruieren sein,

[A;B℄

s

:= AB + sBA; (2:1)

der f�ur s = �1 ein Kommutator, f�ur s = +1 ein Antimutator ist.

Alle Erwartungswerte, die auftreten, sind gem�a� dem Konzept der St�o-

rungstheorie, auf der Grundlage des ungest�orten Systems zu rehnen, als Er-

wartungswerte bez�uglih

b

H zu verstehen, wir shreiben

h

b

A i = Spur (b�

b

A) =

1

Z

Spur (e

��

b

H

b

A) (2:2)

mit

Z = Spur (e

��

b

H

): (2:3)

Ein

�

Ubergang vom hier verwendeten kanonishen zum gro�kanonishen Ensem-

ble ist hier unterlassen worden. Er ist jederzeit mit der Ersetzung von

b

H durh

b

H � �

b

N zu realisieren.
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2.2 Die Kommutator-Greensfunktion

Wir haben auh von der Antwortfunktion vershiedene Formen kennengelernt:

Neben der Ausgangsform eine Spektralform, und beide wiederum auh fourier-

transformiert. Dieses Konzept l�a�t sih nun nat�urlih auh f�ur die Greensfunk-

tionen durhhalten.

Generell untersheiden wir zwishen retardierten und avanierten Greens-

funktionen, d.h. solhen, die die Wirkung ihrer Ursahe folgen l�a�t und solhen,

die diese Ordnung genau umkehren:

g

r

AB

(t� t

0

) := �i�(t� t

0

)h [A(t); B(t

0

)℄

s

i; (2:4)

g

a

AB

(t� t

0

) := +i�(t

0

� t)h [A(t); B(t

0

)℄

s

i: (2:5)

Fouriertransformiert erhalten wir eine kombinierte Shreibweise beider Funk-

tionen:

G

AB

(z) :=

Z

1

�1

g

r

AB

(t)e

izt

dt =

Z

1

0

g

r

AB

(t)e

izt

dt (2:6)

ist f�ur Im(z) > 0 besh�ankt und daher nur dort de�niert,

G

AB

(z) :=

Z

1

�1

g

a

AB

(t)e

izt

dt =

Z

0

�1

g

a

AB

(t)e

izt

dt (2:7)

dagegen f�ur Im(z) < 0. Die De�nitionsbereihe �uberlappen also niht, wir

k�onnen die kombinierte Form dieser Darstellung beibehalten. Eine andere

Shreibweise ist die Subarev-Notation,

hhA;B ii(z) := G

AB

(z): (2:8)

Genauso l�a�t sih die Greensfunktion in den Eigenwerten fE

n

g des unge-

st�orten Hamiltonoperators

b

H

0

ausdr�uken, also eine Spektraldarstellung daf�ur

�nden:

g

r

AB

(t) =�

i

Z

�(t)

X

n;m

(e

��E

n

+ se

��E

m

) �

� exp(

i

�h

(E

n

�E

m

) t)hnj

b

A jmihmj

b

B jni; (2:9)

g

a

AB

(t) =

i

Z

�(�t)

X

n;m

(e

��E

n

+ se

��E

m

) �

� exp(

i

�h

(E

n

�E

m

) t)hnj

b

A jmihmj

b

B jni; (2:10)

und die Fouriertransformation liefert nun endlih eine geshlossene und niht

nur k�unstlih kombinierte Form beider Anteile, denn es ist f�ur Im(z) > 0

Z

1

0

exp(

i

�h

(�hz + E

n

�E

m

) t) dt = i�h(�hz +E

n

� E

m

)

�1

; (2:11)
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ebenso, wie sih f�ur Im(z) < 0

Z

0

�1

exp(

i

�h

(�hz + E

n

� E

m

) t) dt = �i�h(�hz + E

n

� E

m

)

�1

(2:12)

ergibt. Insgesamt erhalten wir also

G

AB

(z) =

�h

Z

X

n;m

(e

��E

n

+ se

��E

m

)

hnj

b

A jmihmj

b

B jni

�hz + E

n

� E

m

: (2:13)

2.3 Bewegungsgleihungen der

Kommutator-Greensfunktion

Wir k�onnen festhalten: Die Greensfunktion G

AB

(z) ist in der ganzen komple-

xen Ebene de�niert und analytish f�ur Im(z) 6= 0. Pole k�onnen l�angs der reellen

Ahse auftreten. Sie entsprehen den Anregungsenergien des Systems. Speziell

in einem Vielteilhensystem liegen die Werte E

n

� E

m

extrem diht, und die

im Prinzip diskrete Polstruktur l�a�t sih aufgrund der Energie-Zeit-Unsh�arfe

bei normalen Me�zeiten niht au�osen. Im Thermodynamishen Grenzwert

N ! 1, Vol ! 1 mit N=Vol = konstant gehen die diht liegenden Pole der

Greensfunktion �uber in einen Shnitt l�angs der reellen Ahse. Summation wird

durh Integration ersetzt,

1

Vol

X

k

!

Z

d

3

k

(2�)

3

: (2:14)

Unter Beahtung von

A(t) = exp(

i

�h

b

Ht)

b

A exp(�

i

�h

b

Ht) (2:15)

lassen sih nun die Bewegungsgleihungen der Greensfunktionen bestimmen.

Wir mahen dies getrennt f�ur den retardierten und avanierten Fall. F�ur t 6= 0

ist

i�h

�

�t

g

r

AB

(t) =

= �h�(t)

�

�t

h [A(t); B(0)℄

s

i = �h�(t)

�

�t

h [exp(

i

�h

b

Ht)

b

A exp(�

i

�h

b

Ht);

b

B℄

s

i =

= i�(t)h [

b

H exp(

i

�h

b

Ht)

b

A exp(�

i

�h

b

Ht)� exp(

i

�h

b

Ht)

b

A exp(�

i

�h

b

Ht)

b

H;

b

B℄

s

i =

= �i�(t)h [[A(t);

b

H℄

�

;

b

B℄

s

i = �i�(t) Spur (b�[[A(t);

b

H℄

�

;

b

B℄

s

) =

= �i�(t) Spur (b�(A(t)

b

H

b

B �

b

HA(t)

b

B + s

b

BA(t)

b

H � s

b

B

b

HA(t))) =

= �i�(t) Spur (b�(A(t)

b

H

b

B � A(t)

b

B

b

H + s

b

H

b

BA(t)� s

b

B

b

HA(t))) =

= �i�(t)hA(t)[

b

H;

b

B℄

�

+ s[

b

H;

b

B℄

�

A(t) i = �i�(t)h [A(t); [

b

H;

b

B℄

�

℄

s

i =

= g

r

A;[H;B℄

�

(t); (2:16)
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entsprehend

i�h

�

�t

g

a

AB

(t) = g

a

A;[H;B℄

�

(t): (2:17)

Wir erhalten Anfangswertprobleme mit dem Anfangswerten

g

r

AB

(+0) = �ih [

b

A;

b

B℄

s

i; g

a

AB

(�0) = ih [

b

A;

b

B℄

s

i: (2:18)

Durh eine Fouriertransformation verwandeln wir dieses Problem in ein alge-

braishes. Wir erhalten f�ur t > 0

G

r

A;[H;B℄

�

(z) =

Z

1

�1

g

r

A;[H;B℄

�

(t)e

izt

dt = i�h

Z

1

0

(

�

�t

g

r

AB

(t))e

izt

dt =

= i�hg

r

AB

(t)e

izt

�

�

1

0

� i�h

Z

1

0

g

r

AB

(t)(

�

�t

e

izt

)dt =

= ��hh [

b

A;

b

B℄

s

i+ �hz �G

AB

(z); (2:19)

und dasselbe f�ur t < 0. In Subarev-Notation lautet die Bewegungsgleihung

nun

�hzhh

b

A;

b

B ii(z) = �hh [

b

A;

b

B℄

s

i+ hh

b

A; [

b

H;

b

B℄

�

ii =

= �hh [

b

A;

b

B℄

s

i+ hh [

b

A;

b

H℄

�

;

b

B ii:

(2:20)

Als Beispiel betrahten wir Ein-Teilhen-Greensfunktionen f�ur Fermionen und

w�ahlen dazu entsprehend s = +1. Es ist dann

�hzhh 

i

; 

y

j

ii = �hh [

i

; 

y

j

℄

+

i+ hh [

i

;

b

H℄

�

; 

y

j

ii =

= �hÆ

ij

+ hh [

i

;

b

H℄

�

; 

y

j

ii: (2:21)

Enth�alt

b

H keinen Wehselwirkungsterm, d.h.

b

H =

X

k;l

h

kl



y

k



l

; (2:22)

so ergibt sih

[

i

;

b

H℄

�

=

X

k;l

h

kl

[

i

; 

y

k



l

℄

�

=

X

l

h

il



y

l

(2:23)

und damit

X

k

(�hzÆ

ik

� h

ik

)hh 

k

; 

y

j

ii = �hÆ

ij

: (2:24)

F�ur eine Zwei-Teilhen-Greensfunktion f�uhrt die Wahl s = �1 zu Vereinfahun-

gen:

�hzhh 

y

k



l

; 

y

m



n

ii = �hh [

y

k



l

; 

y

m



n

℄

�

i+ hh 

y

k



l

; [

b

H; 

y

m



n

℄

�

ii (2:25)
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Es ist

[

y

k



l

; 

y

m



n

℄

�

= 

y

k



l



y

m



n

� 

y

m



n



y

k



l

=

= 

y

k



l



y

m



n

+ 

y

m



y

k



n



l

� 

y

m



l

Æ

kn

=

= 

y

k



l



y

m



n

+ 

y

k



y

m



l



n

� 

y

m



l

Æ

kn

=

= 

y

k



l



y

m



n

� 

y

k



l



y

m



n

+ 

y

k



n

Æ

lm

� 

y

m



l

Æ

kn

=

= 

y

k



n

Æ

lm

� 

y

m



l

Æ

kn

: (2:26)

Merkregel:

Wir w�ahlen s = +1, wenn

b

A und

b

B aus einer ungeraden Anzahl von

Fermioperatoren besteht und s = �1, falls

b

A und

b

B aus einer gera-

den Anzahl von Fermioperatoren oder aus einer beliebigen Anzahl von

Boseoperatoren besteht.

2.4 Die Matsubara- oder Temperatur-Greensfunktion

Der Korrelationsfunktion soll nun ebenfalls eine Greensfunktion zugeordnet

werden. Diese enth�alt nun keinen Kommutator mehr und ist abh�angig von

einem Parameter � , der umgekehrt einen Temperaturbereih parametrisiert

und als eine imagin�are Zeit aufgefa�t werden kann. Mit

A(�i�) = exp(

1

�h

�

b

H)

b

A exp(�

1

�h

�

b

H) (2:27)

(vgl. Gleihung (2.15)) ist die Matsubara-Greensfunktion de�niert als

G

AB

(� � �

0

) :=

�

�hA(�i�)B(�i�

0

) i f�ur 0 < � � �

0

< ��h,

shB(�i�

0

)A(�i�) i f�ur ���h < � � �

0

< 0.

(2:28)

Wir haben mit dieser De�nition eine Art

"

Zeitordnung\ eingef�uhrt. Bei Fer-

mionen (s = +1) dreht sih das Vorzeihen wie gewohnt um. Wir k�onnen diese

Zeitodnung auh geshlossen durh einen Zeitordnungsoperator

T

s

(A(�i�

1

)B(�i�

2

)) :=

�

A(�i�

1

)B(�i�

2

) f�ur �

1

> �

2

,

�sB(�i�

2

)A(�i�

1

) f�ur �

2

> �

1

(2:29)

ausdr�uken:

G

AB

(�) = �hT

s

(A(�i�)B(0)) i: (2:30)

Diese Greensfunktion ist im Gegensatz zur Kommutator-Greensfunktion nur

auf dem endlihen Intervall ���h < � < ��h de�niert und besitzt bei � = 0 eine

Sprungstelle:

G

AB

(+0)� G

AB

(�0) = �hA(+i0)B(0) i � shB(0)A(�i0) i =

= �h [

b

A;

b

B℄

s

i: (2:31)
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Trotz dieser Einshr�ankung auf ein endlihes Intervall k�onnen wir die Greens-

funktion fortsetzen, denn es gilt die Periodizit�atseigenshaft

G

AB

(� + ��h) = �sG

AB

(�): (2:32)

Dies wollen wir f�ur � < 0 zeigen:

G

AB

(� + ��h) = �hT

s

(A(�i(� + ��h))B(0)) i = �hA(�i(� + ��h))B(0) i =

= �

1

Z

Spur (exp(��

b

H) �

� exp(

1

�h

(� + ��h)

b

H)

b

A exp(�

1

�h

(� + ��h)

b

H)

b

B) =

= �

1

Z

Spur (exp(

1

�h

�

b

H)

b

A exp(�

1

�h

�

b

H) exp(��

b

H)

b

B) =

= �

1

Z

Spur (exp(��

b

H)

b

B exp(

1

�h

�

b

H)

b

A exp(�

1

�h

�

b

H)) =

= �hB(0)A(�i�) i = �shT

s

(A(�i�)B(0)) i =

= �sG

AB

(�): (2:33)

Diese periodishe Fortsetzung f�uhrt dazu, da� wir G

AB

(�) als Fourierreihe mit

Intervall�ange 2��h shreiben k�onnen:

G

AB

(�) =

1

��h

+1

X

n=�1

G

n

AB

exp(�i!

n

�) mit !

n

:=

n�

��h

: (2:34)

Die FourierkoeÆzienten berehnen sih zu

G

n

AB

:=

1

2

Z

��h

���h

G

AB

(�) exp(i!

n

�)d�: (2:35)

Aufgrund der Periodizit�atseigenshaft

"

�uberleben\ je nah dem Wert von s nur

die H�alfte der FourierkoeÆzienten. Wir erhalten

G

n

AB

=

1

2

Z

��h

���h

G

AB

(�) exp(i!

n

�)d� =

=

1

2

Z

0

���h

G

AB

(�) exp(i!

n

�)d� +

1

2

Z

��h

0

G

AB

(�) exp(i!

n

�)d� =

= �

s

2

Z

0

���h

G

AB

(� + ��h) exp(i!

n

�)d� +

1

2

Z

��h

0

G

AB

(�) exp(i!

n

�)d� =

= �

s

2

Z

��h

0

G

AB

(�) exp(i!

n

(� � ��h))d� +

1

2

Z

��h

0

G

AB

(�) exp(i!

n

�)d� =

=

1

2

(1� s exp(�i��h!

n

))

Z

��h

0

G

AB

(�) exp(i!

n

�)d�: (2:36)
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F�ur s = +1 ergibt der Vorfaktor 1 � exp(�in�), was f�ur gerade Werte von n

vershwindet. Ist dagegen s = �1, so vershwindet der Vorfaktor 1+exp(�in�)

f�ur ungerade Werte von n. Wir erhalten:

G

AB

(�) =

1

��h

+1

X

n=�1

G

2n+1

AB

exp(�i!

2n+1

�) (2:37)

f�ur s = +1 mit !

2n+1

= (2n+ 1)�=��h; (2:38)

G

AB

(�) =

1

��h

+1

X

�1

G

2n

AB

exp(�i!

2n

�) (2:39)

f�ur s = �1 mit !

2n

= 2n�=��h: (2:40)

!

2n

und !

2n+1

hei�en gerade und ungerade Matsubara-Frequenzen. Wie man

leiht sieht, sind sie Nullstellen der Bosefunktion b(i��h!) = (1 � e

i��h!

)

�1

bzw. der Fermifunktion f(i��h!) = (1 + e

i��h!

)

�1

. Dies wird wihtig werden,

wenn wir den Integrationsweg auf die komplexe Ebene ausweiten wollen. Vorab

bestimmen wir shon einmal die Residuen dieser Funktionen an den Polen nah

der Regel von l'Hospital:

Res(b(��hz); i!

2n

) =

1

d

dz

(1� exp(��hz))

�

�

�

�

z=i!

2n

= �

1

��h

; (2:41)

Res(f(��hz); i!

2n+1

) =

1

d

dz

(1 + exp(��hz))

�

�

�

�

z=i!

2n+1

= �

1

��h

: (2:42)

2.5 Der Zusammenhang mit der

Kommutator-Greensfunktion

Wir k�onnen einen Zusammenhang der Matsubara-Greensfunktion mit der

Kommutator-Greensfunktion herstellen, wenn wir G

AB

(�) in die komplexe Ebe-

ne fortsetzen. Diese ist in einem Streifen ���h < Re(�) < ��h de�niert. Es ist

G

AB

(it+ 0)� G

AB

(it� 0) = hA(t� i0)B(0)� (�s)B(0)A(t+ i0) i =

= �h [A(t); B(0)℄

s

i: (2:43)

Dies ist �ig

r

AB

(t) f�ur t > 0 und ig

a

AB

(t) f�ur t < 0. Auh die FourierkoeÆzienten

k�onnen wir in Beziehung setzen. Mit Gleihung (2.36) erhalten wir

G

n

AB

=

1

2

Z

+��h

���h

G

AB

(�) exp(i!

n

�)d� =

Z

��h

0

G

AB

(�) exp(i!

n

�)d�; (2:44)



Seite 20 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Vielteilhentheorie

f�ur n > 0 k�onnen wir zwei vershwindende Stammfunktionswerte hinzuaddie-

ren:

G

n

AB

=

Z

i1

0

G

AB

(�) exp(i!

n

�)d� +

Z

��h

��h+i1

G

AB

(�) exp(i!

n

�)d� =

=

Z

i1

0

G

AB

(�) exp(i!

n

�)d� +

Z

0

i1

G

AB

(~� + ��h) exp(i!

n

(~� + �))d~� =

=

Z

i1

0

(G

AB

(� + 0) exp(i!

n

�)� G

AB

(� � 0) exp(i!

n

�))d� =

= �i

Z

1

0

(G

AB

(it+ 0)� G

AB

(it� 0)) exp(i(i!

n

) t)dt =

=

Z

1

0

g

r

AB

(t) exp(i(i!

n

) t) = G

AB

(i!

n

): (2:45)

F�ur Bosonen m�ussen wir den nullten FourierkoeÆzienten gesondert betrahten.

Es ist dann z.B.

G

0

AB

= �

+1

X

n=�1;n 6=0

G

2n

AB

� ��hhA(+i0)B i = �

+1

X

n=�1;n 6=0

G

2n

AB

�

��h

2

h

b

A

b

B �

b

B

b

A i:

(2:46)

Re z
C

C

C

C

C

0

 2

1

C

C

C

-2

-3

-1

C ’

C ’

Im z

Abb. 2.1 Der Integrationsweg C aus Gleihungen (2.47) und (2.48)

Ferner ist f�ur Fermionen, d.h. s = +1

G

AB

(�) = �

1

2�i

I

C

G

AB

(z)f(��hz) exp(��z)dz (2:47)

f�ur den Bereih ���h < Re(�) < 0 und

G

AB

(�) = �

1

2�i

I

C

G

AB

(z)(1� f(��hz)) exp(��z)dz (2:48)

f�ur den Bereih 0 < Re(�) < ��h. Wir wollen dies beweisen.
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f(��hz) besitzt Pole bei den ungeraden Matsubara-Frequenzen !

2n+1

, ver-

shwindet aber zusammen mit der Exponentialfunktion f�ur Re(�) < 0 in beiden

komplexen Halbebenen f�ur wahsenden Radius so shnell, so da� das Inte-

gral �uber einen unterbrohenen Kreis um den Ursprung keinen Beitrag liefern

w�urde. Entsprehend vershwindet (1� f(��hz)) f�ur Re(t) > 0.

Wir ersetzen daher die Integration l�angs des Weges C, der die reelle Ahse

eng umshlie�t, durh eine Integration l�angs des Weges C

0

(vgl. Abbildung 2.1)

und erhalten nah dem Residuensatz das Ergebnis

G

AB

(�) =

X

n

1

��h

G

AB

(i!

2n+1

) exp(�i!

2n+1

�): (2:49)

Entsprehend gilt f�ur Bosonen, s = �1:

G

AB

(�) =

1

��h

G

0

AB

+

1

2�i

I

C

G

AB

(z)

�

b(��hz)

1 + b(��hz)

�

exp(��z)dz (2:50)

f�ur ���h < Re(�) < 0 bzw. 0 < Re(�) < ��h.

2.6 Beispiel: Das freie Fermion

Als Rehenbeispiel wollen wir begleitend ein freies Fermion betrahten. Es ist

hier

b

H =

X

k

"

k



y

k



k

mit "

k

=

�h

2

~

k

2

2m

: (2:51)

Gro�kanonish betrahtet wird "

k

noh um das hemishe Potential � reduziert.

Als Operatoren

b

A und

b

B verwenden wir die Feldoperatoren

b

 (~r) =

1

p

Vol

X

k



k

e

�i

~

k~r

und

b

 

y

(~r) =

1

p

Vol

X

k



y

k

e

i

~

k~r

: (2:52)

Die

"

Zeitabh�angigkeit\ mittels Adjunktion gem�a� Gleihung (2.27) �ubertr�agt

sih direkt auf die Erzeuger und Vernihter. Es ist
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X
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q
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k

)

y
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und (2:53)



k

b
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y

k

X

q

"
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y
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q

= �

X
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y
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+
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q

"

q



y

q

Æ

kq

=

= (

X

q

"

q



y

q



q
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k

)

k

(2:54)
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und damit



y

k

(�) = exp(

1

�h

�

b

H)

y

k

exp(�

1

�h

�

b

H) = exp(

1

�h

�

b

H)

1

X

n=0

(��)

n

�h

n

n!



y

k

b

H

n

=

= exp(

1

�h

�

b

H)

1

X

n=0

(��)

n

�h

n

n!

(

b

H � "

k

)

y

k

= exp(

1

�h

�

b

H) exp(�

1

�h

�(

b

H � "

k

))

y

k

=

= exp(

1

�h

"

k

�)

y

k

; 

k

(�) = exp(�

1

�h

"

k

�)

k

: (2:55)

F�ur � > 0 ist

G(~r;~r

0

; �) = �

1

Vol

X

kk

0

h 

k



y

k

0

ie

�i

~

k~r

e

i

~

k

0

~r

0

exp(�

1

�h

"

k

�): (2:56)

Wir nutzen

h 

k



y

k

0

i = Æ

kk

0

h 1� 

y

k



k

i = Æ

kk

0

�

1�

1

1 + exp(�"

k

)

�

=

Æ

kk

0

exp(��"

k

) + 1

(2:57)

und erhalten

G(~r;~r

0

; �) = �

1

Vol

X

k

exp(�

1

�h

"

k

�)

exp(��"

k

) + 1

e

i

~

k(~r

0

�~r)

=

1

Vol

X

k

~

G(

~

k; �)e

i

~

k(~r

0

�~r)

;

(2:58)

entsprehend f�ur � < 0

G(~r;~r

0

; �) =

1

Vol

X
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0

h 

y

k

0



k

ie

i

~

k

0

~r

0

e

�i

~
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e
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k

�

=

1

Vol

X

k

exp(�

1

�h

"

k

�)

1 + exp(�"

k

)

e

i

~

k(~r

0

�~r)

=

=

1

Vol

X

k

~

G(

~

k; �)e

i

~

k(~r

0

�~r)

: (2:59)

Dabei ist

~

G(

~

k; �) :=

8

>

<

>

:

�(exp(��"

k

) + 1)

�1

exp(�

1

�h

"

k

�) f�ur 0 < � < ��h,

(1 + exp(�"

k

))

�1

exp(�

1

�h

"

k

�) f�ur ���h < � < 0.

(2:60)

Wir k�onnen die Periodizit�atseigenshaft rash zeigen. Sie �ubertr�agt sih auf

~

G(

~

k; �) und liefert f�ur � < 0

~

G(

~

k; � + ��h) = �

exp(�

1

�h

"

k

(� + ��h))

exp(��"

k

) + 1

= �

exp(�

1

�h

"

k

�)

1 + exp(�"

k

)

=

= �

~

G(

~

k; �): (2:61)
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Shlie�lih k�onnen wir die FourierkoeÆzienten G

n

k

= G

k

(i!

n

) berehnen. Unter

Verwendung von Gleihung (2.44) gilt

G

n

k

=

1

2

Z

+��h

���h

~

G(

~

k; �) exp(i!

n

�)d� =

Z

��h

0

~

G(

~

k; �) exp(i!

n

�)d� =

= �

1

exp(��"

k

) + 1

Z

��h

0

exp((i!

n

�

1

�h

"

k

)�)d� =

= �

1

exp(��"

k

) + 1

�

exp((i!

n

�

1

�h

"

k

)�)

i!

n

�

1

�h

"

k

�

�

�

�

��h

�=0

=

= �

1

exp(��"

k

) + 1

�

��h(exp(��"

k

) + 1)

i�h!

n

� "

k

=

=

�h

i�h!

n

� "

k

: (2:62)

Dabei benutzten wir, da� hier exp(i��h!

n

) = �s = �1 ist.

2.7 Spektralfunktion und Summenregeln

�

Ahnlih, wie wir es in Gleihung (1.52) f�ur die Korrelationsfunktion gemaht

haben, konstruieren wir zur Greensfunktion G

AB

(z) eine Spektralfunktion. Sie

kennzeihnet die Stufe in der Greensfunktion, die beim

�

Ubershreiten des Spek-

trums, welhes sih l�angs der reellen Ahse erstrekt, zu erklimmen ist.

Im Vorfeld wollen wir

Im

�

1

!

0

+ i0� !

�

= ��Æ(!

0

� !) (2:63)

zeigen, denn dies wird im folgenden reht h�au�g verwendet. Wir tun dies,

indem wir den Ausdruk mit einer holomorphen Funktion f(z) falten:

Z

1

�1

Im

�

1

!

0

+ i0� !

�

f(!

0

)d!

0

=

=

1

2i

Z

1

�1

�

1

!

0

+ i0� !

�

1

!

0

� i0� !

�

f(!

0

)d!

0

=

=

1

2i

Z

1+i0

�1+i0

f(z � i0)dz

z � !

�

1

2i

Z

1�i0

�1�i0

f(z + i0)dz

z � !

=

= �

1

2i

I

C

f(z)dz

z � !

= �

2�i

2i

f(!) = ��f(!); (2:64)

wobei C der Weg ist um die reelle Ahse ist.

Die Spektralfunktion ist de�niert als

C

AB

(!) := i(G

AB

(! + i0)�G

AB

(! � i0)): (2:65)
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Die Frequenz ! ist dabei reell. In Spektraldarstellung ergibt sih

C

AB

(!) =

i�h

Z

X

nm

(e

��E

n

+ se

��E

m

)hnj

b

A jmihmj

b

B jni �

� ((�h! + i0 +E

n

� E

m

)

�1

� (�h! � i0 + E

n

�E

m

)

�1

) =

= �

2�h

Z

X

nm

(e

��E

n

+ se

��E

m

)hnj

b

A jmihmj

b

B jni �

� Im((�h! + i0 + E

n

�E

m

)

�1

): (2:66)

Nah Gleihung (2.63) liefert der Imagin�arteil eine Delta-Distribution. Wir

erhalten somit

C

AB

(!) =

2�

Z

X

nm

Æ(�h!+E

n

�E

m

)(e

��E

n

+se

��E

m

)hnj

b

A jmihmj

b

B jni: (2:67)

Umgekehrt l�a�t sih aus der Spektralfunktion die Greensfunktion berehnen,

und zwar

G

AB

(z) =

1

2�

Z

1

�1

C

AB

(!)

z � !

d!: (2:68)

Und auh bei der Berehnung der niht fouriertransformierten Form der Greens-

funktion hilft die Spektralfunktion. Wir k�onnen so die Gleihungen (2.47)

und (2.48), die f�ur Fermionen galten, fortf�uhren und erhalten

G

AB

(�) =

1

2�i

I

C

G

AB

(z)

�

�f(z)

1� f(z)

�

e

��z
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=

1
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C
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�
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f(!)� 1

�

e

�!�

d!: (2:69)

Entsprehendes k�onnen wir in der Fortsetzung von Gleihung (2.50) erhalten.

Entwikeln wir f(!) in eine Potenzreihe, so l�a�t sih die Matsubara-Greens-

funktion aus Momenten der Spektralfunktion aufbauen, wobei das n-te Moment

die Form

M

n

:=

Z

1

�1

!

n

C

AB

(!)d! (2:70)

besitzt. Wir wollen dies f�ur die ersten Ordnungen explizit berehnen. So erhal-

ten wir f�ur das nullte Moment

M
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A

b
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= 2�h [

b
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b
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s

i: (2:71)
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F�ur das erste Moment ergibt sih mit den Bewegungsgleihungen (2.19)

M

1

=

Z

1

�1

!C
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Z

1
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b
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s

i: (2:72)

So k�onnten wir fortfahren, wobei jeweils mittels der Bewegungsgleihung

b

A

durh �h

�1

[

b

A;

b

H℄

�

zu ersetzen ist:
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b
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;

b
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s

i: (2:73)

Als Kriterium f�ur die G�ute einer N�aherung kann gelten, bis zu welher Ordnung

die Momente exakt reproduziert werden.

2.8 Der Zusammenhang mit den Greensfunktionen

Wir wollen Relationen f�ur die vorgestellten Greensfunktionen zusammentragen,

die sih auf die Argumente dieser Greensfunktionen beziehen. F�ur t > 0 ist so

g
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b
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b
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= �sg

r
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(t): (2:74)

Entsprehend gilt

G

AB

(�z) = �sG

BA

(z); (2:75)

weiter ist
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und f�ur ! !1 gilt asymptotish

G
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+ se
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b

B℄
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i: (2:77)

Shlie�lih betrahten wir diesen Grenzfall f�ur eine reelle Spektralfunktion.

Dann ist nah Gleihung (2.68)

ImG
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(! + i0) =

1
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Z
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also

G

AB

(z) = �

1

�

Z

1

�1

ImG
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(! + i0)

z � !

d! (2:79)

und damit
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(! + i0)Re
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+ i0� !

�

d!; (2:80)

also im Grenzfall !

0

!1 gem�a� Gleihung (2.77)

h [

b
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b
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s

i = �
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�

Z

1

�1

ImG
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(! + i0)d!: (2:81)

F�ur den Fall

b

B =

b

A

y

ist die Spektralfunktion reell. Es ist hier

G

AA

y

(! + i0) = G

�

AA

y

(! � i0) (2:82)

und damit

C
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y(!) = �2 Im(G
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y(! + i0)) = (2:83)
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2

:

Nun l�a�t sih der Erwartungswert von

b

A

y

b

A, der f�ur

b

A =

b

 (x) nihts anderes

ist als die Zustandsdihte, mittels der Matsubara-Greensfunktion berehnen.

Wir tun dies wiederum f�ur Fermionen, s = +1, und erhalten

h

b

A

y

b

A i = h

b
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b

A(� = �0) i = G
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d!: (2:84)
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3. Vielteilhensysteme

Bislang haben wir immer mit einer Greensfunktion gearbeitet, welhe die Wahl

der Operatoren

b

A und

b

B freistellte. In diesem Kapitel betrahten wir nun

Wehselwirkungen zwishen Teilhen. Zu ihrer Beshreibung dienen, wie wir

bereits aus dem Skript �uber Festk�orpertheorie wissen, die Erzeugungs- und

Vernihtungsoperatoren der zweiten Quantisierung und in Ortsdarstellung die

Feldoperatoren.

3.1 Der Begri� des Propagators

Ausgangspunkt ist der wehselwirkungsfreie Hamiltonoperator

b

H

0

=

Z Z

b

 

y

(x)h

0

(x; x

0

)

b

 (x

0

)dx

0

dx; (3:1)

wie wir ihn aus der Festk�orpertheorie kennen. Die Feldoperatoren bilden

sih aus den Eigenfunktionen des zugeh�origen Einteilhenproblems und den

Erzeugungs- bzw. Vernihtungsoperatoren,

b

 

y

(x) =

X

i

a

y

i

 

�

i

(x);

b

 (x) =

X

i

a

i

 

i

(x): (3:2)

Wir shreiben hier a

y

i

und a

i

sowohl f�ur Fermionen als auh f�ur Bosonen, die

Untersheidung wird nur mit dem Vorzeihen s vorgenommen. Im Diagonal-

fall h

0

(x; x

0

) = h

0

(x)Æ(x � x

0

) k�onnen wir

b

H

0

durh Erzeuger und Vernihter

ausdr�uken,

b

H

0

=

X

i;j

h

ij

a

y

i

a

j

mit h

ij

:=

Z

 

�

i

(x)h

0

(x) 

j

(x)dx: (3:3)

Allgemein gilt:

Einen Vielteilhenoperator wird konstruiert, indem der Erwartungswert

des zugeh�origen Ein-Teilhen-Operators gebildet und die dort auftreten-

den Wellenfunktionen durh Feldoperatoren ersetzt werden.

Die zu

b

H

0

geh�orige Eigenwertgleihung wird gel�ost durh die Matsubara-

Greensfunktion

G(~r;~r

0

; � � �

0

) := �hT

s

(

b

 (~r;�i�)

b

 

y

(~r

0

;�i�

0

)) i: (3:4)

Dabei erh�alt man die

"

Zeitabh�angigkeit\ erneut durh die Adjunktion

b

 (~r;�i�) := exp(

1

�h

b

H

0

�)

b

 (~r) exp(�

1

�h

b

H

0

�): (3:5)

F�ur den Spezialfall eines freien Teilhens haben wir diese zeit- und ortsabh�an-

gige Greensfunktion bereits in Kapitel 2.6 kennengelernt. Die Fourierkoef-

�zienten der Matsubara-Greensfunktion sind gleih dem Fouriertransforma-

tion der Kommutator-Greensfunktion an diskreten Stellen i!

n

, wobei !

n

die
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Matsubara-Frequenzen sind. Diese fouriertransformierte Ein-Teilhen-Kom-

mutator-Greensfunktion shreibt sih mit den Erzeugern und Vernihtern als

G

ij

(z) := hh a

i

; a

y

j

ii(z) := G

a

i

a

y

j

(z): (3:6)

Die Greensfunktion in ihrer fouriertransformierten Form bezeihnet man h�au�g

als Propagator. Den Grund f�ur diese Bezeihnung erkennen wir beim

�

Ubergang

zu reellen Zeiten. Dann vernihtet G(~r;~r

0

; it) ein Teilhen bei (~r

0

; 0) und erzeugt

eines bei (~r; t), beshreibt also die Bewegung (Propagation) eines Teilhens vom

Ort ~r

0

an den Ort ~r in der Zeit t. Der Propagator enth�alt somit die Information

�uber die Dynamik des Teilhens.

3.2 Beziehung zur Thermodynamik

F�ur eine thermodynamishe Behandlung rehnen wir mit Erwartungswerten

von Operatoren. Zudem lassen wir im folgenden die Ortsabh�angigkeit wieder

fallen. F�ur einen Ein-Teilhen-Operator
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F�ur die Berehnung von Erwartungswerten von Zwei-Teilhen-Operatoren ist

im allgemeinen mehr n�otig als die Ein-Teilhen-Greensfunktion. Eine Aus-

nahme bildet der Hamiltonoperator selber, da die Greensfunktion ja gerade die

Bewegungsgleihung enth�alt.

F�ur ein wehselwirkendes System berehnen wir die innere Energie als Er-

wartungswert des Hamiltonoperators
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Bevor wir diese Rehnung durhf�uhren, formen wir die Anteile
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und wegen a
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Andererseits ergeben sih aus den soeben durhgef�uhrten Rehnungen die Er-

wartungswerte
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Wir fassen nun geeignet zusammen:
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Benutzen wir die Bewegungsgleihungen (2.20),
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so ergibt sih letztendlih
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Dies ist die innere Energie E.

F�ur unser fermionishes Beispiel w�ahlen wir s = +1. Erneut k�onnen wir

die Summation �uber die Matsubara-Frequenzen !

n

, wobei ��h(i!
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) Pole der

Fermifunktion f(��hz) sind, durh eine Integration �uber den die reelle Ahse

umshlie�enden komplexen Weg C ersetzen. Es ergibt sih
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und speziell f�ur

b

H

0

=

P

i

"

i

a

y

i

a

i

E = �

1

2�

Z

1

�1

X

i

(�h! + "

i

) � Im(hh a

i

; a

y

i

ii(! + i0)f(��h!) d!: (3:21)

L�a�t sih auh die freie Energie F (T ) durh den Propagator ausdr�uken, und

wie sieht sie aus? Ein erster Zugang fu�t auf den Maxwell-Beziehungen

F = E � TS und S = �

�F

�T

; (3:22)

aus denen sih
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ergibt. Nah dem dritten Hauptsatz der Thermodynamik ist TS(T ) ! 0 f�ur

T ! 0, wir erhalten den Anfangswert

F (T = 0) = E(T = 0) (3:24)

und k�onnen Gleihung (3.22) integrieren:
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: (3:25)
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Der zweite Zugang wird als Kopplungskonstantenintegration bezeihnet und

parametrisiert den Wehselwirkungsanteil,
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und damit
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also
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Speziell f�ur die Diagonalgestalt
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Obwohl die Formel einfah ersheint, besitzt der Imagin�arteil unter Umst�anden

eine komplizierte, nihtlineare �-Abh�angigkeit.

Die freie Energie und damit die gesamte Thermodynamik sind also auf Ein-

Teilhen-Propagatoren zur�ukzuf�uhren. Wir erkennen, da� diese Propagatoren

bereits sehr viel

"

Dynamik\ enthalten.

3.3 Das Wikshe Theorem

Mit Hilfe des Wikshen Theorems, da� wir im Skript zur Festk�orpertheorie

bereits f�ur zwei Erzeuger und zwei Vernihter kennenlernten, lassen sih Er-

wartungswerte und damit auh Propagatoren auf einfahere Erwartungswerte

zur�ukf�uhren und damit im Ende�ekt auf die Ein-Teilhen-Propagatoren.

Der n-Teilhen-Propagator ist de�niert als

G

n

(q

1

; �

1

; : : : ; q

n

; �

n

; q

0

1

; �

0

1

; : : : ; q

0

n

; �

0

n

) =

: = (�1)

n

hT

s

(a

q

1

(�

1

) � � �a

q

n

(�

n

)a

y

q

0

1

(�

0

1

) � � �a

y

q

0

n

(�

0

n

) i (3:31)

mit dem Zeitordnungsoperator T

s

,

T
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wobei p 2 S

n

eine Permutation ist, die sih aus �[p℄ Vertaushungen zusam-

mensetzt, und zwar gerade die, welhe die rihtige Zeitordnung

��h � �

p(1)

� : : : � �

p(m)

� 0 (3:33)

liefert. �[p℄ hei�t Charakter der Permutation.
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Wikshes Theorem: F�ur
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Dabei ist �[p℄ der Charakter der durh

p : (1; 2; : : : ; n) 7! (p(1); p(2) : : : ; p(n)) (3:35)

induzierten Permutation
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es gilt

�[p℄ =

n(n� 1)

2

+ �[p℄; (3:37)

wobei �[p℄ der Charakter der Permutation p ist. F�ur n = 2 erhalten wir

beispielsweise
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denn wir k�onnen shreiben:
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3.4 Beweis des Wikshen Theorems
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+ 0) � � � i) =

= (�1)

n

(�s)

�

(�s)

n+j�2

h � � � [a

q

1

; a

y

q

0

j

℄

s

(�

0

j

) � � � i =

= Æ

q

1

q

0

j

(�1)

n

(�s)

n+j�2

hT

s

(a

y

q

2

(�

2

) � � � 6 a

y

q

0

j

(�

0

j

) � � �) i =

= �Æ

q

1

q

0

j

(�s)

n+j�2

G

n�1

(q

2

; �

2

; : : : ; : : : ; 6 q

0

j

; 6 �

0

j

; : : : ; q

0

n

; �

0

n

): (3:43)

In beiden F�allen bezeihnet � den Charakter der restlihen Erzeuger und Ver-

nihter, der sih bei den Zwishenrehnungen niht �andert. Wir k�onnen Glei-

hung (3.43) auh anders shreiben:

Z

�

0

j

+0

�

0

j

�0

�

��

G

n

(q; �; : : :)d� =

= �

Z

�

0

j

+0

�

0

j

�0

(�s)

n+j�2

Æ

q

1

q

Æ(� � �

0

j

) �

� G

n�1

(q

2

; �

2

; : : : ; : : : ; 6 q

0

j

; 6 �

0

j

; : : : ; q

0

n

; �

0

n

); (3:44)
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so da� f�ur � = �

0

j

der Ausdruk in Gleihung (3.42) durh den Term

(�s)

n+j�2

Æ

q

1

q

Æ(� � �

0

j

)G

n�1

(q

2

; �

2

; : : : ; : : : ; 6 q

0

j

; 6 �

0

j

; : : : ; q

0

n

; �

0

n

) (3:45)

erg�anzt wird. Mit diesem Wissen ausger�ustet, lassen wir nun den Operator

Æ

q

1

q

�=�� � h

q

1

q

auf beide Seiten der Gleihung (3.34) wirken. Es ist f�ur die

linke Seite

X

q

(Æ

q

1

q

�

��

� h

q

1

q

)G

n

(q; �; : : : ) = (3:46)

= �

n

X

j=1

(�s)

n+j�2

Æ

q

1

q

0

j

Æ(� � �

0

j

)G

n�1

(q

2

; �

2

; : : : ; : : : ; 6 q

0

j

; 6 �

0

j

; : : : ):

Verwenden wir Gleihung (3.34) f�ur n�1 als Induktionsannahme und beahten,

da� sowohl (q

1

; �

1

) wie auh (q

0

j

; �

0

j

) niht mehr auftreten, so erhalten wir

X

q

(Æ

q

1

q

�

��

� h

q

1

q

)G

n

(q; �; : : : ) = (3:47)

= �

n

X

j=1

(�s)

n+j�2

Æ

q

1

q

0

j

Æ(� � �

0

j

)

X

~p2S

n�1

(�s)

�[~p℄

n

Y

�=2

G

1

(q

�

; �

�

; q

0

p

j

(�)

; �

0

p

j

(�)

):

Die Permutationen werden in zwei Shritten verwandelt. Zun�ahst ist ~p 2 S

n�1

Permutation der Werte (2; : : : ; n). Sodann werden die Werte bis einshlie�lih

j um Eins verringert, um den Wert 1 zu erhalten und den Wert j freizumahen.

Wir erhalten

p

j

(�) :=

(

~p(�)� 1 f�ur ~p(�) = 2; : : : ; j ,

~p(�) f�ur ~p(�) = j � 1; : : : ; n ,

(3:48)

und mit der Erg�anzung p

j

(1) = j wird daraus eine Permutation aus S

n

. Ist �

~p

der Charakter der Permutation ~p, so ver�andert die Vershiebung der ersten j�1

Werte zun�ahst nihts am Charakter. Erst die Erg�anzung zu einer Permutation

in S

n

, wie sie p

j

darstellt, f�uhrt zu einem Summanden j � 1. Es ist dann

�

p

j

=

n(n� 1)

2

+ �

p

j

=

n(n� 1)

2

+ (j � 1) + �

~p

= (3:49)

= (n� 1) + (j � 1) +

(n� 1)(n� 2)

2

+ �

~p

= n+ j � 2 + �

~p

:

Die Summe �uber j kann mit der Summe �uber ~p 2 S

n�1

zu einer Summe �uber

p 2 S

n

zusammengefa�t werden, es ergibt sih

X

q

(Æ

q

1

q

�

��

� h

q

1

q

)G

n

(q; �; : : : ) = (3:50)

= �

X

p2S

n

(�s)

�

p

Æ

q

1

q

0

p(1)

Æ(� � �

0

p(1)

)

n

Y

�=2

G

1

(q

�

; �

�

; q

0

p(�)

; �

0

p(�)

):
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Dasselbe Ergebnis liefert nun auh die Wirkung des Operators auf die rehte

Seite von Gleihung (3.34), die sih shreiben l�a�t als

X

p2S

n

(�s)

�

p

G

1

(q

1

; � ; q

0

p(1)

; �

0

p(1)

)

n

Y

�=2

G

1

(q

�

; �

�

; q

0

p(�)

; �

0

p(�)

); (3:51)

denn es ist

X

q

(Æ

q

1

q

�

��

+ h

q

1

q

)G

1

(q; � ; q

0

j

; �

0

j

) = Æ

q

1

q

0

j

Æ(� � �

0

j

): (3:52)

Also erf�ullen beide Seiten von Gleihung (3.34) dieselbe lineare inhomogene

Di�erentialgleihung. Sie sind demnah gleih, wenn die zugeh�orige homogene

Gleihung nur die triviale L�osung besitzt. Wir wollen also zeigen, da� die

Funktion Y

q

(�) mit

X

q

(Æ

q

1

q

�

��

� h

q

1

q

)Y

q

(�) = 0 (3:53)

vershwindet. Gel�ost wird diese Gleihung formal durh

Y

q

(�) =

X

q

0

(exp(�

1

�h

^

h�))

qq

0

Y

q

0

(0): (3:54)

Die Randbedingungen sind dieselben wie f�ur die Greensfunktion,

Y

q

(��h) = �sY

q

(0): (3:55)

Es ergibt sih, da� die Matrix exp(�

1

�h

^

h�) den Eigenwert �s haben mu�. Dies

geht niht f�ur s = +1, da

^

h hermitesh ist. Also mu� s = �1 sein. Der

zugeh�orige Eigenwert von

^

h ist 0, ist aber im Bosonenspektrum wegen der

Divergenz an diesem Punkt ausgeshlossen. Damit ist gezeigt, da� Y

q

(�) ver-

shwindet. Wir haben somit das Wikshe Theorem bewiesen.

3.5 Die Molekularfeld- oder Hartree-Fok-N�aherung

Zum Hamlitonoperator

b

H aus Gleihung (3.9) suhen wir denjenigen Hamil-

tonoperator eines Einteilhenproblems, der die physikalishen Eigenshaften

des durh

b

H bestimmten Systems am besten n�ahert. Wir setzen ihn an als

b

H

0

=

X

i;j

x

ij

a

y

i

a

j

: (3:56)

Die Dihtematrix zum Hamiltonoperator

b

H war

b�

H

=

e

��

b

H

Spur (e

��

b

H

)

; (3:57)
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die freie Energie in Abh�angigkeit von dieser Dihtematrix

F

H

= �

1

�

ln(Spur (e

��

b

H

)) = Spur (b�

H

(

b

H +

1

�

ln b�

H

)) = U � TS: (3:58)

Betrahten wir die freie Energie nun allgemein als Funktional auf der Menge

der Dihteoperatoren,

F [b�℄ := Spur (b�(

b

H +

1

�

ln b�)); (3:59)

so nimmt dieses Funktional sein absolutes Minimum gerade f�ur den kanonishen

Dihteoperator b�

H

an, und

F [b�℄ � F [b�

H

℄ = F

H

(3:60)

ist ein Minimalisierungsprinzip f�ur die freie Energie. Dies gilt es zu zeigen, ehe

wir es verwenden.

Zun�ahst gilt f�ur Dihteoperatoren b� und b�

0

mit zugeh�origen Eigenzust�an-

den jni von

b

H und jn

0

i von

b

H

0

Spur (b�(ln b�� ln b�

0

)) =

X

n

�

n

(hnj ln b�

0

jni � ln �

n

) =

X

n

�

n

hnj ln(

b�

0

�

n

) jni =

=

X

n;n

0

�

n

hnjn

0

i ln(

�

n

0

�

n

)hn

0

jn i �

X

n;n

0

�

n

jhnjn

0

ij

2

(

�

n

0

�

n

� 1) =

=

X

n;n

0

jhnjn

0

ij

2

(�

n

0

� �

n

) = Spur b�

0

� Spur b� = 0

und damit

Spur (b� ln b�) � Spur (b� ln b�

0

): (3:61)

Dann ist aber

F [b�℄ = Spur (b�

b

H +

1

�

b� ln b�) � Spur (b�

b

H) +

1

�

Spur (b� ln b�

H

) =

= Spur (b�

b

H) +

1

�

Spur (b� ln

�

e

��

b

H

Spur (e

��

b

H

)

�

) =

= Spur (b�

b

H)� Spur (b�

b

H)�

1

�

Spur (b� ln(Spur (e

��

b

H

))) =

= �

1

�

Spur (b� ln(Spur (e

��

b

H

))) = F

H

: (3:62)
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F�ur b� = b�

0

= b�

H

0

gilt

F

H

� F [b�

0

℄ = Spur (b�

0

(

b

H +

1

�

ln b�

0

)) =

= Spur (b�

0

(

b

H

0

+

1

�

ln b�

0

)) + Spur (b�

0

(

b

H �

b

H

0

)) =

= F

H

0

+ h

b

H �

b

H

0

i

0

: (3:63)

Speziell f�ur den Ansatz (3.56) erhalten wir

F � F [b�

0

℄ = F

0

+

X

n;m

((h

nm

� x

nm

)h a

y

n

a

m

i

0

) +

+

1

2

X

n;m;l;k

u

nmlk

h 

y

n

a

y

m

a

l

a

k

i

H

0

: (3:64)

Wir kommen der tats�ahlihen freien Energie also am n�ahsten, wenn wir F [b�

0

℄

bez�uglih

b

H

0

und damit bez�uglih der KoeÆzienten x

nm

minimieren. F�ur den

Vierfaherwartungswert benutzen wir dabei das Wikshe Theorem

h a

y

n

a

y

m

a

l

a

k

i

0

= �sh a

y

n

a

l

i

0

h a
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m

a
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0

+

+ Æ
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h a

y

n

a

l

i

0

+ sÆ

ml

h a

y

n

a

k

i

0

(3:65)

ohne die beiden letzten Terme, die nur zu einer Umnormierung von h

nm

f�uhren.

Es ergibt sih die Forderung

0

!

=

�F [b�

0

℄

�x

nm

=

�F

0

�x

nm

� h a

y
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a

m
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+
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lk
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i
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+

+
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2
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u
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i

a
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i
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+
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a
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i

0
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h a

y

i

a

k

i

0

+

� s

�h a

y

i

a
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i

0

�x

nm

h a

y
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a
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i

0

� s

�h a
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i

0

�x
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h a
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: (3:66)

Es ist

�F

0

�x

nm

=

�

�x

nm

(�

1

�

ln(Spur (exp(��

X

l;k

x

lk

a

y

l

a

k

)))) =

=

1

Spur (exp(��

b

H

0

))

� Spur (exp(��

b

H

0

)a

y

n

a

m

) = h a

y

n

a

m

i

0

: (3:67)

Durh geeignete Umnumerierung k�onnen wir aus den verbleibenden Termen

die partielle Ableitung ausklammern, es ergibt sih als spezielle L�osung des

Minimierungsproblems die Wahl

x

lk

= h

lk

+

1

2

X

i;j

�

(u

lj;ik

� su

lj;ki

)h a

y

j

a

i

i

0

+ (u

il;kj

� su

il;jk

)h a

y

i

a

j

i

0

�

(3:68)
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und mit u

li;jk

= u

il;kj

x

lk

= h

lk

+

X

i;j

(u

li;jk

� su

li;kj

)h a

y

i

a

j

i

0

: (3:69)

Die KoeÆzienten enthalten dabei o�ensihtlih Erwartungswerte des durh sie

gebildeten Hamiltonoperators. Wir sprehen von einem Selbstkonsistenzpro-

blem, das eine hohgradige Nihtlinearit�at f�ur die zu ermittelnde Gr�o�en x

nm

darstellt. Die L�osung ist dar�uber hinaus niht unbedingt eindeutig. Treten

mehrere m�oglihe L�osungen auf, so mu� im n�ahsten Shritt in das Funktio-

nal F [b�℄ eingesetzt werden, wenn entshieden werden soll, welhe L�osung den

kleinsten Wert f�ur die freie Energie liefert. Die selbstkonsistente freie Energie

ist niht F

0

, sondern der Wert dieses Funktionals f�ur die L�osung,

F

HF

= F

0

�

X

l;k;i;j

(u

li;jk

� su

li;kj

)h a

y

i

a

j

i

0

h a

y

l

a

k

i

0

+

X

n;m;l;k

u

nm;lk

h a

y

n

a

y

m

a

l

a

k

i

0

=

= F

0

�

1

2

X

i;j;l;k

(u

li;jk

� su

li;kj

)h a

y

i

a

j

i

0

h a

y

l

a

k

i

0

: (3:70)

Zum Abshlu� berehnen wir zu

b

H

0

die Greensfunktion, indem wir in Glei-

hung (2.24) einsetzen. Die Einteilhengreensfunktionen sind dabei stets bez�ug-

lih

b

H

0

zu verstehen.

�hzhh a

l

; a

y

m

ii

0

= �hÆ

lm

+

X

k

x

lk

hh a

k

; a

y

m

ii

0

= (3:71)

= �hÆ

lm

+

X

k

�

h

lk

+

X

i;j

(u

li;jk

� su

li;kj

)h a

y

i

a

j

i

0

�

hh a

k

; a

y

m

ii

0

:

Durh Ersetzen der Greensfunktion erhalten wir eine Art quadratishe Glei-

hung f�ur die Einteilhengreensfunktion, im allgemeinen aber eine Integralglei-

hung, die es zu l�osen gilt.

4. Die Polstruktur einfaher Modelle

An einigen Beispielen wollen wir hier sehen, wie die Polstruktur der Matsubara-

Greensfunktionen f�ur vershiedene Hamiltonoperatoren aussieht. Mit hineinge-

nommen sind hier nat�urlih dann auh die N�aherungen exakter Hamiltonope-

ratoren wie die Hartree-Fok-N�aherung des vorangegangenen Kapitels. Ausge-

hend von Fermionen l�a�t sih das ganze auh auf Bosonen �ubertragen. Doh

bevor wir ins Detail gehen, shieben wir ein paar Mutatorrehenregeln vor, die

f�ur das folgende sehr n�utzlih sind und f�ur beide Arten von Teilhen gelten.
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4.1 Mutator-Rehenregeln f�ur Erzeuger und Vernihter

Aus den Grundregeln

[A;BC℄

�

= [A;B℄

�

C + B[A;C℄

�

= [A;B℄

+

C � B[A;C℄

+

[AB;C℄

�

= A[B;C℄

�

+ [A;C℄

�

B = A[B;C℄

+

� [A;C℄

+

B

[A;BC℄

+

= [A;B℄

�

C + B[A;C℄

+

= [A;B℄

+

C � B[A;C℄

�

[AB;C℄

+

= A[B;C℄

�

+ [A;C℄

+

B = A[B;C℄

+

� [A;C℄

�

B

(4:1)

und den Mutatoren f�ur die Erzeuger und Vernihter,

[a

i

; a

j

℄

s

= [a

y

i

; a

y

j

℄

s

= 0; [a

i

; a

y

j

℄

s

= Æ

ij

(4:2)

ergibt sih �uber mehr oder weniger lange Rehnungen (ohne Summationsregel)

[a

i

; a

y

j

a

k

℄

�

= Æ

ij

a

k

(4:3)

[a

y

i

; a

y

j

a

k

℄

�

= �Æ

ik

a

y

j

(4:4)

[a

i

; a

y

j

a

j

℄

�

= Æ

ij

a

j

(4:5)

[a

y

i

; a

y

j

a

j

℄

�

= �Æ

ij

a

y

j

(4:6)

[a

y

i

a

i

; a

y

j

a

j

℄

�

= 0 (4:7)

a

y

i

a

i

a

y

i

a

i

= a

y

i

a

i

(4:8)

[a

i

a

y

j

a

j

; a

y

k

a

k

℄

�

= Æ

ik

a

i

a

y

j

a

j

(4:9)
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i

; a

y

j

a

y

k
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4.2 Der freie Hamiltonoperator

Wir haben das freie Fermion bereits in Kapitel 2 behandelt. Dennoh �ndet

es auh hier noh einmal seinen Platz, um dann zu komplizierteren Problemen

zu f�uhren.

Der Hamiltonoperator

b

H

0

des freien Fermions ist

b

H

0

=

X

k;l

h

kl



y

k



l

: (4:14)
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Diesen setzen wir in die Bewegungsgleihung (2.20) ein und erhalten
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Bereits die erste Generation der Bewegungsgleihungen ist in sih geshlossen

und liefert ein lineares Gleihungssystem,
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(�hzÆ
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� h
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Es handelt sih um eine Matrixgleihung der Form (

^

1�hz �

^

h)

^

G =

^

1�h, die sih

formal durh

^

G = �h(

^

1�h�

^

h)

�1

l�osen l�a�t. Ist der Hamiltonoperator diagonal,
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so ist diese Matrixgleihung eine skalare Gleihung, wir erhalten
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y

k

ii =
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: (4:18)

4.3 Das wehselwirkende System zweier Fermionen

Hamiltonoperator ist hier
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und nah Diagonalisierung des freien Anteils
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Dabei beshr�ankten wir uns hier auf zwei m�oglihe Zust�ande der Teilhen,



y

1

j0; 0i = j1; 0i und 

y

2

j0; 0i = j0; 1i: (4:22)
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Ferner benutzten wir, da� f�ur punktsymmetrishe Potentiale u(�~r) = u(~r)
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gilt. u

12;21

bezeihnet die Wehselwirkung, bei der die Teilhen ihre Quanten-

zahlen behalten, u

12;12

diejenige, bei der sie diese Quantenzahlen austaushen.

Die Anteile werden daher direkter Term und Austaushterm genannt und sind

in Abbildung 4.1 symbolish dargestellt.

1

2

1 1 2

2 2 1

u u12,21 12,12

Abb. 4.1 direkter Term und Austaushterm

Auh diesen Hamiltonoperator wollen wir in die Bewegungsgleihung (2.20)

einsetzen. Wir berehnen dazu
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und erhalten damit
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oder

(�hz � "

1

)hh 

1

; 

y

1

ii = �h+ uhh 

1



y

2



2

; 

y

1

ii: (4:26)

Auh f�ur die h�ohere Greensfunktion l�a�t sih eine Bewegungsgleihung aufstel-

len, die dann in sih geshlossen ist. Dazu berehnen wir
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sowie
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und erhalten
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Dies wiederum in Gleihung (4.26) eingesetzt ergibt mit Partialbruhzerlegung
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Die Greensfunktion hat also eine Zweipolstruktur mit vertaushten Gewihten

(h 

y

2



2

i anstatt h 

y

1
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i). Physikalish l�a�t sih die erhaltene L�osung interpre-

tieren, da� f�ur h 
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i = 0 Teilhen 2 niht vorhanden ist, Teilhen 1 also auh

niht mit diesem wehselwirken kann, dagegen f�ur h 

y

2



2

i = 1 sehr wohl eine

solhe Wehselwirkung auftritt.

Wir k�onnen dieses Ergebnis auh mit Hilfe der Spektraldarstellung der

Einteilhen-Greensfunktion (Gleihung (2.13)) erhalten. Dazu beahten wir

b
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der erste Term vermittelt dabei zwishen den Fokraumzust�anden jmi = j1; 0i

und jni = j0; 0i, der zweite Term zwishen jmi = j1; 1i und jni = j0; 1i. Mit
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ergibt sih das vorherige Ergebnis. Allerdings ist diese Rehnung f�ur hohe

Fokraumdimensionen niht mehr sinnvoll.

4.4 System zweier Elektronen in Hartree-Fok-N�aherung

F�ur den Hamiltonoperator
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der f�ur die Wehselwirkung zweier Fermionen in zwei Zust�anden zust�andig ist

(Gleihungen (4.21) und (4.22)), bestimmen wir den Hartree-Fok-Ansatz
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Das Einsetzen in die Bewegungsgleihung liefert dann
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Diese Greensfunktion ist wegen des Erwartungswertes temperaturabh�angig, wie

wir noh sehen werden. Dies ist realistish f�ur eine Greensfunktion zweier

Teilhen. Sie besitzt allerdings nur eine Einpolstruktur. Die Entwiklung dieser

wie der exakten Greensfunktion (4.30) in u als Kleinheitsparameter liefert eine

�

Ubereinstimmung bis zur ersten Ordnung. Die Besetzungszahlen sind nun
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und entsprehend
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Angenommen, "
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seien gleih, "
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=: ", und kleiner als das hemi-

she Potential, also " < 0, jedoh " + u > 0, so ist f�ur niedrige Temperaturen

n

1

= 1, n

2

= 0 eine m�oglihe L�osung, n

1

= n

2

=: n eine weitere. Die Fermi-

funktion wird bei h�oheren Temperaturen jedoh

"

aufgeweiht\, wie es Abbil-

dung 4.2 zeigt. Die Entsheidung dar�uber, welhe der L�osungen nun diejenige

mit niedrigster Energie ist, liefert erst der Vergleih mit dem exakten Resultat.
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Abb. 4.2 Abh�angigkeit der Besetzungszahlen f�ur T = 0 und T > 0
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4.5 Entkopplung der Bewegungsgleihungen

Es stellt sih die Frage, ob sih bessere N�aherungen als die Hartree-Fok-

N�aherung �nden lassen. Eine solhe N�aherung ist m�oglih und l�a�t die Hartree-

Fok-N�aherung als einen Spezialfall ersheinen. Wir f�uhren sie hier durh und

verallgemeinern gleihzeitig auf allgemeine Teilhen (Fermionen und Bosonen).

Ziel ist zun�ahst, die Einteilhen-Greensfunktion hh a
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ii zum Hamilton-

operator (4.19) zu bestimmen. Es ergibt sih
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und damit
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Die Bewegungsgleihungen haben sih niht geshlossen, da Greensfunktionen

h�oherer Ordnung auftreten. Das Wikshe Theorem l�a�t sih hier strengge-

nommen niht anwenden, da in ihm die Erwartungswerte bez�uglih des freien

Hamiltonoperators gebildet werden. Unsere N�aherung besteht nun darin, die

G�ultigkeit des Wikshen Theorems dennoh anzunehmen. Mit
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f�ur k 6= l und k 6= m erhalten wir
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und folglih
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Dies ist �aquivalent zur Hartree-Fok-N�aherung. Eine Verbesserung ist nun,

wenn wir auf den (3,1)-Propagator hh a

y

k

a

l

a

m

; a

y

j

ii erneut die Bewegungsglei-

hung anwenden. Wir erhalten diese Funktion dann in Abh�angigkeit eines

(5,1)-Propagators. Dieser Proze� l�a�t sih fortsetzen. Das System der Bewe-

gungsgleihungen shlie�t sih theoretish erst nah etwa 10

23

solhen Shritten.

Wir k�onnen es jedoh jederzeit wieder durh die

"

Wikshe N�aherung\ abbre-

hen. Die G�ute der N�aherung steigt mit jedem Shritt, da bei n Shritten die

ersten n Momente der Spektralfunktion berehnet sind. Ein nat�urliher Punkt

f�ur den Abbruh dieser Iteration ist das

�

Ubershreiten einer vorher festgelegten

maximalen Ordnung des Potentials, die in jedem Shritt steigt.

5. Thermodynamishe St�orungsrehnung:

Einteilhenprobleme

Wir werden in diesem Kapitel zun�ahst auf Probleme einzelner Teilhen in

einem von au�en vorgegebenen Potential eingehen. Teilhen seien hier Bosonen

oder Fermionen, der Untershied wird auf die Zahl s (s = +1 f�ur Fermionen,

s = �1 f�ur Bosonen) �ubertragen. Bevor wir jedoh diese konkrete Situation

behandeln, gehen wir auf die Grundprinzipien der St�orungsentwiklung ein.

5.1 Reihenentwiklung der Greensfunktion

Gegeben sei ein Hamiltonoperator
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wobei
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A ein Operator im Shr�odingerbild, so lautet der entsprehende Operator im

Wehselwirkungsbild
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mit imagin�arer
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Zeit\ � . Wir setzen f�ur die Exponentialabbildung des Hamil-

tonoperators, die zur Konstruktion der Erwartungswerte ben�otigt wird,
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an und de�nieren so den Zeitentwiklungsoperator
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mit den folgenden Eigenshaften:

b

S(�; �) = 1; (5:5)
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Die Di�erentialgleihung (5.7) ist unter Verwendung der Anfangsbedingung

(Gleihung (5.5)) �aquivalent zur Integralgleihung
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Ihre iterative L�osung ist
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mit d�

n

:= d�

n

: : : d�

2

d�

1

. Unser Ziel in diesem Abshnitt soll die Greensfunk-

tion G

AB

(� � �

0

) bez�uglih

b

H sein. Dazu berehnen wir f�ur �

0
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und damit
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F�ur den Z�ahler gilt shlie�lih mit Gleihung (5.10)

hT

s

(

b
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= (5:13)
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1
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(�
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b
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(�)

b
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)) i
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:

Wir haben hier eine Reihe, die sogenannte St�orungsreihe vorliegen, und k�onnen

�uber sie eine mehr oder weniger gute N�aherung f�ur die Greensfunktion erzielen,

je nahdem, wie viele Glieder der Reihe wir mitnehmen. Ersetzen wir nun die

Operatoren

b

A und

b

B durh Kombinationen von Erzeugern und Vernihtern und

beahten wir, da�

b

H

0

und

b

H

1

sih ebenfalls durh solhe ausdr�uken lassen, so

erhalten wir Vielteilhenpropagatoren im Sinne von Gleihung (3.31).

5.2 Graphishe Darstellung

Einfaher, als alle Summenglieder in ihrer abstrakten Form zu ber�uksihtigen

ist es, diese durh symbolishe Bilder oder Graphen sihtbar zu mahen. Die

"

Zeitpunkte\ � werden durh Punkte in diesem Graphen verbildliht und als

Vertizes bezeihnet.

Der Erzeugungsoperator a

y

k

(�) wird ausgedr�ukt durh eine Linie, die aus

diesem Vertex entspringt, der Vernihtungsoperator a

k

(�) durh eine Linie,

die dort endet. F�ur die

�

Ubersihtlihkeit lassen wir den Index

"

W\ f�ur das

Wehselwirkungsbild fort, nehmen dieses Bild immer dann stillshweigend an,

wenn die Erzeuger und Vernihter als Funktion einer

"

Zeit\ � geshrieben sind.

τ
k k

τa  (   )k τ a  (   )k τ+

Abb. 5.1 Erzeuger und Vernihter im Graphen

Die Greensfunktion
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(5:14)

ist die Kombination einer auslaufenden mit einer einlaufenden Linie.

τ
k

τ’ G (   ,   )k τ τ’-
0

Abb. 5.2 Die Matsubara-Greensfunktion
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5.3 Das wehselwirkungsfreie System mit St�orpotential

Der Hamiltonoperator sei gegeben durh

b
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b
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=
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Ein Beispiel daf�ur sind Leitungselektronen in Blohzust�anden jki, ein weiteres

die St�orstellenstreuung. Gesuht ist in diesem Fall die Greensfunktion des

Einteilhenproblems,
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mit Z�ahlerreihe
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und Nennerreihe
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Wir betrahten die Erwartungswerte des zeitgeordneten Produktes in Nenner

und Z�ahler als Graphen in vershiedenen Ordnungen der St�orungsreihe. Dabei

beahten wir, da� das Wikshe Theorem g�ultig ist, da der Erwartungswert

bez�uglih des Einteilhen-Hamiltonoperators

b

H

0

gebildet wird. F�ur das Poten-

tial v

k

i

k

0

i

zeihnen wir eine gestrihelte Linie an den Punkt �

i

.

Nennergraphen f�ur n = 0:
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= 1 (5:19)
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n = n = 2 :1 :

Abb. 5.3 Nennergraphen f�ur n = 1 und n = 2
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: : : f�ur n = 2:
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Dieses Reihenglied soll nur graphish aufgel�ost werden.
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Abb. 5.4 Nennergraphen f�ur n = 3

Beispielsweise liefert der vierte Graph einen Beitrag
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Z�ahlergraphen f�ur n = 0:
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Abb. 5.5 Z�ahlergraphen f�ur n = 0 und n = 1
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: : : f�ur n = 1:
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Die entstehenden Graphen werden hier wieder nur gezeihnet.
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Abb. 5.6 Z�ahlergraphen f�ur n = 2

5.4 Regeln f�ur numerierte Graphen

Um aus den Graphen, die in der jeweiligen Ordnung alle m�oglihen Verbindun-

gen zwishen den Vertizes darstellen, auf die Greensfunktionen zur�ukshlie�en

zu k�onnen, stellen wir eine Reihe von Graphenregeln auf:

1. F�ur jede aus einem Vertex � auslaufende Linie shreiben wir einen Erzeuger

a

y

k

(�), f�ur jede in einen Vertex einlaufende Linie einen Vernihter a

k

(�). Die

Verbindungslinie vom Vertex � zum Vertex �

0

steht f�ur den Einteilhenpro-

pagator G

k

(�; �

0

).

2. Eine an einem Vertex ansetzende gestrihelte Linie steht f�ur eine Wehsel-

wirkung v

k

i

;k

0

i

zu einer inneren Zeit �

i

, wenn eine Linie mit Quantenzahl k

i

in den Vertex einl�auft und eine andere mit Quantenzahl k

0

i

von ihm fortl�auft.

�

Uber die innere Zeit �

i

ist zu integrieren, �uber die inneren Quantenzahlen

k

i

, k

0

i

ist zu summieren.

3. F�ur einen geshlossenen Linienzug erhalten wir einen Faktor (�s).

4. Ein (numerierter) Graph n-ter Ordnung hat den Vorfaktor 1=n!.
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5.5 Das Theorem verbundener Graphen

Lassen wir die Angaben der inneren

"

Zeiten\ �

i

an den Vertizes fort, so k�onnen

mehrere Graphen zu einem zusammengefa�t werden. Wir sprehen hier von

unnumerierten Graphen. Die zusammengefa�ten Graphen nennen wir topolo-

gish �aquivalent. Einfahe kombinatorishe

�

Uberlegungen zeigen, da� die vierte

Graphenregel zu ersetzen ist durh

4'. Ein unnumerierter Graph hat den Vorfaktor 1=S, wobei die Symmetriezahl

S die Zahl der Permutationen der Vertizes angibt, die den Graphen in eine

topologish �aquivalente Form �uberf�uhren.

So erkennen wir in Abbildung 5.6, da� wir bei Fortlassen der Zeitangaben

statt sehs nur noh vier vershiedene Graphen erhalten. Wir erhalten so f�ur

die unnumerierten Z�ahlergraphen bei n = 2 die in Abbildung 5.7 gezeigten

Anteile.

τ τ’ τ τ’τ τ’τ τ’

Abb. 5.7 Unnumerierte Z�ahlergraphen f�ur n = 2

Die dargestellten Graphen bestehen teilweise aus zwei getrennten Graphen.

Wir erkennen, da� wir aus der gesamten Graphensumme des Z�ahlers die niht

mit � und �

0

zusammenh�angenden Anteile ausklammern k�onnen. Es verbleiben

die sogenannten verbundenen Graphen, andererseits ist der ausgeklammerte

Anteil gleih dem Nenner der Greensfunktion, denn die Symmetriezahlen der

abgetrennten Anteile sind dieselben wir im Nenner. Diesen Anteil k�onnen wir

k�urzen, es gilt also das

Theorem verbundener Graphen (Linked-Graph-Theorem):

Die Einteilhengreensfunktion ist die Summe aller verbundenen und niht-

numerierten Graphen G

kk

0

(�; �

0

), wie in Abbildung 5.8 links dargestellt.

(5.27)

τ τ’ τ τ’ τk k k k k’k’ 1+ +

Abb. 5.8 Einteilhengreensfunktion (links) und geshlossener Linienzug (rehts)

Auh die dritte Graphenregel verlangt nah einer Erkl�arung. Der R�ukshlu�

im Graphen in Abbildung 5.8 entsteht aus
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durh die Kontraktion h a

k

0

�

(�

�

)a

y

k

1

(�

1

) i

H

0

gem�a� dem Wikshen Theorem.

Dieser Term erh�alt als Vorfaktor eine Potenz von (�s), dessen Exponent die

Anzahl der Paarvertaushungen angibt, die n�otig sind, um den ersten Operator

in (5.28) hinter den letzten zu bringen. Es sind (2��1) solher Vertaushungen

notwendig, daher ist der Faktor einfah (�s).

5.6 Der Kumulantensatz

Auh wenn er sih eben herausgek�urzt hat, wollen wir dennoh den Nenner

NG in Gleihung (5.16) betrahten, h�angt er doh �uber Gleihung (5.8) mit

der freien Energie zusammen. Jeder einzelne Graph ist aufgebaut aus den in

Abbildung 5.9 gezeigten Grundtypen, die jeweils bereits den Vorfaktor �1=S

�

gem�a� Regeln (3) und (4') enthalten sollen. Der Graph ist also harakterisiert

durh den Satz fn

�

g := (n

1

; : : : ; n

�

; : : :), wobei n

�

die Anzahl der Exemplare

des Grundtyps �

�

beshreibt, die er enth�alt. Die verbleibende Symmetriezahl

ist damit S = (n

1

!) � : : : � (n

�

!) � : : : , der analytishe Beitrag dieses Graphen
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Abb. 5.9 Grundtypen zusammenh�angender, unverbundener und unnumerierter Graphen
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Es gilt der

Kumulantensatz:

Die

�

Anderung der freien Energie ist gleih der Summe aller zusammen-

h�angenden, unverbundenen und unnumerierten Graphen,

��(F � F

0

) =

1

X

�=1

�

�

. (5.31)
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5.7 Die fouriertransformierte Form

Wir wollen die nah Gleihung (5.27) erhaltene Greensfunktion durh eine Fou-

riertransformation in eine Gleihung f�ur die wellenzahlabh�angigen Greensfunk-

tionen G

kk

0

(z) verwandeln. Die Fouriertransformation lautet (vgl. dazu Glei-

hung (2.44))
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Dabei sind !

n

die Matsubara-Frequenzen, f�ur die
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gilt. Wir erhalten mit den Ergebnissen aus Abshnitt 5.3
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Diese Formel l�a�t sih nun ohne weiteres auf die komplexe Ebene �ubertragen

und liefert
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Abbildung 5.10 zeigt die Summe graphish. Dabei ist die Doppellinie ein Sym-

bol f�ur die exakte Greensfunktion, die einfahe Linie ohne Endpunkte steht f�ur

die fouriertransformierte freie Greensfunktion, und die gestrihelte Linie mit

Endpunkt f�ur das fouriertransformierte Potential v

kk

0

.

�

Uber innere Quanten-

zahlen k

i

ist zu summieren.
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=
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Abb. 5.10 Entwiklung der fouriertransformierten Greensfunktion

Wir k�onnen Gleihung (5.37) auh iterativ shreiben,
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wie in Abbildung 5.10 rehts dargestellt. Dieses Gleihungssystem l�a�t sih

zumindest formal nah G

kk

0

(z) au�osen und bringt uns auf den Gedanken, da�

wir die Entwiklung in Gleihung (5.37) auh durh Entwiklung der Green-

shen Matrix G(z) = (z � h)
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1
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An die Stelle des Potentials v wird im folgenden die Selbstenergie � treten.

5.8 St�orstellenstreuung und Kon�gurationsmittel

Eine erste Hinf�uhrung auf die Selbstenergie stellt die Berehnung eines Kon�-

gurationsmittels dar. Betrahtet wird ein System aus N Elektronen und N

S

St�orstellen, das in erster Quantisierung beshrieben wird durh den Zusatzterm

b

H

1

=

N

X

i=1

N

S

X

�=1

v(~r

i

�

~

R

�

): (5:40)

In zweiter Quantisierung erhalten wir f�ur ebene Wellen
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Unter dem Kon�gurationsmittel einer Gr�o�e, die von den St�orstellenplatzie-

rungen abh�angt, verstehen wir
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Wir wollen in diesem Kapitel nat�urlih das Kon�gurationsmittel �uber die Ein-

teilhengreensfunktion bestimmen. So erhalten wir
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Untershieden wird hier zwishen den F�allen � = � und � 6= �. Die gemittelte

Greensfunktion ist in Abbildung 5.11 symbolish angegeben.

k k’k1 k k’k1

α = β α = β
+

Abb. 5.11 Die kon�gurationsgemittelte Einteilhengreensfunktion

F�ur den allgemeineren Fall (keine ebenen Wellen) shreiben wir f�ur den ersten

Term in Gleihung (5.44)
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Wie im letzten Abshnitt angedeutet de�nieren wir hier eine Selbstenergie

�

k

(z) �uber die Relation

G

k

(z) = G

0

k

(z) +G

0

k

(z)�

k

(z)G
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(z): (5:46)

= + Σ

Abb. 5.12 De�nition der Selbstenergie
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De�nition der Selbstenergie:

Die Selbstenergie shreibt sih als Summe aller irreduziblen Graphen, von

denen die �au�eren Linien entfernt wurden.

Ein reduzibler Graph ist einer, der durh das Auftrennen einer Teilhen-

linie (Greensfunktion) in zwei Anteile zerfallen kann. Bei einem irreduziblen

Graphen geht dies niht mehr.

reduzibel irreduzibel

Abb. 5.13 reduzibler und irreduzibler Graph

Abbildung 5.13 zeigt ein Beispiel f�ur ein reduzibles und ein irreduzibler Graph.

Der abgespaltene Anteil des reduziblen Graphen kann der Greensfunktion

G

k

(z) zugef�ugt werden, daher ist angegebene De�nition sinnvoll. Abbildung

5.14 zeigt die Reihenentwiklung der kon�gurationsgemittelten Selbstenergie.

Σ =
α
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α

β

αααα

+ + + + + + . . .

β

Abb. 5.14 Reihenentwiklung der Selbstenergie

Mit Hilfe der Selbstenergiegraphen k�onnen wir nun N�aherungen f�ur die Greens-

funktionsentwiklung konstruieren. Die triviale N�aherung besteht im ersten

Term der Abbildung 5.14, die einfahste nihttriviale N�aherung ist dagegen
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Diese N�aherung ber�uksihtigt die ersten beiden Graphen in Abbildung 5.14

und wird Bornshe N�aherung genannt. Als Spezialfall betrahten wir ein kurz-

reihweitiges Streupotential, v(~r) = uÆ

3

(~r) an allen St�orstellen. Damit ist
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was die fouriertransformierte Greensfunktion des ungest�orten Problems ist.

F

0

(z) hat einen Shnitt l�angs der reellen Ahse, die notwendige in�nitesimale

Vershiebung des Integrationsbereihes sorgt f�ur einen Real- und Imagin�arteil,

wobei der Imagin�arteil sih ergibt als
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�

0

(E) ist die Einteilhenzustandsdihte des ungest�orten Problems an der Fer-

mikante. Setzen wir nun den Realteil der Selbstenergie auf Null und l�osen

Gleihung (5.46) nah G(z) auf, so �nden wir
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l�a�t sih verstehen als endlihe Lebensdauer der Elektronen im Eigenzustand

jki, die abh�angig ist von der Zustandsdihte �

0

, der St�orstellenkonzentration

N

S

=V und der St�arke des St�orpotentials u.

Eine m�oglihe Verbesserung dieser N�aherung w�are die selbstkonsistente

Bornshe N�aherung
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wie sie in Abbildung 5.15 dargestellt ist. Es handelt sih dabei um eine niht-

lineare Gleihung f�ur �

k

(z).

Σ = +

Abb. 5.15 Die selbstkonsistente Bornshe N�aherung

Eine andere m�oglihe Verbesserung lie�e sih durh Mitnahme der Vielfah-

streuterme erreihen. Dies liefe auf
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hinaus. Diese N�aherung wird T -Matrix-Approximation genannt. Entsprehend

gibt es auh ein konsistentes Analogon dazu. Niht enthalten sind jedoh

in allen diesen N�aherungen Graphen, in denen sih die gestrihelten Linien

�uberkreuzen, wie in Abbildung 5.16 dargestellt.

Abb. 5.16 Graph mit �uberkreuzten Potentiallinien
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6. Thermodynamishe St�orungsrehnung:

Vielteilhenprobleme

In diesem Kapitel geht es niht mehr um das Teilhen, welhes von einem

�au�eren Potential gest�ort wird, sondern um ein System von Teilhen, die einer

Wehselwirkung unterliegen, in die jeweils zwei Teilhen einbezogen sind. Das

Problem wird beshrieben durh den Hamiltonoperator

b

H =

b

H

0

+

b

H

1

=

X

k;k

0

h

kk

0

a

y

k

a

k

0

+

1

2

X

k

1

;k

2

;k

0

1

;k

0

2

u

k

1

k

2

k

0

2

k

0

1

a

y

k

1

a

y

k

2

a

k

0

2

a

k

0

1

: (6:1)

b

H

1

wird hier durh zwei Erzeuger und zwei Vernihter beshrieben. Diese

Wehselwirkung stellen wir durh den in Abbildung 6.1 gegebenen Graphen

dar, welhes zusammen mit dem Erzeuger bei �

0

und dem Vernihter bei � die

Nenner- und Z�ahlergraphen der St�orungsreihe aufbaut.
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Abb. 6.1 Zweiteilhenwehselwirkung
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ergibt sih folgende

"

zeitlihe\ Reihenfolge, die im Graphen durh Pfeile und

die Bezeihnung der Linien angedeutet ist: Ein Teilhen mit Wellenzahl k

0

1

l�auft

in den Graphen ein und wird vernihtet. Die entstehende Wehselwirkungsli-

nie (deren L�ange quasi durh Æ� festgelegt wird) tri�t ein weiteres Teilhen mit

Wellenzahl k

0

2

, welhes ebenfalls vernihtet wird. An seiner Stelle entsteht ein

Teilhen mit Wellenzahl k

2

, das aus dem Graphen ausl�auft. Die Wehselwir-

kung f�allt nun im letzten Shritt gewisserma�en auf das erste Teilhen zur�uk

und erzeugt statt ihm ein Teilhen mit der Wellenzahl k

1

, das nun auh den

Graphen verl�a�t.

Gesuht ist die Einteilhengreensfunktion G
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und der Z�ahler solhe der Form
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enth�alt.
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6.1 Graphishe Behandlung

Der Nennersummand ist ein 2n-Teilhen-Propagator, der Z�ahler ein (2n+ 1)-

Teilhen-Propagator. Wir k�onnen auf sie das Wikshe Theorem anwenden, da

b

H

0

ein Einteilhenpropagator ist. Das ergibt (2n)! bzw. (2n+1)! Summanden

der St�orungsreihe. Wir wollen sie gleih graphish behandeln.

Nennergraphen:

k’

k’

k’

k’

k
2 2

11k
1

2

k1

k2

τ τ1 1

Abb. 6.2 Nennergraphen f�ur n = 1
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121110
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987
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16 17

22 23 24

18

Abb. 6.3 Nennergraphen f�ur n = 2

Sehen wir von den Nummern und Pfeilen an den Wehselwirkungslinien ab, so

gibt es f�ur n = 2 aht topologish vershiedene Grundtypen von Graphen, die
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in Abbildung 6.4 noh einmal zusammengestellt sind.

1 2 3-4 9-105-8 11-14 15-16 17-24

Abb. 6.4 Die topologish vershiedenen Grundtypen von Nennergraphen f�ur n = 2

Z�ahlergraphen:

τ

τ’τ’τ’

τ’τ’

τ’

τ’

τ τ

τ τ

τ τ

n = n =0 1

Abb. 6.5 Z�ahlergraphen f�ur n = 0 und n = 1

Nah Strekung der verbundenen Teilhenlinie erhalten wir die in Abbildung 6.6

gezeigten Graphen. Wir erkennen, da� ein Teil der Graphen einen unverbun-

denen Anteil enth�alt.

++ + +
unverbundene
Graphen

Abb. 6.6 gestrekte Z�ahlergraphen f�ur n = 1

Zu bemerken ist noh, da� die Wehselwirkung, die durh die gestrihelte Linie

angedeutet wird, trotz deren endliher L�ange instantan ist. Eine Wehselwir-

kung mit endliher Ausbreitungsgeshwindigkeit �nden wir in einemModell mit

Wehselwirkungsteilhen, die ausgetausht werden. Ein Beispiel ist die elektro-

magnetishe Wehselwirkung �uber ein Photon oder die in Kapitel 7 behandelte

Elektron-Phonon-Wehselwirkung.
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6.2 Regeln f�ur numerierte Graphen

Wie im letzten Kapitel, so k�onnen wir auh hier Regeln aufstellen, um aus den

Graphen die Beitr�age zur Greensfunktion bestimmen zu k�onnen. Es gilt:

1. Jede Teilhenlinie zwishen Vertizes �

i

und �

j

vershiedener Wehselwir-

kungslinien entspriht einem freien Einteilhenpropagator

τ τj ik
= G

0

k

(�

j

; �

i

); (6:5)

jede Teilhenlinie zwishen Vertizes �

i

derselben Wehselwirkungslinie ent-

spriht einem freien gleihzeitigen Einteilhenpropagator

τ τii
= G

0

k

(�

i

; �

i

+ Æ�): (6:6)

2. Jede Wehselwirkungslinie �

i

entspriht einem Faktor

τi
= �

1

2

v

k

1

i

k

2

i

k

0

2

i

k

0

1

i

(6:7)

�

Uber alle inneren Quantenzahlen k ist zu summieren, �uber die inneren Zei-

ten �

i

ist zu integrieren.

3. F�ur einen geshlossenen Linienzug erhalten wir einen Faktor (�s).

4. Ein numerierter Graph n-ter Ordnung hat den Vorfaktor 1=n!.

6.3 Das Theorem verbundener Graphen

Erneut lassen wir die Angaben �

i

fort, die sih jetzt jedoh an den Wehsel-

wirkungslinien be�nden. Das hat zur Konsequenz, da� wir auf die Rihtung

des Pfeiles ahten m�ussen, der an der Wehselwirkungslinie steht. So gilt die

in Abbildung 6.7 verbildlihte Beziehung.

1 2 2 1== ==

im allgemeinen

Abb. 6.7

�

Ubergang zu unnumerierten Graphen

Zu beahten ist beim Zusammenfassen jedoh, da� einige Graphen tats�ahlih

nur einmal vorkommen, wie der rehts in Abbildung 6.7 gezeigte.

Die Zahl der Permutationen innerer Indizes �

i

, die den Graphen in eine

topologish �aquivalente Form �uberf�uhren, wird erneut als Symmetriezahl S

bezeihnet. Dies liefert erneut eine modi�zierte Form der vierten Regel:

4'. Ein unnumerierter Graph hat den Vorfaktor 1=S.
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Aus der Gesamtsumme der unnumerierten Z�ahlergraphen k�onnen wir wie

im letzten Kapitel die Summe der Nennergraphen als ihren unverbundenen

Anteil ausklammern und gelangen so erneut zum

Theorem verbundener Graphen (Linked-Graph-Theorem):

Die Einteilhengreensfunktion ist die Summe aller verbundenen und niht-

numerierten Graphen G

kk

0

(�; �

0

), wie in Abbildung 6.8 gezeigt.

(6.8)

++ + . . .++++

Abb. 6.8 Einteilhengreensfunktion

6.4 Symmetrien der Wehselwirkung

Durh Ausnutzen der Symmetrien der Wehselwirkung erhalten wir Vereinfa-

hungen der Graphen. So sorgt die Symmetrie

v

k

1

k

2

k

0

2

k

0

1

= v

k

2

k

1

k

0

1

k

0

2

(6:9)

f�ur den Wegfall der Pfeile f�ur die Wehselwirkung und damit zu einem Faktor 2,

der den Faktor 1=2 in der ersten Graphenregel aufhebt.

= = :

Abb. 6.9 Vereinfahung f�ur Gleihung (6.9)

In einigen wenigen F�allen, insbesondere in Spinproblemen, tritt zus�atzlih die

Symmetrie

v

k

1

k

2

k

0

2

k

0

1

= �sv

k

1

k

2

k

0

1

k

0

2

(6:10)

auf. Dann wird die Wehselwirkungslinie, die sowohl vertikal als auh horizon-

tal verlaufen kann, durh ein Quadrat ersetzt, wie in Abbildung 6.10 gezeigt.

= = :

Abb. 6.10 Vereinfahung f�ur Gleihungen (6.9) und (6.10)
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Ein Beispiel f�ur eine St�orungsreihe mit dieser Wehselwirkungssymmetrie ist

in Abbildung 6.11 wiedergegeben.

Abb. 6.11 Beispiel f�ur eine St�orungsreihe

6.5 Die fouriertransformierte Form

F�ur den Fall der Symmetrie aus Gleihung (6.9) wollen wir bez�uglih des Para-

meters � fouriertransformieren. Die Transformation k�onnen wir aus den Glei-

hungen (5.32) und (5.33) �ubernehmen. So ergibt sih f�ur den Graphen in

Abbildung 6.1 die � -Integration
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und �
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weiter au�en liegende Vertizes als Abshlu� der jeweiligen

Linien sind. Wir konzentrieren uns hier zun�ahst nur auf das Integral. F�ur die

Matsubara-Frequenzen gilt
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Damit vershwindet der Exponent des Integranden nur f�ur den Spezialfall

n

1

+ n

2

= n

0

1

+ n

0

2

, also !

1

+ !

2

= !

0

1

+ !

0

2

. In diesem Fall liefert das Integral

einen Beitrag ��h. Die Integration �uber � ist also ersetzt durh eine Summation

�uber die Matsubarafrequenzen, wobei an jeder Wehselwirkungslinie Frequen-

zerhaltung gilt.

Wie verh�alt sih das jedoh f�ur die anderen Quantenzahlen wie Wellen-

vektor

~

k und Spin �? Wir betrahten das St�orungsproblem, das durh den

Hamiltonoperator
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mit
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gegeben ist. Es ergibt sih
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Beshriften wir die Linien mit den Wellenzahlen und Spins, so stellen wir fest,

da� die Impulse an jedem Vertex erhalten sind und die Spins an den Teilhen-

linien verbleiben.

6.6 Graphenregeln im Fourierbild

F�ur die fouriertransformierte Form ergeben sih folgende Regeln:

1. Teilhenlinien behalten ihre Quantenzahlen bis zum n�ahsten Vertex, sind

diagonal. Der Spin verbleibt auh nah dem Vertex an der Teilhenlinie.

F�ur eine Teilhenlinie mit Quantenzahlen !,

~

k und � shreiben wir einen

Faktor

�hÆ

��

0

i�h! + "

k;�

(6:17)

Eine Teilhenlinie, die von einer Wehselwirkungslinie �uberbr�ukt wird,

erh�alt zus�atzlih einen Faktor exp(i!Æ).

2. Jeder Vertex erh�alt einen Faktor

�

~v(~q)

Vol

: (6:18)

F�ur die Coulomb-Wehselwirkung ist dies �e

2

="

0

~q

2

Vol. An jedem Vertex

gilt Wellenzahl- und Frequenzerhaltung. Wir summieren ferner �uber alle

inneren Quantenzahlen, f�ur jede Summe �uber die Frequenzen erhalten wir

zus�atzlih einen Faktor 1=��h.

3. F�ur jeden geshlossenen Linienzug erhalten wir einen Faktor (�s).

4. Der Graph hat den Vorfaktor 1=S, wobei die Symmetriezahl S die Zahl

der Permutationen der Vertizes angibt, die den Graphen in eine topologish

�aquivalente Form �uberf�uhren.
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6.7 Von den Kumulanten zu verbundenen Graphen

Die Einf�uhrung der Funktionalableitung in den bestehenden Formalismus ver-

leiht uns in noh st�arkerem Ma�e, mit den Graphen anstelle der entsprehen-

den Greensfunktionsanteile regelreht zu rehnen. Diese Funktionalableitung

wollen wir in einem ersten Shritt motivieren. Dazu betrahten wir die Einteil-

hengreensfunktion in Subarev-Notation f�ur den Fall eines diagonalen Hamil-

tonoperators
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Wir erkennen hieraus die Regel
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Diese Regel k�onnen wir nun auh auf die fouriertransformierte Form
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�uber die Quotientenregel also
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Die Ableitung einer Einteilhengreensfunktion nah dem Energieeigenwert "

k

f�uhrt somit graphish neben einer Korrektur zur Ausgangsgreensfunktion zum

Einf�ugen eines Punktes �

3

in die Linie, wie es in Abbildung 6.12 zu sehen ist.

Die Ableitung nah "

l

f�ur l 6= k vershwindet demgegen�uber v�ollig. Ist ein

geshlossener Linienzug gegeben, so f�allt dieser Korrekturterm fort, da sih die

"

Zeit\di�erenzen zu Null addieren.

τ τ τ τ τ ττ1 2 1 2 1 23
( )εk

-h + βh(τ −τ  )21=
k k

Abb. 6.12 Ableitung einer Einteilhengreensfunktion nah "

k

Nun betrahten wir niht l�anger die normale Ableitung nah �

k

, sondern eine

Funktionalableitung. Wir variieren dazu
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Um die Variation des Erwartungswertes bestimmen zu k�onnen, berehnen wir
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damit ist dann
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erhalten wir shlie�lih
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Damit ergibt sih, wenn wir die Erwartungswerte als Erwartungswerte bez�ug-

lih
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Die Linie eines Einteilhenpropagators wird durh die Funktionalableitung also

aufgespalten in zwei einzelne Propagatorlinien, die neue Endpunkte � und �

0

besitzen. Diese Funktionalableitung ist in Abbildung 6.13 symbolish darge-

stellt.

δ(

δ( )

)
τ

τ τ

τ 12

’

=
τ τττ2 1’

Abb. 6.13 Funktionalableitung eines Propagators

Mit Hilfe dieses Formalismus kann so eine geshlossene Linie in eine einlaufende

und eine auslaufende Linie zerteilt werden. Der Faktor (�s) vershwindet

wieder, da in diesem Fall die

"

Startzeit\ �

1

= �

2

+ Æ� niht mehr kleiner,

sondern gr�o�er als die

"

Zielzeit\ �

2

ist. Die Kumulantengraphen werden durh

Ableitung in verbundene Graphen verwandelt, wie es Abbildung 6.14 an einigen

Beispielen zeigt.
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Abb. 6.14 Funktionalableitung der Kumulanten

Zweiteilhengraphen erhalten wir durh nohmaliges Ableiten oder

"

Aufshnei-

den\ der Teilhenlinien.

6.8 Skelettgraphen und e�ektive Wehselwirkungslinien

�

Ahnlih wie im Fall der kon�gurationsgemittelten Greensfunktion k�onnen wir

auh im Fall des wehselwirkenden Vielteilhensystems eine Selbstenergie kon-

struieren, indem wir von allen irreduziblen verbundenen Graphen die �au�eren

Linien entfernen. Wiederum bezeihnen wir hier als reduzible Graphen sol-

he, die durh Zershneiden einer Teilhenlinie in zwei Graphen zerlegt werden

k�onnen. Mit einer so de�nierten Selbstenergie k�onnen wir eine implizite Glei-

hung f�ur die exakte Greensfunktion aufstellen, die in Abbildung 6.15 graphish

dargestellt ist. Diese Gleihung hei�t Dyson-Gleihung und lautet

G = G

0

+

1

�h

G

0

�G: (6:33)

= + + + . . .+

Abb. 6.15 Implizite Konstruktion der exakten Greensfunktion �uber die Selbstenergie

Ist die Selbstenergie in einem hier niht bestimmten Ma�e klein, so k�onnen wir

diese Dyson-Gleihung in eine explizite Gleihung verwandeln,

G = G

0

(1�

1

�h

G

0

�)

�1

= �h(�h(G

0

)

�1

� �)

�1

: (6:34)

Wir erhalten im konkreten Fall

G(

~

k; !

n

) =

�h

i�h!

n

� "

k

� �(

~

k; !

n

)

; (6:35)

also eine Energiekorrektur (durh die Selbstwehselwirkung der Elektronenlinie,

wie der Name es ausdr�ukt) bzw. im Falle einer imagin�aren Selbstenergie eine

D�ampfung.
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Skelettgraphen entstehen, wenn wir die inneren Elektronenlinien der Selbsten-

ergiegraphen durh exakte Linien ersetzen.

k nΣ(   ,ω  ) = + +

Abb. 6.16 Skelettgraphen

Shlie�lih lassen sih auh die (Teil-)Graphen mit �au�eren Wehselwirkungs-

linien zusammenfassend durh eine e�ektive Wehselwirkungslinie ausdr�uken,

und es existiert ein Analogon zur Dyson-Gleihung,

v

e�

(

~
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) = v(

~

k) + v(

~

k)�(

~

k; !

n

)v
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(

~

k; !

n

): (6:36)

= +

Abb. 6.17 Konstruktion der e�ektiven Wehselwirkungslinie

Das Gegenst�uk zur Selbstenergie, der Polarisationspropagator �, enth�alt zwei

gegenl�au�ge Elektronenlinien und alle Einshl�usse, d.h. alle inneren Wehsel-

wirkungslinien und beshreibt damit eine dynamishe Abshirmung der Weh-

selwirkung. Ist dieser Term klein, so k�onnen wir erneut in eine explizite Form

f�ur die e�ektive Wehselwirkung au�osen. Es ist dann

v

e�

(

~

k; !
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) =

v(

~

k)

1� v(
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)

: (6:37)

�(

~

k; !

n

) ist die Dielektrizit�atsfunktion.

6.9 N�aherungen und Rehnungen

Die Hartree-Fok-N�aherung mit unterdr�uktem Spin und unter Beshr�ankung

auf Fermionen verzihtet bei der Berehnung der Skelettgraphen auf die dy-

namishe Abshirmung. Dies f�uhrt dazu, da� die Selbstenergie niht von den

Matsubara-Frequenzen !

n

abh�angt.

ωk, n ωk, n
+k nHFΣ     (   ,ω  ) =

q,

k+q,

ω

ωm

m

k+q, ω  + ωn ν

qq

Abb. 6.18 Skelettgraphen in Hartree-Fok-N�aherung und ein Erg�anzungsterm
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Die erste triviale Summe �uber m ergibt die selbstkonsistent zu bestimmende

Elektronendihte,
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in der zweiten ist lediglih ~q durh

~

k+ ~q zu ersetzen. Die Dyson-Gleihung hat

dann die Form
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Wir k�onnen die Hartree-Fok-N�aherung erg�anzen durh den Term, der in Ab-

bildung 6.18 rehts dargestellt ist. Es liefert ohne Selbstenergiekorrekturen des

Polarisationspropagators einen Beitrag
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Dieser Graph ist wegen (v(~q))

2

� q
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divergent, !

�

sind die Bose-Matsubara-

Frequenzen. F�ur �

0

, die e�ektive Wehselwirkungslinie ohne Einshl�usse, er-

halten wir
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Die Exponentialfunktionen haben wir zwishenzeitig zur Konvergenz einge-

f�uhrt. Wir erhalten so eine N�aherung f�ur die Dielektrizit�atsfunktion �

RPA

,

die sih f�ur den gesamten Polarisationspropagator ergibt.

Die Ringgraphen-Summation shlie�lih ersetzt die Wehselwirkungslinie

niht nur durh den ersten Term, sondern durh die gesamte e�ektive Weh-

selwirkungslinie, wie es Abbildung 6.19 darstellt.
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Abb. 6.19 Ringgraphen-Summation

Gell-Mann und Br�ukner erhielten damit die Formel
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Die Berehnung dieser Selbstenergie ist umfangreih. Das Ergebnis f�ur die

Grundzustandsenergie ist
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Dabei ist r

B

der Bohrshe Radius und r

s

der Entwiklungsparameter des Elek-

tronengases,
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7. Die Elektron-Phonon-Wehselwirkung

Als ausf�uhrliheres Beispiel f�ur die vorgestellte St�orungsentwiklung wollen wir

die Wehselwirkung zwishen Elektronen und Phononen behandeln. Phononen

sind die quantisierten Gittershwingungen im einem Kristall, der aus Ionen

besteht.

7.1 Die Einteilhengreensfunktion

"

freier\ Phononen

Ausgangspunkt ist der Hamiltonoperator des Gitters,
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mit ~x

i

=

~

R

i

+ ~u

i

, wobei

~

R

i

die Ruhelagen der Ionen bezeihnen. Entwikeln

wir die potentielle Energie in die Auslenkungen u

i

bis zur zweiten Ordnung, so
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vershwindet der lineare Term dieser Entwiklung, und es ergibt sih
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und damit
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entsprehend ergibt sih
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Ineinander eingesetzt erhalten wir
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Die Auslenkungsgreensfunktion, die diese Gleihung l�ost, mu� die Form einer

3N � 3N -Matrix besitzen. Nutzen wir jedoh die Translationsinvarianz des

Gitters aus, so wird die Greensfunktion nur noh von der Di�erenz
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an, welhe die Gleihung in eine Gleihung f�ur 3� 3-Matrizen verwandelt,
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Die Matrix V
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Shlie�lih lassen sih die quantisierten Gr�o�en u
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in herk�ommliher

Weise durh Erzeuger und Vernihter ausdr�uken,
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Es folgt
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die Einteilhengreensfunktion ist
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7.2 Das Fr�ohlih-Modell der

Elektron-Phonon-Wehselwirkung

Der Hamiltonoperator des Gitters ist zu erg�anzen durh die Anteile, die nur

Elektronen beinhalten sowie durh die Wehselwirkung zwishen Elektronen

und Gitter. Das Fr�ohlih-Modell vernahl�assigt die Wehselwirkung der Elek-

tronen untereinander, wir erhalten den Hamiltonoperator
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Der potentielle Anteil kann um die Ruhelagen der Ionen entwikelt werden und
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Wir k�onnen dies fouriertransformieren und erhalten

X

i

u(~r �

~

R

i

) =

X

i;q

u

q

e

i~q(~r�

~

R

i

)

; (7:18)

X

i;�

�u(~r �

~

R

i

)

�r

�

=

X

i;q;�

ik

�

u

q

e

i~q(~r�

~

R

i

)

: (7:19)

Mit

b

 (~r) =

X

k



k

e

i

~

k~r

;

b

 

y

(~r) =

X

k



y

k

e

�i

~

k~r

(7:20)

erhalten wir f�ur das Integral �uber den linearen Entwiklungsterm
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w�ahrend der konstante Entwiklungsterm ein Potential f�ur das Elektron dar-

stellt und mit dessen kinetisher Energie zu einem Term
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F�ur quasifreie Elektronen wird die Wellenzahlabh�angigkeit des Matrixelemen-

tes M

q

vernahl�assigt.
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7.3 St�orungstheoretishe Behandlung

Die graphishe St�orungsreihe f�ur die Greensfunktion des Elektrons ist in Ab-

bildung 7.1 zu sehen, Abbildung 7.2 zeigt die St�orungsreihe f�ur das Phonon.

τ’ τ’
= + + . . .+ +

τ τ’τ’τ’ τττ τk k

k-qk k

q

Abb. 7.1 St�orungsreihe des Elektrons

τ τ’τ’τ’ τττ’ τ
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Abb. 7.2 St�orungsreihe des Phonons

Die Zustandssumme, die Nennergraphen also, zeigt Abbildung 7.3.
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Abb. 7.3 Zustandssumme
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Dies f�uhrt f�ur die frequenzabh�angige Phonongreensfunktion zur Konstruk-

tion einer Art Auslenkungs-Auslenkungs-Greensfunktion
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3. Jede geshlossene Elektronenlinie erh�alt einen Faktor (�1).

4. Summiert wird �uber die inneren Quantenzahlen q
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gew�ahrleistet sein. Diese Integration ist �aquivalent zur Summation �uber die

inneren Matsubara-Frequenzen mit Energieerhaltung an jedem Vertex.
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einsetzen, um iterativ die exakten Greensfunktionen zu berehnen. Dies ist in

den Abbildungen 7.5 und 7.6 dargestellt.
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Abb. 7.5 Elektronselbstenergie und Dysongleihung
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Abb. 7.6 Phononselbstenergie und Dysongleihung
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topologish �aquivalente Graphen : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51

topologish vershiedene Graphen : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59

unnumerierte Graphen : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51

unverbundene Graphen : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51

verbundene Graphen : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51

Vertex, Vertizes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47

W�armestrom : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10

Wehselwirkungslinien, e�ektive : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 69

zeitabh�angige St�orungstheorie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13

Zeitentwiklungsoperator : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 45

Zeitordnungsoperator : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17, 31


